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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû àëãîðèòìû, ðåàëèçóþùèå îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ,
îáúåäèíåíèÿ è ðàçíîñòè â òàáëè÷íûõ àëãåáðàõ. Ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèå ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî
âû÷èñëåíèé. Íà îñíîâå îöåíêè ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå è â ñðåäíåì
äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ íàéäåí íàèáîëåå áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ
êàæäîé îïåðàöèè. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà, ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîä-
òâåðæäàþùàÿ òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, áàçà äàííûõ, òàáëè÷íàÿ àëãåáðà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû ðåëÿöèîííûå (òàáëè÷íûå) áàçû

äàííûõ (ÁÄ), îñíîâàííûå íà ðåëÿöèîííûõ ìîäåëÿõ, ââåäåííûõ Ý. Êîääîì [1, 2].

Ðåëÿöèîííàÿ àëãåáðà áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè ìíîæåñòâ, à òàêæå òåîðèè îòíîøå-

íèé. Òàáëè÷íûå àëãåáðû, èçëîæåííûå â [3–5], ïîñòðîåíû íà îñíîâå ðåëÿöèîí-

íûõ àëãåáð Êîääà è ñóùåñòâåííî èõ ðàçâèâàþò. Îíè ñîñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé

ôóíäàìåíò ÿçûêîâ çàïðîñîâ ñîâðåìåííûõ òàáëè÷íûõ ÁÄ. Ýëåìåíòû íîñèòåëÿ

òàáëè÷íîé àëãåáðû óòî÷íÿþò ðåëÿöèîííûå ñòðóêòóðû äàííûõ, à ñèãíàòóðíûå

îïåðàöèè ñòðîÿòñÿ íà áàçå îñíîâíûõ òàáëè÷íûõ ìàíèïóëÿöèé â ðåëÿöèîííûõ

àëãåáðàõ è SQL-ïîäîáíûõ ÿçûêàõ.

Îïòèìèçàöèÿ çàïðîñîâ — îäíî èç íàèáîëåå âàæíûõ è èíòåðåñíûõ íàïðàâëå-

íèé èññëåäîâàíèé è ðàçðàáîòîê â îáëàñòè ÁÄ. Åãî çíà÷èìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òåì,

÷òî îò ðàçâèòîñòè áëîêà îïòèìèçàöèè çàïðîñîâ çàâèñèò îáùàÿ ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòü ëþáîé SQL-îðèåíòèðîâàííîé ÁÄ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè èñ-

ïîëüçóþò ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ïîäõîäû è ìåòîäû èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòå-

ìàòèêè è èíôîðìàòèêè. Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ ëåò ýòè ôàêòîðû ïðèâëåêàþò

ê äàííîìó íàïðàâëåíèþ âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé [6–10].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè òðàäèöèîííûå áèíàðíûå òåîðåòè-

êî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè: ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå è ðàçíîñòü òàáëèö.

Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû èõ âûïîëíåíèÿ è íàéäåíà òî÷íàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ àëãî-

ðèòìîâ, ÷òî ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ îïòèìèçàöèè çàïðîñîâ.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè ýòîì ÿâíî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôèêà òàáëèö — ìíî-

æåñòâ îäíîñõåìíûõ ñòðîê (òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû íèæå). Îäíèì èç ïðî-

ÿâëåíèé ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íàéäåííûå ôóíêöèè ñëîæíîñòè çà-

âèñÿò îò êîëè÷åñòâà ñòðîê è àòðèáóòîâ èñõîäíûõ òàáëèö.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëèç äîñòóïíîé ëèòåðàòóðû ïîêàçàë: íåñìîòðÿ íà åñ-

òåñòâåííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è â ðàáîòå, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïî äàííîìó

íàïðàâëåíèþ îòñóòñòâóþò (ïî êðàéíåé ìåðå, àâòîðàì îíè íå èçâåñòíû).

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ � � { }A An1, ,� . Ïðî-

èçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà �, â ÷àñòíîñòè ïóñòîå, íàçîâåì ñõåìîé.

Ñòðîêîé s ñõåìû R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð s A d A dk k� � �{ }( , ), , ( , )1 1 � , ïðîåê-

öèÿ êîòîðîãî ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå ðàâíà R, ïðè÷åì àòðèáóòû � �A Ak1, ,� ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû, ò.å. ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì.

Ýëåìåíòû di (çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ) âûáèðàþòñÿ èç íåêîòîðîãî çàôèêñèðîâàí-

íîãî ìíîæåñòâà. Òàáëèöà T ñõåìû R — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñòðîê ñõåìû R,

êîëè÷åñòâî ñòðîê â òàáëèöå T îáîçíà÷èì | |T . Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâ-

íîå, ðàññìàòðèâàþòñÿ òàáëèöû ñõåìû R ñ êîëè÷åñòâîì àòðèáóòîâ n. Íà ìíî-

æåñòâå âñåõ òàêèõ òàáëèö ââåäåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ

( )�
R

, ïåðåñå÷åíèÿ ( )�
R

è ðàçíîñòè (–)
R

òàáëèö êàê îãðàíè÷åíèÿ îäíîèìåííûõ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.

Òàáëè÷íîé àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ àëãåáðà ñ íîñèòåëåì (ìíîæåñòâîì

âñåõ òàáëèö ïðîèçâîëüíîé ñõåìû) è äåâÿòüþ îïåðàöèÿìè: îáúåäèíåíèåì, ïåðåñå-

÷åíèåì, ðàçíîñòüþ, ïðîåêöèåé, ñåëåêöèåé, àêòèâíûì äîïîëíåíèåì, ñîåäèíåíèåì,

äåëåíèåì è ïåðåèìåíîâàíèåì; îïðåäåëåíèÿ øåñòè èç ýòèõ îïåðàöèé, íå

èñïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå, ïðèâåäåíû â [3, 11].

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîäõîäû ê îöåíêå ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, ñëåäóÿ [10].

Âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòè «îáú-

åìà» ðàáîòû, êîòîðàÿ èì âûïîëíÿåòñÿ, îò «ðàçìåðà» âõîäíûõ äàííûõ. Èññëåäó-

þò äâà âèäà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè: âðåìåíí�þ, îöåíèâàþùóþ âðåìÿ âû-

ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà (êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ âû÷èñëåíèé), è åìêîñòíóþ, îöå-

íèâàþùóþ êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ïàìÿòè, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ñëîæíîñòü ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé îäèíàêîâà (ò.å. èñïîëüçóåòñÿ

òàê íàçûâàåìûé ðàâíîìåðíûé âåñ). Âûäåëÿþò òðè òèïà âðåìåííîé� ñëîæíîñòè àë-

ãîðèòìà: ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå, ñëîæíîñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ è ñëîæ-

íîñòü â ñðåäíåì. Èññëåäîâàíèå âðåìåíí�é ñëîæíîñòè àëãîðèòìà â õóäøåì ñëó-

÷àå ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì èññëåäîâàíèå äðóãèõ äâóõ òèïîâ ñëîæíîñòè, õîòÿ

ïðè àíàëèçå âðåìåíí�é ñëîæíîñòè îáðàáîòêè çàïðîñîâ íàèáîëåå ïðèåìëåìûì

ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñëîæíîñòè â ñðåäíåì, ïîñêîëüêó èìåííî îíà äàåò âîç-

ìîæíîñòü îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü îáðàáîòêè çàïðîñîâ.

Â ìîíîãðàôèè [12] âûäåëåíû îñíîâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàáëèö: äîáàâëåíèå

ADD( , )T s , óäàëåíèå DEL( , )T s ñòðîêè s è çàìåíà CH ( , , )T s s1 ñòðîêè s ñòðîêîé s1
â òàáëèöå T . Â àëãîðèòìàõ, ïðåäëîæåííûõ â äàííîé ðàáîòå, èñïîëüçóþòñÿ ïåð-

âûå äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïîñòóëèðóåì, ÷òî ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ADD( , )T s è DEL( , )T s â õóä-

øåì ñëó÷àå è â ñðåäíåì ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó àòðèáóòîâ â ñõåìå, ò.å. n.

Äàëåå ðàññìîòðèì àëãîðèòìû âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíå-

íèÿ è ðàçíîñòè â òàáëè÷íûõ àëãåáðàõ: äëÿ êàæäîé îïåðàöèè ñíà÷àëà èññëåäóåòñÿ

íàèáîëåå åñòåñòâåííûé (íà íàø âçãëÿä) àëãîðèòì, ïîñëå ýòîãî ïðåäëàãàþòñÿ åãî

ìîäèôèêàöèè, ïîçâîëÿþùèå óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé. Çàòåì âû÷èñëÿ-

þòñÿ âðåìåíí�å ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå è â ñðåäíåì äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ

àëãîðèòìîâ.
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2. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß, ÎÁÚÅÄÈÍÅÍÈß È ÐÀÇÍÎÑÒÈ ÒÀÁËÈÖ

2.1. Îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ òàáëèö
Àëãîðèòì À1.1. Ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå ñòðîêè òàáëèöû T2 .

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðîêó s1 äîáàâëÿåì â ðå-

çóëüòèðóþùóþ òàáëèöó T è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T1.

Àëãîðèòì À1.2. Ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå ñòðîêè òàáëèöû T2 .

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðîêó s1 äîáàâëÿåì â ðå-

çóëüòèðóþùóþ òàáëèöó T , ñòðîêó s2 óäàëÿåì èç òàáëèöû T2 è ïåðåõîäèì ê ñëå-

äóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T1.

Àëãîðèòì À1.3. Åñëè | | | |T T1 2� , òî ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå

ñòðîêè òàáëèöû T2 . Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñòðîêè s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðî-

êó s1 óäàëÿåì èç òàáëèöû T1, à åñëè òàêàÿ ñòðîêà ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê ñëå-

äóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T1; ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â òàáëèöå T1. Åñëè | | | |T T1 2� , òî

òàáëèöû T1 è T2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Àëãîðèòì À1.4. Åñëè | | | |T T1 2� , òî ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå

ñòðîêè òàáëèöû T2 . Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñòðîêè s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðî-

êó s1 óäàëÿåì èç òàáëèöû T1, à åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T2 2� , ÷òî s s1 2� ,

òî ñòðîêó s2 óäàëÿåì èç òàáëèöû T2 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå òàáëèöû

T1; ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â òàáëèöå T1. Åñëè | | | |T T1 2� , òî òàáëèöû T1 è T2 ìåíÿ-

þòñÿ ìåñòàìè.

2.2. Îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ òàáëèö
Àëãîðèòì À2.1. Äîáàâëÿåì âñå ñòðîêè s T1 1� â íîâóþ òàáëèöó T (êîòîðàÿ

ñîäåðæèò ðåçóëüòàò), çàòåì âñå ñòðîêè s2 òàáëèöû T2 ñðàâíèâàåì ñî ñòðîêàìè

òàáëèöû T1. Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñòðîêè s1, ÷òî s s2 1� , òî ñòðîêó s2 äîáàâ-

ëÿåì â òàáëèöó T . Åñëè òàêàÿ ñòðîêà ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé

ñòðîêå òàáëèöû T2 .

Àëãîðèòì À2.2. Äîáàâëÿåì âñå ñòðîêè s T1 1� â íîâóþ òàáëèöó T (êîòîðàÿ

ñîäåðæèò ðåçóëüòàò), çàòåì âñå ñòðîêè s òàáëèöû T ñðàâíèâàåì ñî ñòðîêàìè òàá-

ëèöû T2 . Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ s T2 2� , ÷òî s s� 2 , òî óäàëÿåì ñòðîêó s2 èç òàá-

ëèöû T2 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T . Ïîñëå ýòîãî äîáàâëÿåì âñå

îñòàâøèåñÿ ñòðîêè òàáëèöû T2 â òàáëèöó T .

Àëãîðèòì À2.3. Åñëè | | | |T T1 2� , òî ñ êàæäîé ñòðîêîé s T2 2� ñðàâíèâàåì âñå

ñòðîêè òàáëèöû T1. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T1 1� , ÷òî s s2 1� , òî óäàëÿåì

ñòðîêó s1 èç òàáëèöû T1 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T2 ; ïîñëå ýòî-

ãî äîáàâëÿåì âñå îñòàâøèåñÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1 â òàáëèöó T2 , â êîòîðîé ñî-

äåðæèòñÿ ðåçóëüòàò. Åñëè | | | |T T1 2� , òî òàáëèöû T1 è T2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

2.3. Îïåðàöèÿ ðàçíîñòè òàáëèö
Àëãîðèòì À3.1. Ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå ñòðîêè òàáëèöû

T2 : åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñòðîêè s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðîêó s1 äîáàâëÿåì

â íîâóþ ðåçóëüòèðóþùóþ òàáëèöó T , à åñëè òàêàÿ ñòðîêà ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõî-

äèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T1.

Àëãîðèòì À3.2. Ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå ñòðîêè òàáëèöû

T2 : åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðîêó s2 óäàëÿåì èç òàá-

ëèöû T2 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T1. Åñëè òàêîé ñòðîêè íå ñó-

ùåñòâóåò, òî ñòðîêó s1 äîáàâëÿåì â íîâóþ òàáëèöó T , êîòîðàÿ ñîäåðæèò ðåçóëüòàò.

Àëãîðèòì À3.3. Ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå ñòðîêè òàáëèöû

T2 : åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðîêó s1 óäàëÿåì èç òàá-

ëèöû T1. Ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â òàáëèöå T1.
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Àëãîðèòì À3.4. Ñ êàæäîé ñòðîêîé s T1 1� ñðàâíèâàåì âñå ñòðîêè òàáëèöû

T2 : åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T2 2� , ÷òî s s1 2� , òî ñòðîêó s1 óäàëÿåì èç òàá-

ëèöû T1, à ñòðîêó s2 — èç òàáëèöû T2 . Ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â òàáëèöå T1.

Àëãîðèòì À3.5. Ñ êàæäîé ñòðîêîé s T2 2� ñðàâíèâàåì âñå ñòðîêè òàáëèöû

T1: åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà s T1 1� , ÷òî s s2 1� , òî ñòðîêó s1 óäàëÿåì èç òàá-

ëèöû T1 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå òàáëèöû T2 . Ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ

â òàáëèöå T1.

3. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

3.1. Ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå
Íàéäåì ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå äëÿ âñåõ ðàíåå ïðåäëîæåííûõ àëãîðèò-

ìîâ, â êîòîðûõ ïîëàãàåì | |T m1 1� è | |T m2 2� . Ïîñêîëüêó â êàæäîì àëãîðèòìå êî-

ëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñòðîê, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ïåðåñå÷åíèþ èñõîäíûõ òàáëèö (äàëåå ýòè ñòðîêè áóäåì íàçûâàòü ñòðîêàìè

òàáëèöû T T
R

1 2
� ), äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè êàæäîãî àëãîðèòìà ñíà÷àëà áûëà

íàéäåíà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñëîæíîñòè îò ÷èñëà ñòðîê òàáëèöû

T T
R

1 2
� , à çàòåì, â êà÷åñòâå ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå, íàéäåí ìàêñèìóì ýòîé

ôóíêöèè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî j T T
R

��
�
� �

�
�

1 2� — íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ñòðîêè s T1 1� ïðè ïîèñêå ðàâíîé åé ñòðîêè s2 íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåáðàíî ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê òàáëèöû T m2 2( ), à ïðè ñðàâíåíèè ñ s1 äðóãèõ (îòëè÷íûõ
îò s2) ñòðîê òàáëèöû T2 âûïîëíåíî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé
çíà÷åíèé àòðèáóòîâ ( )n . Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïðè ñðàâíåíèè ñòðîê òåêóùåé òàáëèöû

T1 ñî âñåìè ñòðîêàìè òàáëèöû T2 , åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî T T j
R

1 2��
�
� �

�
�� , òî íåîáõî-

äèìî îñóùåñòâèòü íå áîëåå ÷åì m m m j jm
j j

2 2 2 21 1
1

2
	 
 	 	 
 	 � 




( ) ( )

( )
� îïå-

ðàöèé ñðàâíåíèÿ ñòðîê. Ýòà âåëè÷èíà äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íàõîæäå-

íèÿ îäíîé èç ñòðîê (s1) òàáëèöû T T
R

1 2
� âûïîëíåíî m2 ñðàâíåíèé ñî âñåìè ñòðî-

êàìè òàáëèöû T2 , äëÿ íåêîòîðîé äðóãîé ñòðîêè (s2) òàáëèöû T T
R

1 2� — m2 1


ñðàâíåíèå (åñëè äëÿ ñòðîêè s1 âûïîëíåíî òî÷íî j ñðàâíåíèé, òî ýòà ñòðîêà â òàáëèöå

T2 ðàññìàòðèâàëàñü ïîñëåäíåé, à ïîñêîëüêó s s1 2� , ñòðîêà s2 â òàáëèöå T2 íå ìîæåò

áûòü ðàññìîòðåíà ïîñëåäíåé), … , äëÿ m-é ñòðîêè (sm ) òàáëèöû T T
R

1 2� íåîáõîäèìî

âûïîëíèòü m j2 1
 	 ñðàâíåíèå.

Â àëãîðèòìå À1.1 äëÿ êàæäîé èç m j1 
 ñòðîê òàáëèöû T1, íå ïðèíàäëåæàùèõ

òàáëèöå T2 , âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì m n2 âû÷èñëåíèé, à äëÿ j ñòðîê, ïðèíàäëå-

æàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2
� , ïðè ïîèñêå â òàáëèöå T2 ðàâíûõ èì ñòðîê â õóäøåì ñëó-

÷àå âûïîëíÿåòñÿ n m m m j[ ( ) ( )]2 2 21 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé; òàêæå j ðàç

ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1 â òàáëèöó T , ïîýòîìó

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À1.1 ðàâíà

( ) [ ( ) ( )m j m n n m m m1 2 2 2 21 2
 	 	 
 	 
 	� 	 
 	 	 � 
 
( )] ( )m j jn m m n
n

j j2 1 21
2

3 .

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j �1 è j � 2, êîòîðîå

â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n n1 2 	 .

6 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 1



Â àëãîðèòìå À1.2 îñóùåñòâëÿþò òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è â àëãîðèòìå À1.1,

à òàêæå j ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T2 , ïîýòîìó

åãî ñëîæíîñòü ðàâíà

( ) [ ( ) ( ) ( )]m j m n n m m m m j jn m m n1 2 2 2 2 2 1 21 2 1 2
 	 	 
 	 
 	 	 
 	 	 �� 
 

n

j j
2

5( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 2 è j � 3, êîòîðîå

â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n n1 2 3	 .

Âû÷èñëèì ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå äëÿ àëãîðèòìà À1.3. Äëÿ ñðàâíåíèÿ

âåëè÷èí m1 è m2 íåîáõîäèìî îäíî âû÷èñëåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

m m1 2� . Äëÿ êàæäîé èç m j1 
 ñòðîê òàáëèöû T1, íå ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T2 ,

ïðè ïîèñêå â òàáëèöå T2 ðàâíîé åé ñòðîêè âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì m n2 âû÷èñ-

ëåíèé, à äëÿ j ñòðîê, ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2
� , â õóäøåì ñëó÷àå âûïîëíÿ-

åòñÿ n m m m j[ ( ) ( )]2 2 21 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé; òàêæå m j1 
 ðàç ïðîâîäèòñÿ

ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1, ïîýòîìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À1.3

ðàâíà

( ) [ ( ) ( )] ( )m j m n n m m m j m j n1 2 2 2 2 11 1 1
 	 	 
 	 	 
 	 	 
 	 ��

� 	 	 
 	m m n m n
n

j j1 2 1 1
2

1( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 0, ðàâíîå m m n m n1 2 1 1	 	 .

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå àëãîðèòìà À1.3 ðàâíà

m m n m m n1 2 1 2 1	 	min ,{ } .

Â àëãîðèòìå À1.4 îñóùåñòâëÿþò òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è â àëãîðèòìå À1.3,

à òàêæå j ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T2 , ïîýòîìó

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À1.4 äëÿ ñëó÷àÿ m m1 2� ðàâíà m m n m n
n

j j1 2 1 1
2

1	 	 
 
( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 0 è j �1, êîòîðîå â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n m n1 2 1 1	 	 . Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À1.4

ðàâíà m m n m m n1 2 1 2 1	 	min ,{ } .

Äëÿ àëãîðèòìà À2.1 ïðè äîáàâëåíèè âñåõ ñòðîê òàáëèöû T1 â íîâóþ òàáëèöó

T âûïîëíÿåòñÿ m n1 âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé. Çàòåì äëÿ êàæäîé èç m j2 
 ñòðîê

òàáëèöû T2 , íå ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T1, ïðè ïîèñêå ñîâïàäàþùåé ñ íåé ñòðî-

êè ïðîâîäèòñÿ íå áîëåå ÷åì m n1 âû÷èñëåíèé, òàêæå ïðè âûïîëíåíèè ïðîöåäóðû

äîáàâëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T2 â òàáëèöó T äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ñòðîê âûïîë-

íÿåòñÿ n âû÷èñëåíèé; äëÿ j ñòðîê, ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2
� , â õóäøåì

ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ n m m m j[ ( ) ( )]1 1 11 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé, ïîýòîìó ñëîæ-

íîñòü àëãîðèòìà À2.1 ðàâíà

m n m j m n m j n n m m j m m n m n m1 2 1 2 1 1 1 2 11	 
 	 
 	 	 	 
 	 � 	 	( ) ( ) [ ( )]� 2
2

1n
n

j j
 	( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 0, â ýòîì ñëó÷àå åå

çíà÷åíèå ðàâíî m m n m n m n1 2 1 2	 	 .

Äëÿ àëãîðèòìà À2.2 ïðè äîáàâëåíèè âñåõ ñòðîê òàáëèöû T1 â íîâóþ òàá-

ëèöó T âûïîëíÿåòñÿ m n1 âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé. Çàòåì ïðè ñðàâíåíèè ñòðîê

òàáëèöû T ñî ñòðîêàìè òàáëèöû T2 äëÿ êàæäîé èç m j1 
 ñòðîê òàáëèöû T , íå

ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T2 , âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì m n2 âû÷èñëåíèé, à äëÿ j

ñòðîê òàáëèöû T , ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T2 , âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì

n m m m j[ ( ) ( )]2 2 21 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé, òàêæå j ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà

óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T2 . Ïîñëå ýòîãî ïðè äîáàâëåíèè âñåõ îñòàâøèõñÿ

ñòðîê òàáëèöû T2 â òàáëèöó T âûïîëíÿåòñÿ ( )m j n2 
 âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé.
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Ïîýòîìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À2.2 ðàâíà

m n m j m n n m m j jn m j n1 1 2 2 2 21	 
 	 	 	 
 	 	 	 
 �( ) [ ( )] ( )�

� 	 	 
 
m m n m n m n
n

j j1 2 2 1
2

1( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 0 è j �1, êîòîðîå

â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n m n m n1 2 2 1	 	 .

Íàéäåì ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå àëãîðèòìà À2.3. Äëÿ ñðàâíåíèÿ âåëè÷èí

m1 è m2 íåîáõîäèìî îäíî âû÷èñëåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè m m1 2� . Äëÿ

êàæäîé èç m j2 
 ñòðîê òàáëèöû T2 , íå ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T1, ïðè ïîèñêå â

òàáëèöå T1 ðàâíîé åé ñòðîêè âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì m n1 âû÷èñëåíèé, à äëÿ j

ñòðîê, ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2
� , â õóäøåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ

n m m m j[ ( ) ( )]1 1 11 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé, òàêæå j ðàç ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà

óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1. Ïîñëå ýòîãî m j1 
 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà

äîáàâëåíèÿ ñòðîê èç òàáëèöû T1 â òàáëèöó T2 . Ïîýòîìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà

À2.3 ðàâíà

( ) [ ( ) ( )] ( )m j m n n m m m j jn m j n2 1 1 1 1 11 1 1
 	 	 
 	 	 
 	 	 	 
 	 ��

� 	 	 
 
m m n m n
n

j j1 2 1 1
2

1( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 0 è j �1, êîòîðîå â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n m n1 2 1 1	 	 . Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À2.3

ðàâíà m m n m m n1 2 1 2 1	 	min ,{ } .

Â àëãîðèòìå À3.1 äëÿ êàæäîé èç m j1 
 ñòðîê òàáëèöû T1, íå ïðèíàäëåæàùèõ

òàáëèöå T2 , ïðè ïîèñêå â òàáëèöå T2 ðàâíîé åé ñòðîêè âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì

m n2 âû÷èñëåíèé, òàêæå m j1 
 ðàç ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñòðîê èç

òàáëèöû T1 â òàáëèöó T . Äëÿ j ñòðîê, ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2
� , â õóäøåì

ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ n m m m j[ ( ) ( )]2 2 21 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðà-

çîì, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À3.1 ðàâíà

( ) ( ) [ ( ) ( )]m j m n m j n n m m m j m m n m1 2 1 2 2 2 1 2 11 1
 	 
 	 	 
 	 	 
 	 � 	� n
n

j j
 	
2

1( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 0, â ýòîì ñëó÷àå åå

çíà÷åíèå ðàâíî m m n m n1 2 1	 .

Â àëãîðèòìå À3.2 îñóùåñòâëÿþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è â àëãîðèòìå À3.1,

à òàêæå j ðàç ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîê èç òàáëèöû T2 , ïîýòîìó åãî

ñëîæíîñòü ðàâíà

( ) ( ) [ ( ) ( )]m j m n m j n n m m m j jn1 2 1 2 2 21 1
 	 
 	 	 
 	 	 
 	 	 ��

� 	 
 
m m n m n
n

j j1 2 1
2

1( ).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 0 è j �1, êîòîðîå â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n m n1 2 1	 .

Äëÿ àëãîðèòìà À3.3 äëÿ êàæäîé èç m j1 
 ñòðîê òàáëèöû T1, íå ïðèíàäëåæà-

ùèõ òàáëèöå T2 , ïðè ïîèñêå ñîâïàäàþùåé ñòðîêè â õóäøåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ

m n2 âû÷èñëåíèé, à äëÿ ñòðîê, ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2
� , —

n m m m j[ ( ) ( )]2 2 21 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé; òàêæå j ðàç ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà

óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À3.3 ðàâíà
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( ) [ ( ) ( ) ( )]m j m n n m m m m j jn m m n1 2 2 2 2 2 1 21 2 1
 	 	 
 	 
 	 	 
 	 	 � 
�
n

j j
2

3( )
 .

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j �1 è j � 2, êîòîðîå â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n n1 2 	 .

Â àëãîðèòìå À3.4 âûïîëíÿþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è â àëãîðèòìå À3.3,

à òàêæå j ðàç ïðîâîäèòñÿ ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîê èç òàáëèöû T2 , ïîýòîìó åãî

ñëîæíîñòü ðàâíà

( ) [ ( ) ( )] (m j m n n m m m j nj m m n
n

j j1 2 2 2 2 1 21 1 2
2


 	 	 
 	 	 
 	 	 � 
 
� 5).

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j � 2 è j � 3, êîòîðîå

â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n n1 2 3	 .

Äëÿ àëãîðèòìà À3.5 äëÿ êàæäîé èç m j2 
 ñòðîê òàáëèöû T2 , íå ïðèíàäëåæà-

ùèõ òàáëèöå T1, ïðè ïîèñêå ñîâïàäåíèÿ â õóäøåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ m n1 âû-

÷èñëåíèé, à äëÿ j ñòðîê, ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2
� , â õóäøåì ñëó÷àå âû-

ïîëíÿåòñÿ n m m m j[ ( ) ( )]1 1 11 1	 
 	 	 
 	� âû÷èñëåíèé; òàêæå j ðàç âûïîëíÿåòñÿ

ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À3.5

ðàâíà

( ) [ ( ) ( )] (m j m n n m m m j jn m m n
n

j j2 1 1 1 1 1 21 1
2

3
 	 	 
 	 	 
 	 	 � 
 
� ) .

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè j �1 è j � 2, êîòîðîå â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ðàâíî m m n n1 2 	 .

3.2. Ñëîæíîñòü â ñðåäíåì
Ñëîæíîñòü â ñðåäíåì àëãîðèòìîâ À1.1–À3.5 çàâèñèò îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ

èñõîäíûõ òàáëèö. Ïóñòü | |T m1 1� , | |T m2 2� , m m m� min ,{ }1 2 , T1, T2 — òàáëèöû

ñõåìû R A An� { }1, ,� , ìîùíîñòè äîìåíà çíà÷åíèé àòðèáóòîâ A An1, ,� ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî q qn1, ,� è q q Qn1� � �� . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ðîâíî Q

ñòðîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ìîæåò âõîäèòü èëè íå âõî-

äèòü â êàæäóþ èñõîäíóþ òàáëèöó Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïî

êàæäîìó àòðèáóòó â îáåèõ òàáëèöàõ ðàâíîìåðíîå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè

m m Q1 2	 � , òî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê òàáëèöû T T
R

1 2
� ðàâíî 0, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê òàáëèöû T T
R

1 2
� ðàâíî

( )m m Q1 2	 
 ; ýòî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê îáîçíà÷èì z. Èç îïðåäåëåíèÿ

ïåðåñå÷åíèÿ òàáëèö î÷åâèäíî âûòåêàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî

ñòðîê òàáëèöû T T
R

1 2
� ðàâíî m. Ïîñêîëüêó âñå ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû èñïîëü-

çóþò ñðàâíåíèå ñòðîê â òàáëèöàõ T1 è T2 îòíîñèòåëüíî èõ ðàâåíñòâà è ñëîæíîñòü

ýòèõ àëãîðèòìîâ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñòðîê òàáëèöû T T
R

1 2
� , âû÷èñëèì çíà÷å-

íèÿ âåðîÿòíîñòè P j( ) òîãî, ÷òî òàêèõ ñòðîê áóäåò â òî÷íîñòè j ( j z m�{ }, ,� ) . Çà-

òåì äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà íàéäåì çíà÷åíèå W j( ) ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëè-

òåëüíûõ äåéñòâèé ïðè óñëîâèè | |T T j
R

1 2
� � . Áóäåì ñ÷èòàòü ñëîæíîñòüþ â ñðåä-

íåì âåëè÷èíó P j W j

j z

m

( ) ( )

�

 � .

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü P j( ). Ýòè j ñòðîê, ïðèíàäëåæàùèå òàáëèöå

T T
R

1 2
� , ìîæíî âûáðàòü C

Q
j ñïîñîáàìè, ñòðîêè òàáëèöû T1, íå ïðèíàäëåæàùèå
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òàáëèöå T2 , — C
Q j

m j




1 ñïîñîáàìè, à ñòðîêè òàáëèöû T2 , íå ïðèíàäëåæàùèå òàáëè-

öå T1, — C
Q m

m j






1

2 ñïîñîáàìè. Âñåãî ñóùåñòâóåò C
Q

m1 âàðèàíòîâ âûáîðà ñòðîê òàá-

ëèöû T1 è C
Q

m2 âàðèàíòîâ âûáîðà ñòðîê òàáëèöû T2 . Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü

P j( ) ðàâíà

P j
C C C

C C

m m Q m QQ
j

Q j

m

Q m

m j

Q

m

Q

m

j

( )
! !( )!(

� �

 

 




1

1

2

1 2

1 2 1 m

j m j m j Q m m j Q

2

1 2 1 2

)!

!( )!( )!( )! !
 
 
 
 	
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ W j( ) íàéäåì ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ äåé-

ñòâèé �W , íåîáõîäèìîå äëÿ ñðàâíåíèÿ ñòðîê s A d A d Tn n
1

1 1
1 1

1� �{ }( , ), , ( , )� è

s A d A d Tn n
2

1 1
2 2

2� �{ }( , ), , ( , )� â ñëó÷àå s s1 2� . Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî d d
1
1

1
2� ,

ðàâíà
1

1q
, ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî d d

1
1

1
2� , ðàâíà 1

1 1

1

1

1


 �



q

q

q
.

Åñëè d d
1
1

1
2� , òî ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ñòðîê s1 è s2 çàêàí÷èâàåòñÿ, ïðè ýòîì âû-

ïîëíåíî îäíî âû÷èñëèòåëüíîå äåéñòâèå. Ïóñòü d d
1
1

1
2� . Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî d d
2
1

2
2� , ðàâíà

1

1 2q q
, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî d d

2
1

2
2� , ðàâíà

1
1

1

1 2q q



�

�
��

�

�
�� �

�

q

q q

2

1 2

1
. Åñëè d d

2
1

2
2� , òî ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ñòðîê s1 è s2 çàêàí÷èâàåòñÿ, ïðè

ýòîì âûïîëíåíî äâà âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèÿ.

Àíàëîãè÷íî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ d d d d
j j1

1
1
2

1
1

1
2� �
 
, ,� , òî âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî d dj j
1 2� , ðàâíà

1 1

1q q j

� , à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî d dj j
1 2� , ðàâíà

q

q q

j

j


1

1 �
. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ñòðîê s1 è s2 çàêàí÷èâàåòñÿ, ïðè

ýòîì âûïîëíåíî j âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé. Ïîñêîëüêó ñëó÷àé s s1 2� íåâîçìî-

æåí (åãî âåðîÿòíîñòü ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì âû÷èñëåíèÿì ðàâíà
1

Q
), çíà÷åíèÿ âñåõ

íàéäåííûõ âåðîÿòíîñòåé íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü íà1
1 1


 �



Q

Q

Q
. Òàêèì îáðàçîì,

� �





	



	 	


 �

�
��

�

�
�
�W

Q

Q

q

q

q

q q
n

q

Q

n

1
1

1
2

1 11

1

2

1 2

� .

Ïðè íàõîæäåíèè W j( ) ñ÷èòàåì, ÷òî ñòðîêè â òàáëèöàõ óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Â òàáëèöå T1 ñíà÷àëà ðàñïîëîæåí áëîê èç
m j1

2



ñòðîê òàáëèöû

T T
R

1 2
 , çàòåì — áëîê èç j ñòðîê òàáëèöû T T
R

1 2� , äàëåå — áëîê èç
m j1

2



îñòàâ-

øèõñÿ ñòðîê òàáëèöû T T

R

1 2

 . Â òàáëèöå T2 óïîðÿäî÷åíèå àíàëîãè÷íî: ñíà÷àëà
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ðàñïîëîæåí áëîê èç
m j2

2



ñòðîê òàáëèöû T T

R
2 1
 , çàòåì — áëîê èç j ñòðîê òàáëè-

öû T T
R

1 2� , äàëåå — áëîê èç
m j2

2



îñòàâøèõñÿ ñòðîê òàáëèöû T T

R
2 1
 .

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå W j( ) äëÿ àëãîðèòìà À 1.1. Äëÿ êàæäîé èç ( )m j1 
 ñòðîê

òàáëèöû T1, íå ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T2 , âûïîëíåíî m2 ñðàâíåíèé. Äëÿ j

ñòðîê òàáëèöû T1, ïðèíàäëåæàùèõ òàáëèöå T T
R

1 2� , â ñðåäíåì âûïîëíåíî j
m2 1

2

	

ñðàâíåíèé: j
m2 1

2



ñðàâíåíèé ñ íåðàâíûìè ñòðîêàìè è j ñðàâíåíèé ñ ðàâíûìè

ñòðîêàìè; ïðè êàæäîì èç j ñðàâíåíèé, äàâøèõ ðàâåíñòâî, áûëî âûïîëíåíî ïî 2n

âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé, ïîýòîìó

W j m j m j
m

W jn m m
j

m( ) ( ) ( )� 
 	

�

�
��

�

�
�� � 	 � 
 	

�

�
1 2

2
1 2 2

1

2
2

2
1�

�

�
� �	W jn2 .

Äëÿ àëãîðèòìà À1.2 ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ñòðîê òàáëèöû T1, ïðåäøåñòâóþùèõ

ñòðîêàì, ïðèíàäëåæàùèì òàáëèöå T T
R

1 2� (â ñðåäíåì èõ
m j1

2



), âûïîëíåíî m2

ñðàâíåíèé ñ íåðàâíûìè èì ñòðîêàìè, äëÿ êàæäîé èç
m j1

2



ïîñëåäóþùèõ

ñòðîê — ( )m j2 
 ñðàâíåíèé ñ íåðàâíûìè èì ñòðîêàìè òàáëèöû T2 . Äëÿ ïåðâîé

ñòðîêè òàáëèöû T1, ïðèíàäëåæàùåé òàáëèöå T T
R

1 2� , â ñðåäíåì âûïîëíåíî
m2 1

2




ñðàâíåíèé, äëÿ âòîðîé —
m2 2

2



ñðàâíåíèé, äëÿ j-é —

m j2

2



ñðàâíåíèé ñ íåðàâ-

íûìè èì ñòðîêàìè òàáëèöû T2 . Òàêæå ïðè êàæäîì èç j ñðàâíåíèé, îïðåäåëèâøèõ

ðàâåíñòâî, âûïîëíåíî ïî 3n âû÷èñëèòåëüíûõ äåéñòâèé, ïîýòîìó

W j
m j

m
m j

m j
m m j

( )
( ) ( )

( )�



	




 	



	 	

�

�
��

�

�
��

1
2

1
2

2 2

2 2

1

2 2
� � 	 �W jn3

� 
 	 	 

�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� � 	m m

j
m m

j
W jn1 2 1 2

2

1

2 2
3 .

Â àëãîðèòìå À1.3 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé, îïðåäåëèâøèõ íåðàâåíñòâî ñòðîê,

ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì èç àëãîðèòìà À 1.1 (â àëãîðèòìå À1.3 òàá-

ëèöó T1 çàìåíÿåò òàáëèöà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ñòðîê). Êðîìå òîãî, â àëãîðèò-

ìå À1.3 (min , ){ }m m j1 2 
 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëè-

öû ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ñòðîê. Òàêæå íåîáõîäèìî jn 	1 âû÷èñëåíèå äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê è m1 ñ m2 , ïîýòîìó

W j m m
j

m W m m j n jn( ) ( ) (min , )� 
 	
�

�
�

�

�
� � 	 
 	 	 �1 2 2 1 2

2
1 1{ }

� 
 	
�

�
�

�

�
� � 	 	m m

j
m m W m m n1 2 1 2 1 2

2
1 1(max , ) min ,{ } { } .

Â àëãîðèòìå À1.4 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñòðîê, îïðåäåëèâøèõ èõ íåðàâåíñòâî,

ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì èç àëãîðèòìà À1.2. Êðîìå òîãî, â àëãîðèò-

ìå À1.4 (min , ){ }m m j1 2 
 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëè-
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öû ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ñòðîê. Òàêæå íåîáõîäèìî 2 1jn 	 âû÷èñëåíèå äëÿ

ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê, èõ óäàëåíèÿ èç òàáëèöû ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñòðîê

è ñðàâíåíèÿ m1 ñ m2 , ïîýòîìó

W j m m
j

m m
j

W m m( ) (min ,� 
 	 	 

�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� � 	1 2 1 2 1 2

2

1

2 2
{ }
 	 	 �j n jn) 2 1

� 
 	 	 

�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� � 	 	m m

j
m m

j
W m m n jn1 2 1 2 1 2

2

1

2 2
min ,{ } 	1 .

Â àëãîðèòìå À2.1 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé, îïðåäåëèâøèõ íåðàâåíñòâî ñòðîê,

ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì èç àëãîðèòìà À1.1. Êðîìå òîãî, â àëãî-

ðèòìå À2.1 m1 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1

â íîâóþ òàáëèöó T è ( )m j2 
 ðàç ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñòðîêè èç T2 â T . Òàêæå

âûïîëíÿåòñÿ jn âû÷èñëåíèé äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê, ïîýòîìó

W j m m
j

m W m n m j n jn( ) ( ) ( )� 
 	
�

�
�

�

�
� � 	 	 
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Â àëãîðèòìå À2.2 ÷èñëî ñðàâíåíèé, îïðåäåëèâøèõ íåðàâåíñòâî ñòðîê, ñî-

âïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ÷èñëîì èç àëãîðèòìà À1.2. Êðîìå òîãî, â àëãîðèòìå À2.2

m1 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1 â íîâóþ òàáëè-

öó T , ( )m j2 
 ðàç — ñòðîêè èç T2 â T è j ðàç — óäàëåíèÿ ñòðîêè èç T2 . Òàêæå âû-

ïîëíÿåòñÿ jn âû÷èñëåíèé äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê, ïîýòîìó èìååì

W j m m
j

m m
j

W m n m j( ) ( )� 
 	 	 

�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� � 	 	 
1 2 1 2 1 2

2

1

2 2
n jn	 �2

� 
 	 	 

�

�
�

�

�
��

�

�
�� � 	 	 	m m

j
m m

j
W m n m n jn1 2 1 2 1 2

2

1

2 2
.

Â àëãîðèòìå À2.3 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñòðîê, îïðåäåëèâøèõ èõ íåðàâåí-

ñòâî, ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì èç àëãîðèòìà À1.2. Êðîìå òîãî, â àë-

ãîðèòìå À2.3 (min , ){ }m m j1 2 
 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ ñòðîêè èç

òàáëèöû ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñòðîê. Òàêæå íåîáõîäèìî 2 1jn 	 âû÷èñëåíèå

äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê, èõ äîáàâëåíèÿ â òàáëèöó ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì

ñòðîê è ñðàâíåíèÿ m1 ñ m2 , ïîýòîìó
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Â àëãîðèòìå À3.1 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñòðîê, îïðåäåëèâøèõ èõ íåðàâåíñòâî,

ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ÷èñëîì èç àëãîðèòìà À1.1. Êðîìå òîãî, â àëãîðèòìå

À3.1 ( )m j1 
 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1 â íî-

âóþ òàáëèöó T . Òàêæå íåîáõîäèìî jn âû÷èñëåíèé äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê.

Ïîýòîìó èìååì
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Â àëãîðèòìå À3.2 ÷èñëî ñðàâíåíèé ñòðîê, îïðåäåëèâøèõ èõ íåðàâåíñòâî, ñî-

âïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ÷èñëîì èç àëãîðèòìà À1.2. Êðîìå òîãî, â àëãîðèòìå À3.2

( )m j1 
 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà äîáàâëåíèÿ ñòðîêè èç òàáëèöû T1 â íîâóþ

òàáëèöó T è íåîáõîäèìî 2 jn âû÷èñëåíèé äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê è èõ óäàëå-

íèÿ èç òàáëèöû T2 . Ïîýòîìó çàïèøåì
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Â àëãîðèòìå À3.3 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñòðîê, îïðåäåëèâøèõ èõ íåðàâåí-

ñòâî, ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì èç àëãîðèòìà À1.1. Òàêæå íåîáõîäè-

ìî 2 jn âû÷èñëåíèé äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê è èõ óäàëåíèÿ èç òàáëèöû T1, ïîýòî-

ìó èìååì

W j m m
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�
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2
1 2 .

Â àëãîðèòìå À3.4 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñòðîê, îïðåäåëèâøèõ èõ íåðàâåí-

ñòâî, ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì èç àëãîðèòìà À1.2. Òàêæå íåîáõîäè-

ìî 3 jn âû÷èñëåíèé äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê è èõ óäàëåíèÿ èç òàáëèö T1 è T2 , ïî-

ýòîìó
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Â àëãîðèòìå À3.5 êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé ñòðîê, îïðåäåëèâøèõ èõ íåðàâåíñòâî,

ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì èç àëãîðèòìà À1.2 (â äàííîì ñëó÷àå òàá-

ëèöû èç àëãîðèòìà À1.2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè). Òàêæå íåîáõîäèìî 2 jn âû÷èñëåíèé

äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíûõ ñòðîê è èõ óäàëåíèÿ èç òàáëèöû T1, ïîýòîìó

W j m m
j

m m
j

W jn( ) � 
 	 	 

�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� � 	1 2 1 2

2

1

2 2
2 .

4. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ

ñëîæíîñòè â ñðåäíåì óêàçàíû òîëüêî çíà÷åíèÿ W j( ), ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ P j( ) âî

âñåõ àëãîðèòìàõ îäèíàêîâû è çàâèñÿò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ èñõîäíûõ òàáëèö.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ íàè-

ìåíüøóþ ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå èìååò àëãîðèòì À1.1, à íàèáîëüøóþ —

àëãîðèòìû À1.3 è À1.4; íàèìåíüøàÿ ñëîæíîñòü â ñðåäíåì ó àëãîðèòìîâ À1.4 è

À1.2, à íàèáîëüøàÿ — ó àëãîðèòìîâ À1.1 è À1.3. Äëÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ íà-

èìåíüøàÿ ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå è â ñðåäíåì ó àëãîðèòìà À2.3, íàèáîëü-

øàÿ â õóäøåì ñëó÷àå — ó àëãîðèòìîâ À2.1 è À2.2, à íàèáîëüøàÿ â ñðåäíåì —

ó àëãîðèòìà À2.1. Èç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ðàçíîñòè íàèìåíüøàÿ ñëîæ-

íîñòü â õóäøåì ñëó÷àå ó àëãîðèòìîâ À3.3 è À3.5, à íàèáîëüøàÿ — ó àëãîðèòìîâ

À3.1 è À3.2; íàèìåíüøàÿ ñëîæíîñòü â ñðåäíåì ó àëãîðèòìà À3.5, à íàèáîëüøàÿ —

ó àëãîðèòìîâ À3.1 è À3.3. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ íàèáî-

ëåå áûñòðîäåéñòâóþùèìè ÿâëÿþòñÿ À1.4, À2.3 è À3.5.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ áûëà ðàçðàáî-

òàíà ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà â ñðåäå Lazarus, âû÷èñëÿþùàÿ ôàêòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî

âûïîëíåííûõ äåéñòâèé äëÿ êàæäîãî èç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ è ñðàâíèâàþ-

ùàÿ èõ ñ ïîëó÷åííûìè òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè. Ñèñòåìà òàêæå ìîæåò âû÷èñ-

ëÿòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôàêòè÷åñêîãî êîëè÷åñòâà âûïîëíåííûõ äåéñòâèé äëÿ ëþ-

áîé ñåðèè îïûòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ èñõîäíûå òàáëèöû ôîðìèðóþòñÿ ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì. Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî óæå äëÿ

îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà îïûòîâ (îò 100) ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôàêòè-

÷åñêîãî êîëè÷åñòâà âûïîëíåííûõ âû÷èñëåíèé îòëè÷àþòñÿ îò ðàñ÷åòíûõ íà âåëè-

÷èíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 0,1%, à ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà îïûòîâ ðàçëè÷èå ìåæäó

ôàêòè÷åñêèì êîëè÷åñòâîì âûïîëíåííûõ âû÷èñëåíèé è ðàñ÷åòíûì óìåíüøàåòñÿ.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà

ìóëüòèòàáëèöû (òàáëèöû, â êîòîðûõ ñòðîêè ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ), à òàêæå íàéòè

îöåíêè ñëîæíîñòè äðóãèõ ñèãíàòóðíûõ îïåðàöèé òàáëè÷íûõ àëãåáð.
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íî¿ îïåðàö³¿. Ðîçðîáëåíî ïðîãðàìíó ñèñòåìó, ùî åêñïåðèìåíòàëüíî ï³äòâåð-
äæóº òåîðåòè÷í³ îö³íêè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñêëàäí³ñòü àëãîðèòìó, áàçà äàíèõ, òàáëè÷íà àëãåáðà.

V.N. Red’ko, D.B. Buy, I.S. Kanarskaya, A.S. Senchenko
PRECISE ESTIMATES OF THE TIME COMPLEXITY OF IMPLEMENTING
THE ALGORITHMS OF SET-THEORETIC OPERATIONS IN TABLE ALGEBRA

Abstract. The algorithms implementing intersection, union, and difference in
table algebras are investigated. Modifications of the most common algorithms
reducing the amount of computation are proposed. Based on the evaluated
complexities in the worst case and in the average for the modified algorithms,
the fastest algorithm for each operation is found. The program experimentally
confirming the theoretical estimates is developed.

Keywords: complexity of algorithms, database, table algebra.
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