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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ
M/E2/2/m è M/E2/2/� — ñòàíäàðòíûõ ñèñòåì, à òàêæå ñèñòåì ñ ïîðîãîâîé
è ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèÿìè ñëó÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê â öåëÿõ
óïðàâëåíèÿ âõîäÿùèì ïîòîêîì. Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå è
ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ïðîâåðåíû íà ïðè-
ìåðàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé, ñîçäàííûõ ñ ïîìîùüþ
èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ GPSS World.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, ïðîñòåéøèé
âõîäÿùèé ïîòîê, ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ,
ñëó÷àéíîå îòáðàñûâàíèå çàÿâîê, ìåòîä ôèêòèâíûõ ôàç, ðåêóððåíòíûå ñî-
îòíîøåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ òèïà M/G/n/m

è M/G/n/� ñ ÷èñëîì êàíàëîâ n �1 çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ

ñ îäíîêàíàëüíûìè ñèñòåìàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñ-

êèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîêàíàëüíûõ ñèñòåì óêàçàííûõ òèïîâ, êîòîðûå

ïîçâîëÿëè áû íàõîäèòü äëÿ íèõ ñòàöèîíàðíûå ïîêàçàòåëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè

â ïðèåìëåìîì äëÿ àíàëèçà âèäå. Îäíî èç íåìíîãèõ èñêëþ÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò

ñèñòåìà M/D/n/�, äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè,

ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîì çàÿâîê â ñèñòåìå [1].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì ñ ýðëàíãîâñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿ-

ìè, â ÷àñòíîñòè ñèñòåìû M/Es/1/� [1], èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ôèêòèâíûõ ôàç, ðàç-

ðàáîòàííûé Ýðëàíãîì [2]. Äëÿ ýðëàíãîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà s âðåìåíè

îáñëóæèâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ çàÿâêà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò s

ôàç îáñëóæèâàíèÿ, äëèòåëüíîñòè êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû ïî ïîêàçàòåëüíûì çàêî-

íàì ñ ïàðàìåòðàìè � � �1 2, , ,� s ñîîòâåòñòâåííî.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôèêòèâíûõ ôàç ðå-

êóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çà-

ÿâîê â äâóõêàíàëüíûõ ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ M/E2/2 /m è M/E 2/2/�, à òàêæå

â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìàõ ñ ïîðîãîâûìè è ãèñòåðåçèñíûìè ñòðàòåãèÿìè ñëó-

÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê. Ñëó÷àéíîå îòáðàñûâàíèå çàÿâîê ïðèìåíÿåòñÿ

â ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ â öåëÿõ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïåðåãðóçîê, êîãäà êàæäàÿ ïî-

ñòóïàþùàÿ çàÿâêà ìîæåò áûòü îòáðîøåíà ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ, çàâèñÿ-

ùåé îò äëèíû î÷åðåäè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè, äàæå åñëè áóôåð åùå ïîë-

íîñòüþ íå çàïîëíåí [3–8].

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ
ÄËß ÑÈÑÒÅÌ M/E2/2 /m È M/E 2/2/�

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó M/E2/2 /m, ãäå m — ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàÿâîê, êîòîðûå

îäíîâðåìåííî ìîãóò íàõîäèòüñÿ â î÷åðåäè. Âõîäÿùèé ïîòîê çàÿâîê — ïðî-

ñòåéøèé, ò.å. èíòåðâàëû âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ïðèáûòèÿ ñîñåäíèõ ïî
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âðåìåíè çàÿâîê ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïîêàçàòåëü-

íî ðàñïðåäåëåííûìè ñ ïàðàìåòðîì �. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êàæäîé çàÿâêè ðàñ-

ïðåäåëåíî ñîãëàñíî îáîáùåííîìó çàêîíó Ýðëàíãà âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. ïðåä-

ñòàâëÿåò ñóììó äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñ ïàðàìåòðàìè �1 è �2 ñîîòâåòñòâåííî.

Íà îñíîâàíèè ìåòîäà ôàç ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû: s0 — â ñèñòåìå íåò çàÿâîê; s111 — â ñèñòåìå îäíà çàÿâêà, çàíÿò îäèí êà-

íàë, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò îáñëóæèâàíèå â ïåðâîé ôàçå; s112 — â ñèñòåìå îäíà

çàÿâêà, çàíÿò îäèí êàíàë, îáñëóæèâàíèå âî âòîðîé ôàçå; sk11 — â ñèñòåìå k çàÿ-

âîê ( )2 2� � �k m , çàíÿòî äâà êàíàëà, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò îáñëóæèâàíèå

â ïåðâîé ôàçå; sk12 — â ñèñòåìå k çàÿâîê ( )2 2� � �k m , çàíÿòî äâà êàíàëà, îäíà

çàÿâêà ïðåáûâàåò íà ïåðâîé ôàçå îáñëóæèâàíèÿ, äðóãàÿ — íà âòîðîé; sk22 —

â ñèñòåìå k çàÿâîê ( )2 2� � �k m , çàíÿòî äâà êàíàëà, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò îá-

ñëóæèâàíèå âî âòîðîé ôàçå. Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû

â êàæäîì ïåðå÷èñëåííîì ñîñòîÿíèè îáîçíà÷èì p p p p pk k0 111 112 11 12, , , , , pk22

ñîîòâåòñòâåííî ( )2 2� � �k m . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷èì

ñèñòåìó óðàâíåíèé:

� � �� �p p0 2 112 0,

� � � � �( )� � � �2 112 1 111 2 2222 0p p p , (1)

� � � �( )� � �2 02 222 1 212p p ,

� � � � �( )� � � �1 111 0 2 212 0p p p ;

� � � � �� �( ) , ,� � � �2 01 11 1 11 2 1 12p p pk k k , 2 1� � �k m ; (2)

� � � � � � �� �( ) , ,� � � � � �1 2 12 1 12 1 11 2 1 222 2 0p p p pk k k k , 2 1� � �k m ; (3)

� � � � ��( ) ,� � � �2 02 22 1 22 1 12p p pk k k , 3 1� � �k m ; (4)

� � �� �2 01 2 11 1 11� �p pm m, , ,

� � � � �� � �( ) ,, , ,� � � �1 2 2 12 1 12 1 2 112 0p p pm m m (5)

� � � �� � �2 02 2 22 1 22 1 2 12� � �p p pm m m, , , ;

p p p p p pk

k

m

k k0 111 112 11

2

2

12 22 1� � � � � �
�

�

� ( ) . (6)
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22

22

0

� , 2 2� � �k m ,

è ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (1) íàõîäèì

~p112 2� � , ~ ( )
p222

2 1 2 2
1

1

1 22 2 2
�

� �

� � �

�� � � �� � �

� �� �
,

~ ( ) ~p p111 2 1 2222� � �� � � � , ~ ( )~p p212 1 2222� �� � . (7)
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Èç óðàâíåíèé (2)–(4) ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

~ (~ , ~ , ~ , ~ ), , , ,p f p p p pk k k k k22 22 1 22 2 11 2 12 1 12� � � � � , 3 1� � �k m ;

~ (~ , ~ ),p f p pk k k12 12 22 1 22� � , 3 1� � �k m ;

~ (~ , ~ , ~ ), ,p f p p pk k k k11 11 12 1 12 1 22� � � , 2 1� � �k m , (8)

ãäå

f x y z u
x y z u

22
1 2 2

1
1 12 2 2 1

2
( , , , )

( )( ( ) )

(
�

� � � � � ��� � � � � � �

�1 2 2 2� � ��� � )
;

f x y x y12 1 12( , ) ( )� � �� � � ;

f x y z x y z11
1 11

2 2
( , , ) �

� �
� �

� � �
� .

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (5) íàõîäèì

~ (( )~ (~ ~
, ,p p p pm m m m� ��

� �
� � � �2 12

1

1
2 1 12 2 12

2 2
3

�

� �
�� � �� �1 22, )) ,

~ ~ ~
, , ,p p pm m m� � �� �2 22

2
1 22 2 12

2

1

2

�

�
, ~ ~

, ,p pm m� ��2 11
1

1 11
2

�
. (9)

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (7)–(9) ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü
~pk11, ~pk12 , 1 2� � �k m ; ~pk22 , 2 2� � �k m . Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (6),

ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëàì

p p p p p pk

k

m

k k0 111 112 11

2

2

12 22
11� � � � � �

�

�
��( ~ ~ (~ ~ ~ )) ;

p p pk k11 0 11� ~ , p p pk k12 0 12� ~ , 1 2� � �k m ; p p pk k22 0 22� ~ , 2 2� � �k m ;

p p p1 111 112� � ; p p p pk k k k� � �11 12 22 , 2 2� � �k m , (10)

ãäå pk — ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ â ñèñòåìå k çàÿâîê.

Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû M/E2/2/m: âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ

ïîñòóïèâøåé çàÿâêè (îòíîñèòåëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû) Psv , ñðåä-

íþþ äëèíó î÷åðåäè E( )Q è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ E( )W íàõîäèì ïî ôîðìóëàì:

Psv � � �1 2pm , E( ) ( )Q p k p

k

m

k� � �
�

�

�3

4

2

2 , E
E

Ð
( )

( )
W

Q
�

� sv

. (11)

Äëÿ ñèñòåìû M/E2/2/� îãðàíè÷åíèå íà äëèíó î÷åðåäè îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó

ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé p p p p pk k0 111 112 11 12, , , , ,

pk22 ( )k 	 2 ïðèíèìàåò âèä

� � �� �p p0 2 112 0,

� � � � �( )� � � �2 112 1 111 2 2222 0p p p ,

� � � �( )� � �2 02 222 1 212p p ,

� � � � �( )� � � �1 111 0 2 212 0p p p ;

� � � � �� �( ) , ,� � � �2 01 11 1 11 2 1 12p p pk k k , k 	 2;

� � � � � � �� �( ) , ,� � � � � �1 2 12 1 12 1 11 2 1 222 2 0p p p pk k k k , k 	 2;

� � � � ��( ) ,� � � �2 02 22 1 22 1 12p p pk k k , k 	 2; (12)
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p p p p p pk

k

k k0 111 112 11

2

12 22 1� � � � � �
�

�

� ( ) . (13)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå

M/E2/2/� äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå �
�

� 

E( )Tsv

2
1 , ãäå E( )Tsv �

�� �

� �

1 2

1 2

—

ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (12), (13) èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà (7) è ðå-

êóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèå èç (8),

~ (~ , ~ , ~ , ~ ), , , ,p f p p p pk k k k k22 22 1 22 2 11 2 12 1 12� � � � � , k 	 3;

~ (~ , ~ ),p f p pk k k12 12 22 1 22� � , k 	 3; (14)

~ (~ , ~ , ~ ), ,p f p p pk k k k11 11 12 1 12 1 22� � � , k 	 2.

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (7), (14) ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü
~pk11, ~pk12 , 1 � �k N ; ~pk22 , 2 � �k N . Çàòåì, çàïèñàâ óñëîâèå íîðìèðîâêè (13)

â âèäå

p p p p p pN N N k N

k

N

k N k N0 111 112 11

2

12 22( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ((� � � � �
�
� ) ) �1,

ìîæíî îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñ ïî-

ìîùüþ ðàâåíñòâ

p p p p p pN k

k

N

k k0 111 112 11

2

12 221( )
~ ~ (~ ~ ~ )� � � � � �

�

�






�

��
� �

�

�1

;

p p p p p pk N N k k N N k11 0 11 12 0 12( ) ( ) ( ) ( )
~ , ~� � , 1 � �k N ;

p p pk N N k22 0 22( ) ( )
~� , 2 � �k N ; (15)

p p pN N N1 111 112( ) ( ) ( )� � ; p p p pk N k N k N k N( ) ( ) ( ) ( )� � �11 12 22 , 2 � �k N .

Îïðåäåëèì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû

M/E2/2/� — ñðåäíåé äëèíû î÷åðåäè E( )Q è ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ E( )W :

E E
E

( ) ( ) , ( )
( )

.( ) ( ) ( ) ( )
( )

Q p k p W
Q

N N

k

N

k N N
N

� � � �
�
�3

4

2
�

Çíà÷åíèå N âûáèðàåì íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç óñëî-

âèé (èëè êàæäîå óñëîâèå), çàäàþùèõ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âå-

ðîÿòíîñòåé. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð, â âèäå

p N0 1( ) 
 � ; pN N( ) 
 �2 ; E E( ) ( )( ) ( )Q QN N� 
�1 3� .

Çäåñü �1, �2 , �3 — ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàäàþùèå òðåáóåìóþ òî÷íîñòü âû-

÷èñëåíèé.

ÑÈÑÒÅÌÛ M/E2/2/m È M/E2/2/� Ñ ÏÎÐÎÃÎÂÎÉ ÑÒÐÀÒÅÃÈÅÉ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÎÒÁÐÀÑÛÂÀÍÈß ÇÀßÂÎÊ

Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/E 2/2/m ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ ñëó÷àéíîãî îò-

áðàñûâàíèÿ çàÿâîê ñîãëàñíî ïðàâèëó: åñëè â ìîìåíò ïðèáûòèÿ çàÿâêè ÷èñëî

èõ â ñèñòåìå ðàâíî n m� �{ , , , }1 2 2� , òî çàÿâêà ïðèíèìàåòñÿ íà îáñëóæèâàíèå

ñ âåðîÿòíîñòüþ � n (0 1
 �� n , � m� �2 0) è ïîëó÷àåò îòêàç (îòáðàñûâàåòñÿ)
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ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� � n . Îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì óïðîùåííîãî âàðèàíòà

ýòîé ñòðàòåãèè, çàôèêñèðóåì ïîðîãîâîå çíà÷åíèå h ( )3 1� � �h m è ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî � n �1 ïðè 1 1� � �n h è � � �n � 
 
( )0 1 ïðè h n m� � �1 . Èíòåíñèâ-

íîñòü ïðîñòåéøåãî ïîòîêà çàÿâîê, ïðèíèìàåìûõ íà îáñëóæèâàíèå â ðåçóëüòàòå

ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ, ðàâíà
~
� ��� .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé çàïèñûâà-

åòñÿ â âèäå
� � �
� � � � �

� �

� �

� � � �

� �

p p

p p p
0 2 112

2 112 1 111 2 222

2

0

2 0

2

,

( ) ,

( ) ,

( ) ;

p p

p p p

222 1 212

1 111 0 2 212

0

0

� �

� � � � �

�

� � � �

(16)

� � � � � � � �

� � �
� �( ) , ;

(

, ,� � � �

� � �

2 0 2 11 11 1 11 2 1 12

1

p p p k hk k k

2 12 1 12 1 11 2 1 222 2 0 2 1

2

) , ;

(

, ,p p p p k hk k k k� � � � � � �

� �
� �� � �

� � � �2 22 1 22 1 12 0 3 1) , ;,p p p k hk k k� � � � � ��

(17)

� � � � �

� � �

� �(
~

) ,

(
~

)

, ,� � � �

� � �

2 01 11 1 11 2 1 12

1 2 12

p p p

p

h h h

h � � � �

� � �

� �

�

� � �

� � �

p p p

p p

h h h

h h

1 12 1 11 2 1 22

2 22 1

2 2 0

2

, , ,

(
~

) , ;22 1 12 0� �� ph

(18)

� � � � � � � � �

�

� �(
~

)
~

, ;

(
~

, ,� � � �

�

2 0 1 11 11 1 11 2 1 12p p p h k mk k k

� � � � � � � � �� �� � � � �1 2 12 1 12 1 11 2 1 222 2 0 1)
~

,, ,p p p p h k mk k k k �

� � � � � � � � ��

1

2 0 1 12 22 1 22 1 12

;

(
~

)
~

, ;,� � � �p p p h k mk k k

(19)

� � �

� � � �

� �

� �

2 01 2 11 1 11

1 2 2 12 1 12

� �

� � �

p p

p p

m m

m m

, ,

, ,

~
,

( )
~

2 0

2 0

1 2 11

2 2 22 1 22 1 2 12

�

� � �

p

p p p

m

m m m

�

� � �

�

� � � �

,

, , ,

,
~

;

(20)

p p p p p pk

k

m

k k0 111 112 11

2

2

12 22 1� � � � � �
�

�

� ( ) . (21)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (16) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì (7), à èç óðàâíåíèé (17)

ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

~ (~ , ~ , ~ , ~ ), , , ,p f p p p pk k k k k22 22 1 22 2 11 2 12 1 12� � � � � , 3 1� � �k h ;

~ (~ , ~ ),p f p pk k k12 12 22 1 22� � , 3 1� � �k h ; (22)

~ (~ , ~ , ~ ), ,p f p p pk k k k11 11 12 1 12 1 22� � � , 2 1� � �k h .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (16) ïðè k h� �1 , ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èç (19) ïðè

k h� �1 è óðàâíåíèÿ (18), íàõîäèì

~
~ ~ ( )( ~

, , ,
p

p p p
h

h h h
22

1 1 22 2 2 11 2
1

1 2 122 2 2
�

� � �� �
�

�� � � � � � � �

� � �

�( )~ )

(~ )

,� �

� � � �

1 1 12

1 2

1

2 2 2

ph
;

~ (~ )~ ~
,p p ph h h12 1 22 1 1 222� � � �� � � ; (23)

~ ( ~ ~ ~ (~ )((~ ),
p

p p
h

h h
11

2 1 11 1 22 1 2
12 2 2 1

�
� � � � ��

�� � � � � � � ~ ~ ))

(~ ~ )

,p ph h12 2 1 12

1 22 2 2

�

� � �

��

� � � �
;

~
~

~ ~ ~
, ,p p p ph h h h� �

��
� �

� �1 22
2

12
2

1 12
1

11
1

2 2

� � �

�

�
� ,
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ãäå ~
~

, ,�
�

�
i

i

i� �1 2. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (19) è (20) ïîëó÷àåì

~ (~ , ~ ), ;
~ (~

,p g p p h k m

p g p

k k k

k k

12 12 22 1 22

22 22

1 1� � � � �

�
�

�1 22 2 11 2 12 1 12

11

2 1, , , ,, ~ , ~ , ~ ), ;
~

p p p h k m

p g

k k k

k

� � � � � � �

� 11 12 1 12 1 22 1 1(~ , ~ , ~ ), ;, ,p p p h k mk k k� � � � � �

(24)

~
~

~
(( ~ )~ ~ (~

, ,p p pm m m� ��
� �

� � �2 12
1

1
2 1 12 2 12

2 2
3

�

� �
�� � �� �

� �

�

� � � �

~ )),

~
~

~ ~ , ~

,

, , ,

p

p p p p

m

m m m m

1 22

2 22
2

1 22 2 12
2

1

2

�

�
2 11

1
1 11

2
, ,

~
~ ,� �

�
pm

(25)

ãäå

g x y x y12 1 12( , ) (~ ) ~� � �� � � ;

g x y z u
x y z

22
1 2 2

1
1 12 2 2 1

( , , , )
~ ~ (~ )(~ (~ )

�
� � � � � ��� � � � � � � u)

(~ ~ )2 2 21 2� �� �� � �
;

g x y z x y z11
1 11

2 2
( , , )

~ ~
�

� �
� �

� � �
� .

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (7), (22)–(25) ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî âû-

÷èñëÿòü ~pk11, ~pk12 , 1 2� � �k m ; ~pk22 , 2 2� � �k m . Çàòåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå

íîðìèðîâêè (21), ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè è ñòàöèîíàðíûå

õàðàêòåðèñòèêè î÷åðåäè E( )Q , E( )W ïî ôîðìóëàì (10) è (11). Âûðàæåíèå äëÿ

ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ñ ó÷åòîì ïîòåðè ñëó÷àéíî

îòáðàñûâàåìûõ çàÿâîê ïðèíèìàåò âèä

Psv �
� �

�

2 1

1

0 1

2

( )

( )

p p

� �
. (26)

Ôîðìóëà (26) ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà îáñëóæåííûõ çàÿâîê çà

åäèíèöó âðåìåíè ê èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ïðèáûâàþùèõ çàÿâîê.

Äëÿ ñèñòåìû M/E2/2/�, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ ñëó÷àéíîãî îòáðà-

ñûâàíèÿ çàÿâîê ñ îäíèì ïîðîãîì h , ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðî-

ÿòíîñòåé p p p p pk k0 111 112 11 12, , , , , pk22 ( )k 	 2 ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

óðàâíåíèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàâåíñòâà (7), (22), (23) è ðåêóððåíò-

íûå ñîîòíîøåíèÿ
~ (~ , ~ ), ;
~ (~

,

,

p g p p k h

p g p

k k k

k k

12 12 22 1 22

22 22 1 22

1� 	 �

�
�

� , ~ , ~ , ~ ), ;
~ (~

, , ,p p p k h

p g p

k k k

k k

� � � 	 �

�
2 11 2 12 1 12

11 11 12

2

, ~ , ~ ), ., ,p p k hk k� � 	 �1 12 1 22 1

(27)

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî îïðåäåëèòü ïî

ôîðìóëàì (15). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ óñëîâèå ~
~

( )
�

�
� 


E Tsv

2
1. Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòå-

ðèñòèê íàõîäèì ïî ôîðìóëàì

E( ) ( )( ) ( ) ( )Q p k pN N

k

N

k N� � �
�
�3

4

2 , E
E

P
( )

( )
( )

( )

( )

W
Q

N
N

N

�
� sv

,

Psv ( )
( ) ( )( )

( )
N

N Np p
�

� �

�

2 1

1

0 1

2� �
. (28)
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ÑÈÑÒÅÌÛ M/E2/2/m È M/E2/2/� Ñ ÃÈÑÒÅÐÅÇÈÑÍÎÉ ÑÒÐÀÒÅÃÈÅÉ

ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÎÒÁÐÀÑÛÂÀÍÈß ÇÀßÂÎÊ

Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/E2/2/m ðàññìîòðèì ãèñòåðåçèñíóþ ñòðàòåãèþ ñëó-

÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê ñ äâóìÿ ïîðîãàìè: h 1 è h2 ( 3 11 2� 
 
 �h h m ) è

ñ äâóìÿ ðåæèìàìè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ: îñíîâíûì è ðåæèìîì îòáðàñûâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � n �1 ïðè 1 1� �n h äëÿ îñíîâíîãî ðåæèìà è � � �n � 
 
( )0 1

ïðè h n m2 1� � � , � m� �2 0 äëÿ ðåæèìà îòáðàñûâàíèÿ. Çäåñü n — ÷èñëî çàÿâîê

â ñèñòåìå â ìîìåíò ïðèáûòèÿ çàÿâêè. Åñëè â ìîìåíò ïðèáûòèÿ çàÿâêè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå h n h1 2
 
 , òî ðåæèì íå èçìåíÿåòñÿ. Ðåæèì îòáðàñûâàíèÿ ôóíêöèîíèðóåò

îò ìîìåíòà, êîãäà ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå (íà îáñëóæèâàíèè è â î÷åðåäè) äîñòèãà-

åò çíà÷åíèÿ h2 , äî ìîìåíòà, êîãäà ÷èñëî çàÿâîê óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ h 1.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â îñíîâíîì ðåæèìå:

s0 — â ñèñòåìå íåò çàÿâîê; s111 — â ñèñòåìå îäíà çàÿâêà, çàíÿò îäèí êàíàë, êîòî-

ðûé îñóùåñòâëÿåò îáñëóæèâàíèå â ïåðâîé ôàçå; s112 — â ñèñòåìå îäíà çàÿâêà, çà-

íÿò îäèí êàíàë, îáñëóæèâàíèå âî âòîðîé ôàçå; sk11 — â ñèñòåìå k çàÿâîê

( )2 12� � �k h , çàíÿòî äâà êàíàëà, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò îáñëóæèâàíèå â ïåðâîé

ôàçå; sk12 — â ñèñòåìå k çàÿâîê ( )2 12� � �k h , çàíÿòî äâà êàíàëà, îäíà çàÿâêà ïðå-

áûâàåò â ïåðâîé ôàçå îáñëóæèâàíèÿ, äðóãàÿ — âî âòîðîé; sk22 — â ñèñòåìå k çàÿ-

âîê ( )2 12� � �k h , çàíÿòî äâà êàíàëà, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò îáñëóæèâàíèå âî

âòîðîé ôàçå. Ïóñòü p p p p pk k0 111 112 11 12, , , , , pk22 ( )2 12� � �k h — ñòàöèîíàð-

íûå âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ñîñòîÿíèé.

Îáîçíà÷èì ~ , ~s sk k11 12 , ~sk22 ( )h k m1 1 2� � � � àíàëîãè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ðå-

æèìå îòáðàñûâàíèÿ, à ÷åðåç q qk k11 12, , qk22 ( )h k m1 1 2� � � � — ñòàöèîíàðíûå

âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

� � �
� � � � �

� �

� �

� � � �

� �

p p

p p p
0 2 112

2 112 1 111 2 222

2

0

2 0

2

,

( ) ,

( ) ,

( ) ;

p p

p p p

222 1 212

1 111 0 2 212

0

0

� �

� � � � �

�

� � � �

(29)

� � � � � � � � � � �� �( ) , ,, ,� � � �2 0 2 1 11 11 1 11 2 1 12 1 1p p p k h h kk k k h

p p p pk k k k

2

1 2 12 1 12 1 11 2 1 22

2

2 2 0

�

� � � � � � �� �

;

( ) ,, ,� � � � � �

2 1 1 2

2

1 1 2

2 22 1 22 1 12

� � � � � � �

� � � � ��

k h h k h

p p pk k k

, ;

( ) ,� � � � 0 3 12, ;� � �k h

(30)

� � � � � �

�

� � �( ) ( ) ,

(

, , ,� � � �2 01 11 1 11 2 1 12 1 121 1 1 1
p p p qh h h h

� � � � � �� � � � � �� � �1 2 12 1 12 1 11 2 1 221 1 1 1 1
2 2) (, ,p p p p ph h h h h 1 22 0, ) ;�

(31)

� � � �� �( ) , ,� � �2 01 1 11 2 112 2
p ph h ; (32)

� � � � � �� � �( ) , , ,� � � � �1 2 1 12 2 12 1 1 112 2 2
2 0p p ph h h ; (33)

� � � �

� � �

� �

�

(
~

) ,

(
~

)

, ,

,

� � �

� � �

2 01 1 11 2 2 12

1 2 1 12

1 1

1

q q

q

h h

h � � �

� � �

� �

�

2 2 0

2

1 1 11 2 2 22

2 1 22 1

1 1

1 1

� �

� � �

q q

q q

h h

h h

, ,

,

,

(
~

) � �1 12 0, ;

(34)

� � � � � �

�

� � �(
~

)
~

,, , ,� � � � �2 01 11 1 11 1 11 2 1 122 2 2 2
q q p qh h h h

(
~

)
~

, ,� � � � � � �� � � � � �� �1 2 12 1 12 1 12 1 11 22 2 2 2
2 2q q p q qh h h h h

h h h hq q p q

2

2 2 2

1 22

2 22 1 22 1 22 1

0

2

�

� �

�

� � � � �

,

, ,

,

(
~

)
~

� � � � �
212 0� ;

(35)
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� � � � � � � � �� �(
~

)
~

, ,, ,� � � �2 0 2 11 11 1 11 2 1 12 1 2 2q q q h k h hk k k � � � �

� � � � � �� �

1 1

2 21 2 12 1 12 1 11 2 1

k m

q q q qk k k k

,

(
~

)
~

,� � � � � � ,

,

,

, ;

(
~

)
~

22

1 2 2

2 22 1

0

2 1 1 1

2

�

� � � � � � � �

� � � �

h k h h k m

q qk k� � � 22 1 12 1 2 20 2 1 1 1� � � � � � � � � �� q h k h h k mk , , ;

(36)

� � �

� � � �

� �

� �

2 01 2 11 1 11

1 2 2 12 1 12

� �

� � �

q q

q q

m m

m m

, ,

, ,

~
,

( )
~

2 0

2 0

1 2 11

2 2 22 1 22 1 2 12

�

� � �

q

q q q

m

m m m

�

� � �

�

� � � �

,

, , ,

,
~

;

(37)

p p p p p p qk

k

h

k k k

k h

0 111 112 11

2

1

12 22 11

1

2

1

� � � � � � �
�

�

� �
� ( ) (

m

k kq q
�

� � �
2

12 22 1) . (38)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

~q
q

p
k

k
11

11

0

� , ~q
q

p
k

k
12

12

0

� , ~q
q

p
k

k
22

22

0

� , h k m1 1 2� � � � ; ~ ~
,q qh 1 1 22� � ,

ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (29) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì (7), à èç óðàâíåíèé (30)

ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

~ (~ , ~
, ,p f p pk k k22 22 1 22 2 11� � � , ~ , ~ ), ,p pk k� �2 12 1 12 , 3 1� �k h , h k h1 22 2� � � � ;

~ (~ , ~ ),p f p pk k k12 12 22 1 22� � , 3 12� � �k h ; (39)

~ (~ , ~ , ~ ), ,p f p p pk k k k11 11 12 1 12 1 22� � � , 2 11� � �k h , h k h1 21 2� � � � .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (30) ïðè k h� �1 1, óðàâíåíèÿ (31), (32) è ïîñëåäíåå èç

óðàâíåíèé (34), íàõîäèì

~

( )
ph 111

1 2

1

2 2 2
�

� � �
�

� � � �

� � � � � �� �(( )(( ) ~ ~ ) ( ~
,� � � � � � � � �1 2 12 2 1 12 22 1 2

1 1 1
p p ph h h 1 11 1 221,

~ )� �� ph

� �2 1 1� � �(~ ) ~ )q ;

~ ~ ~ ~ ~
, ,p p p ph h h h1 1 1 11 22

2
12

2
1 12

1
11

1

2 2
� �

��
� �

� � �
� � �

�

�
� q ; (40)

~ (~ ) ~
,q qh 1 1 12 1 2� � �� � ,

~ ~
, ,p ph h2 21 11

1

1
2 11

2
� ��

�

�

�
.

Cîîòíîøåíèÿ (39) äëÿ ~
,ph2 2 11� è äëÿ ~

,ph2 1 12� ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

~
,ph2 1 22� �

�
� � � �� �

�
�2 2 21 2 22 2 3 11 2

1
1 3 122 2 2

� � � � �~ ~ ( )( ~ (, , ,p p ph h h � �

� � � �

1 2 12

1 2

1

2 2 2

2
� �

� � �

�)~ )

( )

,ph
. (41)

Äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ èç (34) è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èç (36), ïîëó÷åííîå ïðè

k h� �1 2 , ïîçâîëÿþò íàéòè
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~ (~ ) (~ ) ~

(~ ~,qh 1 1 11
1

2
2 1

1 2

2 1 2

2 2 2
� �

� � � �

� � �

� � � � � � �

� � � � )

~q ,

~ (~ )~
, ,q qh h1 12 12 2

1
1 112�

�
�� �� � , ~

~ ~ ~

~,

,
q

q q

h

h

1

1

2 22

2 12 1

1 2
�

�
�

�

�

�

� �
. (42)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (36) ïîëó÷àåì

~ (~ , ~ , ~ , ~ ), , , ,q g q q q qk k k k k22 22 1 22 2 11 2 12 1 12� � � � � , h k h1 23 1� � � � , h k m2 2 1� � � � ;

~ (~ , ~ ),q g q qk k k12 12 22 1 22� � , h k h1 23 1� � � � , h k m2 1 1� � � � ; (43)

~ (~ , ~ , ~ ), ,q g q q qk k k k11 11 12 1 12 1 22� � � , h k h h k m1 2 22 1 1 1� � � � � � � �, .

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ èç (36) ïðè k h� �2 1 è óðàâíåíèÿ (35),

íàõîäèì
~qh222 �

�
� � � �� � �2 2 21 1 22 1 1 22 2 2 11 22 2 2

( ~ ~ ~ ) ~ ~ (~
, , ,� � � � �p q qh h h

�
� �� � �

� � �

1
1 1 12 1 2 12

1 2

1

2 2

2 2
)((~ )~ ~ ~ )

(~ ~
, ,� � �

� � � �

q qh h

2)
,

~ (~ ) ~ ~ ~ ~
, ,q q p qh h h h2 2 2 212 1 22 1 1 22 1 1 222� � � �� �� � � � ,

qh2 1 22� �,

�
� � � �� �

�2 21 22 2 1 11 2 1 11 2
1

2 2 2
(~ ~ ~ ~ ~ ) (~ )(, ,� � � � �q p qh h h (~ )~ ~ ~ ~ )

(~ ~
, ,� � � �

� �

1 12 1 1 12 1 1 12

1 2

1

2

2 2 2
� � � �

�

� �q p qh h h

� �� �2 2)
,

~
~

~ ( ~ ~ ~ ), ,q q p qh h h h2 2 2 211
1

12 1 1 12 1 1 12
1

2

1

2
�

� �
� �� �

� �
� � � ��~

,qh2 1 22 . (44)

Âòîðîå óðàâíåíèå èç (36) ïðè k m� �1 è óðàâíåíèÿ (37) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

~
~

~
(( ~ )~ ~ (~

, ,p p pm m m� ��
� �

� � �2 12
1

1
2 1 12 2 12

2 2
3

�

� �
�� � �� � �

~ )),pm 1 22 ,

~
~

~ ~
, , ,p p pm m m� � �� �2 22

2
1 22 2 12

2

1

2

�

�
, ~

~
~

, ,p pm m� ��2 11
1

1 11
2

�
. (45)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (29)–(38) èñïîëüçóþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøå-

íèÿ (7), (39)–(45), óðàâíåíèÿ (33) è (38). Âûðàçèâ ~
,ph2 1 12� , ~

,ph2 2 12� è ~
,ph2 1 11� ÷å-

ðåç ~q , èç óðàâíåíèÿ (33), êîòîðîå íå èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíò-

íûõ ñîîòíîøåíèé (39)–(45), íàéäåì ~q , ÷òî ïîçâîëèò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòü
~pk11, ~pk12 , 1 12� � �k h ; ~pk22 , 2 12� � �k h è ~qk11, ~qk12 , ~qk122 äëÿ

h k m1 1 2� � � � . Çàòåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (38), îïðåäåëÿåì

ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëàì

p p p p p p qk

k

h

k k k0 111 112 11

2

1

12 22 11
2

� � � � � � �
�

�

�~ ~ (~ ~ ~ ) (~
1

1

2

12 22

1

1

� �
�

�






�

�

�
�

� �

�
�

�
k h

m

k kq q~ ~ ) ;

p p pk k11 0 11� ~ , p p pk k12 0 12� ~ , 1 12� � �k h ; p p pk k22 0 22� ~ , 2 12� � �k h ;

q p qk k11 0 11� ~ , q p qk k12 0 12� ~ , q p qk k22 0 22� ~ , h k m1 1 2� � � � ;

p p p1 111 112� � ; p p p pk k k k� � �11 12 22 , 2 1� �k h ;

p p p p q q qk k k k k k k� � � � � �11 12 22 11 12 22 , h k h1 21 1� � � � ;

p q q qk k k k� � �11 12 22 , h k m2 2� � � ,

à ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè — ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (11) è (26).
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Äëÿ ñèñòåìû M/E2/2/�, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ãèñòåðåçèñíàÿ ñòðàòåãèÿ ñëó-

÷àéíîãî îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíî-

ñòåé p0 , p111, p112 , pk11, pk12 , pk22 ( )2 12� � �k h è qk11, qk12 , qk22 ( )k h	 �1 1

ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàâåí-

ñòâà (7), (39)–(44) è óðàâíåíèÿ (33). Ñîîòíîøåíèÿ (43) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

ñ âåðõíèì îãðàíè÷åíèåì k N� . Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
~

( )�E Tsv 
 2 . Âû÷èñëèâ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ

ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

p p p p p pN k

k

h

k k0 111 112 11

2

1

12 221
2

( )
~ ~ (~ ~ ~ ) (~� � � � � � �

�

�

� q q qk

k h

N

k k11

1

12 22

1

1

� �
�

�






�

�

�
�

� �

�

� ~ ~ ) ;

p p pk N N k11 0 11( ) ( )
~� , p p pk N N k12 0 12( ) ( )

~� , 1 12� � �k h ;

p p pk N N k22 0 22( ) ( )
~� , 2 12� � �k h ;

q p qk N N k11 0 11( ) ( )
~� , q p qk N N k12 0 12( ) ( )

~� ,

q p qk N N k22 0 22( ) ( )
~� , h k N1 1� � � ;

p p pN N N1 111 112( ) ( ) ( )� � ; p p p pk N k N k N k N( ) ( ) ( ) ( )� � �11 12 22 , 2 1� �k h ;

p p p p q q qk N k N k N k N k N k N k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �11 12 22 11 12 22( )N ,

h k h1 21 1� � � � ;

p q q qk N k N k N k N( ) ( ) ( ) ( )� � �11 12 22 , h k N2 � � ,

ïî ôîðìóëàì (28) íàõîäèì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èçó÷àåìûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ: M/E2/2/m — ñèñòå-

ìà 1.1, M/E2/2/� — ñèñòåìà 1.2, M/E2/2/m è M/E2/2/� ñ ïîðîãîâîé ñòðàòåãèåé

îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê — ñèñòåìû 2.1 è 2.2 ñîîòâåòñòâåííî, M/E2/2/m è M/E2/2/�
ñ ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèåé îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê — ñèñòåìû 3.1 è 3.2 ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Äëÿ âñåõ ñèñòåì ïîëîæèì �1 1� , �2 2� . Ïóñòü � � 0 8, äëÿ ñèñòåì ñ îòáðàñû-

âàíèåì çàÿâîê, m � 30 äëÿ ñèñòåì 1.1, 2.1 è 3.1; � �
22

15
äëÿ ñèñòåì 1.1, 2.1, 2.2, 3.1

è 3.2; � �1 2, äëÿ ñèñòåìû 1.2; h �10 äëÿ ñèñòåì 2.1 è 2.2; h1 5� , h2 10� äëÿ ñèñ-

òåì 3.1 è 3.2.

Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé pk ñèñòåì 1.1, 2.1, 3.1, íàéäåííûå ñ

èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ïîëó÷åíû â íàñòîÿùåé

ñòàòüå, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, à äëÿ ñèñòåì 1.2, 2.2, 3.2 — â òàáë. 2. Ñòàöèîíàð-

íûå õàðàêòåðèñòèêè âñåõ ýòèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3. Â öåëÿõ ïðîâåðêè

íàéäåííûõ çíà÷åíèé â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû òàêæå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñ ïî-

ìîùüþ èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé èçó÷àåìûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, ïîñòðîåííûõ

ñ ïðèâëå÷åíèåì èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ GPSS World [9, 10] (âðåìÿ ìîäåëèðî-

âàíèÿ t �107). Ïðè ñðàâíåíèè çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì,

ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ GPSS World äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âðåìåíè ìîäå-

ëèðîâàíèÿ t, âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå t �107 ñîîòâåòñòâóåò ïðàêòè÷åñêè äîñòèãíóòîìó

ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçà-

òåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçîâàíû áèáëèîòå÷íûå ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

¹ 10 äëÿ ñèñòåì 1.1, 2.1, 3.1, 3.2, ¹ 55 äëÿ ñèñòåìû 2.2 è ¹ 1 äëÿ ñèñòåìû 1.2.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé pk

äëÿ ñèñòåì 1.2, 2.2 è 3.2 çíà÷åíèå N âûáèðàëîñü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

p N0
1110( ) 
 � , pN N( ) 
 �10 9 , E E( ) ( )( ) ( )Q QN N� 
�

�
1

710 , (46)

çàäàþùèå òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïîëó÷åííûå ìè-

íèìàëüíûå çíà÷åíèÿ N , ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (46), ðàâíû 152,

123 è 123 äëÿ ñèñòåì 1.2, 2.2 è 3.2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ò à á ë è ö à 1

k

Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé pk

Ñèñòåìà 1.1 Ñèñòåìà 2.1 Ñèñòåìà 3.1

Àíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä
GPSS World

Àíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä
GPSS World

Àíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä
GPSS World

0 0,0009300 0,000946 0,0101155 0,0100616 0,0141343 0,0142214

1 0,0021872 0,0022069 0,0237884 0,0238823 0,0332394 0,0334794

2 0,0028645 0,0028759 0,0311554 0,0313071 0,0435332 0,0439130

3 0,0033727 0,0034042 0,0366824 0,0368552 0,0512561 0,0516008

4 0,0038596 0,0038955 0,0419783 0,0422169 0,0586560 0,0591164

5 0,0043807 0,0044179 0,0476465 0,0477676 0,0664817 0,0671150

6 0,0049603 0,0050346 0,0539506 0,0540902 0,0745353 0,0750002

7 0,0056127 0,0056327 0,0610457 0,0610652 0,0784564 0,0788939

8 0,0063495 0,0063410 0,0690597 0,0690171 0,0782230 0,0783471

9 0,0071826 0,0072155 0,0774907 0,0774173 0,0738882 0,0740333

10 0,0081249 0,0081073 0,0837928 0,0838273 0,0659040 0,0660061

11 0,0091908 0,0092157 0,0716159 0,0718011 0,0560277 0,0559550

12 0,0103965 0,0104739 0,0609623 0,0609818 0,0476081 0,0474383

13 0,0117603 0,0118676 0,0518235 0,0518949 0,0404471 0,0399921

14 0,0133031 0,0134141 0,0440349 0,0439287 0,0343614 0,0339559

15 0,0150482 0,0151382 0,0374111 0,0372967 0,0291908 0,0288090

16 0,0170223 0,0170831 0,0317821 0,0316454 0,0247981 0,0243629

17 0,0192553 0,0192424 0,0269997 0,0267520 0,0210664 0,0207840

18 0,0217813 0,0219243 0,0229367 0,0228421 0,0178963 0,0176559

19 0,0246386 0,0247195 0,0194851 0,0194715 0,0152032 0,0149472

20 0,0278708 0,0280518 0,0165529 0,0165405 0,0129154 0,0127030

21 0,0315270 0,0316818 0,0140620 0,0140557 0,0109718 0,0108226

22 0,0356628 0,0357994 0,0119459 0,0118964 0,0093207 0,0092313

23 0,0403411 0,0403918 0,0101482 0,0101245 0,0079181 0,0079038

24 0,0456332 0,0455707 0,0086211 0,0085972 0,0067266 0,0066950

25 0,0516195 0,0515688 0,0073237 0,0072860 0,0057143 0,0056517

26 0,0583911 0,0582911 0,0062216 0,0061922 0,0048544 0,0048079

27 0,0660510 0,0658940 0,0052854 0,0052885 0,0041239 0,0040774

28 0,0747157 0,0744259 0,0044900 0,0044530 0,0035033 0,0034956

29 0,0845172 0,0843321 0,0038143 0,0038015 0,0029761 0,0029349

30 0,0956044 0,0954382 0,0032403 0,0031778 0,0025283 0,0025182

31 0,1030965 0,1028200 0,0026615 0,0025819 0,0020766 0,0020684

32 0,0927487 0,0925780 0,0018757 0,0018827 0,0014635 0.0014632



Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 3, âèäèì, ÷òî óïðàâëåíèå

èíòåíñèâíîñòüþ âõîäÿùåãî ïîòîêà ñëó÷àéíûì îòáðàñûâàíèåì çàÿâîê ïîçâîëÿåò

çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè ïðè íåçíà÷èòåëüíîì ñíèæåíèè

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû. Óìåíüøåíèå ñðåäíåé äëèíû î÷åðåäè â ñèñòå-

ìàõ 2.1 è 3.1 ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé 1.1 ñîñòàâëÿåò 60,9% è 66,5% ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðè ñíèæåíèè îòíîñèòåëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè íà 2,0% è 2,9%.
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Ò à á ë è ö à 2

k

Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé pk

Ñèñòåìà 1.2 Ñèñòåìà 2.2 Ñèñòåìà 3.2

Àíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä, N � 152
GPSS World

Àíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä, N � 123
GPSS World

Àíàëèòè÷åñêèé

ìåòîä, N � 123
GPSS World

0 0,0514139 0,0512784 0,0099783 0,0100044 0,0139842 0,0138902

1 0,0971722 0,0971923 0,0234657 0,0234032 0,0328865 0,0328791

2 0,1006493 0,1004640 0,0307326 0,0306741 0,0430709 0,0431240

3 0,0926267 0,0926591 0,0361847 0,0361177 0,0507119 0,0507814

4 0,0823247 0,0822767 0,0414087 0,0413478 0,0580331 0,0580780

5 0,0723535 0,0722643 0,0470000 0,0469572 0,0657758 0,0658815

6 0,0633564 0,0632930 0,0532185 0,0532928 0,0737439 0,0736836

7 0,0554107 0,0553595 0,0602174 0,0603027 0,0776233 0,0776014

8 0,0484421 0,0484452 0,0681227 0,0679162 0,0773924 0,0772344

9 0,0423443 0,0423039 0,0764392 0,0764784 0,0731036 0,0730745

10 0,0370125 0,0370168 0,0826559 0,0826032 0,0652042 0,0652047

11 0,0323516 0,0324136 0,0706441 0,0705123 0,0554328 0,0555391

12 0,0282775 0,0283796 0,0601351 0,0599295 0,0471026 0,0472743

13 0,0247164 0,0247105 0,0511203 0,0509326 0,0400176 0,0400810

14 0,0216038 0,0216340 0,0434374 0,0432736 0,0339965 0,0339804

15 0,0188831 0,0188242 0,0369035 0,0367341 0,0288809 0,0289761

16 0,0165051 0,0164784 0,0313509 0,0313783 0,0245348 0,0244844

17 0,0144265 0,0144358 0,0266333 0,0266765 0,0208428 0,0207715

18 0,0126097 0,0125177 0,0226255 0,0227697 0,0177063 0,0176188

19 0,0110217 0,0109799 0,0192207 0,0193094 0,0150418 0,0149254

20 0,0096337 0,0095413 0,0163283 0,0163989 0,0127782 0,0126677

30 0,0025075 0,0025528 0,0031964 0,0032514 0,0025014 0,0024844

40 0,0006526 0,0006478 0,0006257 0,0006408 0,0004897 0,0004888

50 0,0001699 0,0001556 0,0001225 0,0001153 0,0000959 0,0001173

60 0,0000442 0,0000470 0,0000240 0,0000255 0,0000188 0,0000249

70 0,0000115 0,0000099 0,0000047 0,0000088 0,0000037 0,0000045

80 0,0000030 0,0000032 0,0000009 0,0000011 0,0000007 0,0000006

90 0,0000008 0,0000012 0,0000002 0,0000008 0,0000001 0,0000000

100 0,0000002 0,0000000 0 352 10 7, � � 0,0000003 0 276 10 7, � � 0,0000000

110 0 528 10 7, � � 0,0000000 0 689 10 8, � � 0,0000000 0 539 10 8, � � 0,0000000

120 0 137 10 7, � � 0,0000000 0 135 10 8, � � 0,0000000 0 107 10 8, � � 0,0000000



Èñïîëüçîâàíèå ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèè â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ äëèíû î÷åðåäè

(ñèñòåìû 3.1, 3.2) áîëåå ýôôåêòèâíî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðîãîâîé ñòðàòåãèåé (ñèñ-

òåìû 2.1, 2.2). Íàïðèìåð, óìåíüøåíèå ñðåäíåé äëèíû î÷åðåäè â ñèñòåìå 3.2 ïî

ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé äëèíîé â ñèñòåìå 2.2 ñîñòàâëÿåò 14,4% ïðè ñíèæåíèè

îòíîñèòåëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè âñåãî íà 0,9%.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîñòðîåí

ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû ýòîé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè íàëè÷èÿ òðåõ

èëè ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ â áîëüøèíñòâå åå óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå çäåñü ðå-

êóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñëóæàò äëÿ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû,

÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì èëè èòå-

ðàöèîííûì êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïðÿìûå ìåòîäû ïðåäïîëàãàþò îñóùåñòâëå-

íèå ïðåîáðàçîâàíèé ïîäãîòîâèòåëüíîãî õàðàêòåðà íàä ìàòðèöåé ñèñòåìû, è

òîëüêî íà âòîðîì ýòàïå âû÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ïðåäâàðèòåëü-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ìíîãîêðàòíî äî òåõ ïîð, ïîêà

íå áóäåò íàéäåíî ðåøåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Ò à á ë è ö à 3

Íîìåð
ñèñòåìû

Ìåòîä
Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê

E( )Q E( )W Psv

1.1
Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä 22,7700211 17,1121443 0,9072513

GPSS World 22,751 17,098 0,907

2.1
Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä 8,8995468 6,8248737 0,8890821

GPSS World 8,884 6,814 0,889

3.1
Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä 7,6362681 5,9089245 0,8811327

GPSS World 7,595 5,877 0,882

1.2
Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä 5,9830336 4,9858614 1

GPSS World 5,998 4,998 1

2.2
Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä 9,2722947 7,1085555 0,8893536

GPSS World 9,287 7,122 0,889

3.2
Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä 7,9413870 6,1429549 0,8814295

GPSS World 7,948 6,149 0,881
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Ê.Þ. Æåðíîâèé
ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÄÂÎÊÀÍÀËÜÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ç ÅÐËÀÍÃ²ÂÑÜÊÈÌ ÐÎÇÏÎÄ²ËÎÌ ×ÀÑÓ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä äîñë³äæåííÿ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ
M/E2/2/m ³ M/E2/2/� — ñòàíäàðòíèõ ñèñòåì òà ñèñòåì ç ïîðîãîâîþ ³ ã³ñòå-
ðåçèñíîþ ñòðàòåã³ÿìè âèïàäêîâîãî â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü ç ìåòîþ óï-
ðàâë³ííÿ âõ³äíèì ïîòîêîì. Îòðèìàíî ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ îá÷èñ-
ëåííÿ ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ òà ñòàö³îíàð-
íèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîáóäîâàí³ àëãîðèòìè ïåðåâ³ðåíî íà ïðèêëàäàõ
ç âèêîðèñòàííÿì ³ì³òàö³éíèõ ìîäåëåé, ñòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ ³íñòðóìåí-
òàëüíèõ çàñîá³â GPSS World.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äâîêàíàëüíà ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ, íàéïðîñò³øèé âõ³ä-
íèé ïîò³ê, åðëàíã³âñüêèé ðîçïîä³ë ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ, âèïàäêîâå â³äêè-
äàííÿ çàìîâëåíü, ìåòîä ô³êòèâíèõ ôàç, ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ.

K.Yu. Zhernovyi
DETERMINING THE STEADY-STATE CHARACTERISTICS OF DUAL-CHANNEL QUEUEING
SYSTEMS WITH ERLANGIAN SERVICE TIMES

Abstract. We propose a method to study M/E2/2/m and M/E2/2/� queueing
systems: standard systems and systems with the threshold and hysteretic
strategies of random dropping of customers in order to control the input flow.
Recurrence relations are obtained to compute the stationary distribution of the
number of customers and the steady-state stationary characteristics. The
constructed algorithms are tested on examples using simulation models
constructed with the assistance of the GPSS World tools.

Keywords: dual-channel queueing system, Poisson input, Erlangian service times,
random dropping of customers, fictitious phase method, recurrence relations.
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