
ÓÄÊ 517.9:519.6

À.Â. ÃËÀÄÊÈÉ

ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ ÐÀÑÙÅÏËÅÍÈß
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé â àòìîñôåðå íà îñíîâå ìåòîäà ãåîìåòðè÷åñêîãî
ðàñùåïëåíèÿ òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêòèâíîé äèôôó-
çèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå
ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ áåãóùåãî ñ÷åòà. Èññëåäîâàíû âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè,
ìîíîòîííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè, ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ,
÷èñëåííûé ìåòîä, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, óñòîé÷èâîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ çàãðÿçíåíèÿ àò-
ìîñôåðû — íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá îöåíêè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýêîëî-
ãè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîìûøëåííûõ ðåãèîíîâ [1–4].

Îñíîâîé êîìïüþòåðíîé òåõíîëîãèè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà çà-
ãðÿçíåíèé â àòìîñôåðå ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, à òàêæå ÷èñëåííûå àë-
ãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êîíâåê-
öèè-äèôôóçèè. Âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ ïðèìåñåé â àòìîñôåðå èçó÷åíû â [1–9]. Äëÿ ìíîãîìåðíûõ
íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-
äû ôàêòîðèçàöèè è ðàñùåïëåíèÿ [1, 2, 10–13], êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñâåñòè ðåøå-
íèå èñõîäíûõ çàäà÷ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó èëè ïàðàëëåëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíå-
íèé ñ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìî-
ãî ïðèíÿòîé ñõåìîé ðàñùåïëåíèÿ, àêòóàëüíî ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ
íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà. Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå ïîäõîä ê ïî-
ñòðîåíèþ ðàçíîñòíîé ñõåìû áåãóùåãî ñ÷åòà äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåäëîæåí â [14].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî íåñòàöîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ìåòîäèêó
ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ è ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ îäíîìåðíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà. Ðàññìàòðèâàþñÿ ñõåìû
áåãóùåãî ñ÷åòà ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè, c àïïðîêñèìàöèåé êîíâåêòèâíîãî
÷ëåíà öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ, à òàêæå äâóõøàãîâûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ ÿâíîé
îðãàíèçàöèåé âû÷èñëåíèé. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè è
ìîíîòîííîñòè ïðåäëîæåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ áåãóùåãî ñ÷åòà.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ìèãðàöèè çàãðÿçíåíèé â àòìîñôåðå ðàññìîòðèì
âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêèì êîîð-
äèíàòàì íà ïðèìåðå òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè [1, 2]
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C f� �3 (1)

â îáëàñòè G x l y l z l� � � � � � �{ }0 0 01 2 3, , íà âðåìåííîì èíòåðâàëå 0� 
t T .
Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ïåðâîãî ðîäà

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

C x y z| ( , , )� �� 0,

C C x y z x y z Gt| ( , , ), ( , , )� � �0 0 , (2)

ãäå C x y z t( , , , ) — êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè; � — ãðàíèöà îáëàñòè G; (u v w, , ) —
êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âîçäóøíûõ ìàññ V; � �� �� ( , , )x y z ,

� �1 2 3, , , — êîýôôèöèåíòû òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè; � — êîýôôèöèåíò òðàíñ-
ôîðìàöèè ïðèìåñè; f x y z( , , ) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âîçäóøíîãî ïî-
òîêà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè (óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè ñðåäû)

div V �
�
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0.

ÑÕÅÌÀ ÐÀÑÙÅÏËÅÍÈß

Äëÿ çàäà÷ êîíâåêöèè-äèôôóçèè ñ ïîñòîÿííûìè, âîçìîæíî çàâèñÿùèìè îò âðå-
ìåíè, êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñêîðîñòè V ñõåìó ðàñùåïëåíèÿ íà äèôôåðåíöè-
àëüíîì óðîâíå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðåäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà (1) â îïåðà-
òîðíîì âèäå
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Ïóñòü E — åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

ìîìåíòà âðåìåíè t ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) èçâåñòíî, çíà÷åíèå C x y z t( , , , � ) äëÿ ìî-

ìåíòà �t t� � � ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ðÿäà Òåéëîðà â âèäå

C x y z t C x y z t
C x y z t

t
O( , , , � ) ( , , , )

( , , , )
( )� �

�

�
� �� �

2

� � � �C x y z t A C x y z t A C x y z t A C x y z( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , ) ( , , ,� 1 2 3 t f O)] ( )� � �� �
2

� � � � � �[ ( )] ( , , , ) ( )E A A A C x y z t f O� � �1 2 3
2 . (4)

Ðàññìîòðèì òðè âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è:

�

�
� � �

C

t
A C C x y z t C x y z t1

1 1 10, ( , , , ) ( , , , ) , (5)
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C

t
A C2

2 2 0, C x y z t C x y z t2 1( , , , ) ( , , , � )� , (6)

�

�
� �

C

t
A C f3

3 3 , C x y z t C x y z t3 2( , , , ) ( , , , � )� , (7)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ (5)–(7) äëÿ ìîìåíòà âðå-

ìåíè �t ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

C x y z t E A C x y z t O1 1 1
2( , , , � ) [ ] ( , , , ) ( )� � �� � ,

C x y z t E A C x y z t O2 2 2
2( , , , � ) [ ] ( , , , ) ( )� � �� � ,

C x y z t E A C x y z t f O3 3 3
2( , , , � ) [ ] ( , , , ) ( )� � � �� � � .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

C x y z t C x y z t2 1( , , , ) ( , , , � )� , C x y z t C x y z t3 2( , , , ) ( , , , � )� ,

äëÿ ðåøåíèÿ òðåòüåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ïîëó÷àåì

C x y z t E A A A C x y z t f O3 1 2 3
2( , , , � ) [ ] ( , , , ) ( )� � � � � �� � � � � . (8)

Ïðèíèìàÿ C x y z t C x y z t( , , , � ) ( , , , � )� 3 è ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (4) è (8), ïðèõî-

äèì ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî, ðåøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çàäà÷è (5)–(7), ïîëó÷àåì ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (1) äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè �t ñ ïîãðåøíîñòüþ O( )�
2 .

ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÁÅÃÓÙÅÃÎ Ñ×ÅÒÀ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ (5)–(7) â îáëàñòè G G� � �

ââåäåì ïðîñòðàíñòâåííóþ ðàâíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó ñ øàãàìè h1, h2 , h3

ñîîòâåòñòâåííî ïî êîîðäèíàòàì x, y, z:

� � �h h h i jx y z x x ih i N y y jh j N� � � � � � � � �{( , , ): , , ; , , ;1 1 2 20 0

z z kh k N h l Nk� � � � �3 30 1 2 3, , ; / , , ,� � � � },

ãäå � h è � h — ìíîæåñòâà âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå � � � �h � � �1 2 3 ,
ãäå �1, � 2 , � 3 — îäíîìåðíûå ðàâíîìåðíûå ñåòêè.

Îïðåäåëèì êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H h ñåòî÷íûõ ôóíê-
öèé, çàäàííûõ íà ñåòêå �h è ðàâíûõ íóëþ íà åå ãðàíèöå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå â H h çàäàäèì ñîîòíîøåíèåì

( , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

� 	 � 	

�

�
�

� x y z x y z h h h

x y z h

1 2 3 ,

òîãäà íîðìà | | | | ( , )� � �� . Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî è ïîëîæèòåëüíîãî ðàçíîñò-
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íîãî îïåðàòîðà D ìîæíî îïðåäåëèòü ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî H D ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ) ( , )� 	 � 	D D� è íîðìîé | | | | ( , )� � �D D� .

Îïðåäåëèì òàêæå äëÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå �h è ðàâíûõ
íóëþ íà åå ãðàíèöå, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïî ôîðìóëàì:

( , ) ( , , ) ( , , ) , ( , )� 	 � 	 � ��

�
1

1

1 2 3� � �
�
� x y z x y z h y z

x

,

( , ) ( , , ) ( , , ) , ( , )� 	 � 	 � ��

�
2

2

2 1 3� � �
�
� x y z x y z h x z

y

,

( , ) ( , , ) ( , , ) , ( , )� 	 � 	 � ��

�
3

3

3 1 2� � �
�
� x y z x y z h x y

z

.

Èñïîëüçîâàâ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H h ìîæíî çàïè-
ñàòü, íàïðèìåð, â âèäå

( , ) ((( , ) , ), ) , )� 	 � 	 � � ��
1 2 3

1 1 1 . (9)

Ïóñòü � � �� � � � � �{ }t t t n n N N Tn: , , ,0 — ðàâíîìåðíàÿ âðåìåííàÿ ñåòêà

ñ øàãîì �. Â äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåòî÷íûå ôóíêöèè �( )tn äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà tn �� � ñî
çíà÷åíèÿìè èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà H h , ò.å.

� �( )t Hn
n

h� � .

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5)–(7) íà ïðèìåðå
óðàâíåíèÿ (5).

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè. Âî âíóò-
ðåííèõ óçëàõ ñåòêè � h äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû A1, A2 , A3 áóäåì àïïðîê-
ñèìèðîâàòü ðàçíîñòíûìè, èñïîëüçóÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ ñëàãàå-
ìûõ ñõåìû ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè [10, 12]. Òîãäà â óçëå ( , , )x y zi j k îïå-
ðàòîðó A1 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ñ ïðîòèâîïîòîêî-
âîé àïïðîêñèìàöèåé êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî

��
� �� � � � � � �� � � � �u a u a a a xx x x i i j k i i( ) , , (, , /1 1 1 1 1 1 2 1 10 / , , )2 y zj k ,

�� � �� � �u ax x x( )1 , u
 0,

ãäå � — ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â óçëàõ ñåòêè � h . Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ
îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì [12, 15]

� � � � �� � � �( , , , ) ,
, , , ,x y z ti j k n i j k

n n
i j k

� � � � � � � � �t
n n

x i j k i j k x i j kh� � � � � ��
�( ) / , ( ) / , (, , , , , ,

1
1 1 � i j k h�1 1, , ) / ,

( ) ( ) ( (a
h

a a
h

a a ax x i x i x i i i1
1

1 1 1

1
2 1 1 1 1 1

1 1
� � � �� � � � �� � � � 1 1i i i ia) )� �� .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïî äðóãèì êîîðäèíàòíûì
íàïðàâëåíèÿì � �y y, , ( )a y y2� è � � �z z z za, , ( )3 , êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé A2 , A3 .
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

�� � �
�

�
�C A C h

u C

x
O h1 1 1 1

2
1

2 1
2

2
( ),

ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

� � �t
n

x
n

x
n

xu a� � �� �1
1

1 0( ) , u � 0, (10)

àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5) ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì, à óñëî-
âèÿ ìîíîòîííîñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ � è h1. Åñëè â óðàâíåíèè (10) îïå-

ðàòîð � x
n�1 çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðîì ïðè t tn� , òî â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì äâóõñëîéíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà

� � � �t x
n

i x
n

i x
nu

h
a a� � � ��

�
�1

1
1 1 1

11
0( ) , u � 0. (11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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1
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1
1
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� �)

� �( )a
h

ax
n

x i xt
n

1
1

1�
�

� ,

óðàâíåíèå (11) ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå

� � �
�

�t x
n

x
n

x i xt
nu a

h
a� � � ��1

1
1

1 0( ) .

Ïîñêîëüêó C
C

x t
O h

xt
n
1

2
1

1,
( )�

�

� �
� �� , îñíîâíîé âêëàä â ïîãðåøíîñòü àïïðîê-

ñèìàöèè óðàâíåíèÿ (11) âíîñèò ñëàãàåìîå O h( / )� 1 . Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîñòü ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (11), áóäåò çà-
âèñåòü îò ñîîòíîøåíèÿ øàãîâ ñåòêè.

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ïðè u
 0
ìîæåì ïîëó÷èòü äâóõñëîéíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà

� � � �t
n

x
n

i x
n

i x
nu

h
a a� � � ��

�
�1

1
1 1

1
1

1
0( ) , u
 0. (12)

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî
ñ÷åòà (11), (12) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ ðåàëèçàöèè ïî ÿâíûì ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, àíàëèç øàáëîíà ðàçíîñòíîé ñõåìû (11) ñâèäåòåëüñòâó-

åò î òîì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � i
n�1 íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷å-

íèå ôóíêöèè â ñîñåäíåé ñëåâà òî÷êå íà ðàçíîñòíîé ñåòêå. Ïîýòîìó, èñïîëüçîâàâ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíê-
öèè íà (n �1)-ì øàãå ïî âðåìåíè.

Èç àíàëèçà øàáëîíà ðàçíîñòíîé ñõåìû (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñå-

òî÷íîé ôóíêöèè � i
n�1 íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè � â ñîñåäíåé ñïðàâà

òî÷êå íà ðàçíîñòíîé ñåòêå, ÷òî òîæå äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ïî
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì.

Íà îñíîâå óðàâíåíèé (11), (12) ðàçíîñòíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà äëÿ ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ (5)–(7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû âñïîìîãà-
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òåëüíûõ îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì
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(15)

n Hn
h� �0 1, , ,� � ,

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé äèôôåðåíöè-

àëüíîé çàäà÷è (1), (2) íà ñëîå tn�1 ïî íà÷àëüíûì äàííûì �
n íà ñëîå tn , íàäî ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü òðè îäíîìåðíûå çàäà÷è (13)–(15). Âíà÷àëå ðåøàåòñÿ óðàâ-

íåíèå (13) è íàõîäÿòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ �
1

1n� , êîòîðûå íà âòîðîì ýòàïå

ïðèìåíÿþòñÿ â óðàâíåíèè (14) äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòî÷íîé

ôóíêöèè �
2

1n� . Íà òðåòüåì ýòàïå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ �
2

1n� èñïîëüçóþòñÿ â êà-

÷åñòâå íà÷àëüíûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ �
n�1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âàæíîå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû
(13)–(15) ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïîêàæåì åå ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷èâîñòü. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñåòî÷íûõ çàäà÷ (13)–(15) èñïîëüçóåì ïîäõîä, îñíî-
âàííûé íà ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.

Ïî ñòðóêòóðå ðàçíîñòíûå ñõåìû (13)–(15) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (11),
(12), ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óñòîé÷è-
âîñòè ðàçíîñòíûõ çàäà÷ (11), (12).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì çàìîðîæåííûõ

êîýôôèöèåíòîâ [16] è ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (11), (12) ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöè-

åíòîì äèôôóçèè a x y z a1 1( , , ) � � const ê êàíîíè÷åñêîìó îïåðàòîðíîìó âèäó

B At� �� � 0, (16)

ãäå ëèíåéíûå îïåðàòîðû B A, äåéñòâóþò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H h ,

� �� �n
hH .

Êàê èçâåñòíî [12, 15], íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñ-
òè ïî íà÷àëüíûì äàííûì äâóõñëîéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû (16) ñ ñàìîñîïðÿæåí-
íûìè ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè A, B ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå îïåðàòîðíîãî
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íåðàâåíñòâà

B A� 0 5, � , (17)

ïðè÷åì äëÿ ðåøåíèÿ �
n�1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå | | | |� A :

| | | | | | | |� �
n

A
n

A
� �1 , n N� 0, .

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè óðàâíåíèå (11), êîòîðîå çàïèøåì
â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

� � �
�

�t x
n n

xt
nu a

h
a� � � ��1

1
1

1 0� , u � 0, (18)

ãäå �� �� � xx . Äàëåå ó÷òåì, ÷òî � � � � �� �x
n

x
n

x
n

x
n

xt
n

x
n� �� � � � �1 1( ) , ïîýòîìó

óðàâíåíèå (18) ïåðåïèøåì òàê:
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�t x
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xt
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xt
nu a u
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1 0 0� , . (19)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (19) ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì
âèäå (16), ãäå ëèíåéíûå îïåðàòîðû A B, äåéñòâóþò â ñåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå H h

è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
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ãäå E — åäèíè÷íûé îïåðàòîð.
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� � � � �x
x

xx
x

h h� � � �� �0 5 0 51 1, , � , � � �
x

x x� � �0 5, ( ),

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ A B, :

A A A A a
uh

� � � �
�

�
�

	



�0 1 0 1

1

2
, � �� , A u

x
1� �� � ,

B E u
h a

0
1 1

2 2
� �

� �
�� � �

�

�
�

	



�� , B u

a

h x
1

1

1

� �
�

�� �
�

�
��

	



�� � .

Â ñëó÷àå u
 0 ïðåäñòàâèì ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà (12) â îïåðàòîðíîì âèäå
(16) ïðè a x y z a1 1( , , ) � � const, èñõîäÿ èç ýêâèâàëåíòíîãî óðàâíåíèÿ

� � �
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�t x
n n

xt
nu a

a

h
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1
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0� , u
 0. (20)

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé
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n

x
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x
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xt
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x
n� �� � � � �1 1( ) , � � � � �x

n

x

n
xx

x

n nh h� � � �
� �

0 5 0 51 1, , �

ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó (20) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äâóõñëîéíîé îïåðàòîðíîé ñõå-
ìû (16), îïåðàòîðû êîòîðîé A B, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè A A A� �0 1,

B B B� �0 1, ãäå
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Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ñõåìû (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â êîìïàêòíîì âèäå
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Èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíûå ôîðìóëû Ãðèíà [15], à òàêæå ïðåäñòàâëåíèå ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ( , )� � â âèäå (9), ìîæåì ïîêàçàòü ñàìîñîïðÿæåííîñòü è ïîëî-
æèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðîâ A B0 0, â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ( , )� � . Àíàëîãè÷íî ìîæíî óñòàíîâèòü êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðîâ
A B1 1, , òîãäà ( , )A1 0� � � , ( , )B1 0� � � . Ïîýòîìó óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (17) ýêâè-
âàëåíòíî óñëîâèþ B A0 00 5� , � . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

B E u
h a

E u
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A0
1 1 1
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� � � �| | | |� � ,

çàïèñûâàåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (16) â âèäå

E u
h

A A� � �| |
� � �1

0 0
4 2 2

� .

Ýòî óñëîâèå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (16), (21), (22)
ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå | | | |� A0

.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äâóõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà (16), (21), (22)
ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå | | | |� A0

,
è äëÿ åå ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

| | | | | | | |� �
n

A
n

A
� �1

0 0
, n N� 0, .

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (13)
ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè a x y z1 ( , , ) è êîìïîíåí-
òû âåêòîðà ñêîðîñòè âîçäóøíîé ñðåäû âäîëü êîîðäèíàòû Ox âûïîëíÿåòñÿ
îïåðàòîðíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó çàìîðîæåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñõåìà (13) ðàâíîìåðíî
óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì, åñëè óñëîâèå (17) âûïîëíåíî ïðè âñåõ âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a x y z1 ( , , ) è u.
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Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè ïîëíîñòüþ ïðèìåíèìà äëÿ
èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ äâóõñëîéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì áå-
ãóùåãî ñ÷åòà (14), (15). Àíàëîãè÷íî ìîæíî óñòàíîâèòü ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷è-
âîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (14), (15), ÷òî â öåëîì ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü
âû÷èñëåíèé ïðè ïåðåõîäå ñ n-ãî íà ( )n �1 -é âðåìåííîé ñëîé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè ñõåì (11), (12) ïðåäñòàâèì èõ â èíäåêñíûõ
îáîçíà÷åíèÿõ

( / )
, ,

1 1 1
1� � ��

� � �u h a i i j k
n

� � � � �� �
�

�( ) ( / )
, , ,

1 1 1 1 1 1
1

1 1� � � � � � �a u h a ai i j k
n

i i j k
n

i i�
�

1
0

, ,j k
n , � �� / h

1
2 , u � 0,

( / )
, ,

1 1 1 1
1� � ��

�
� � �u h a i i j k

n

� � � � � �� �
�

�
( ) ( / )

, , ,
1 1 1 1 1 1

1
1� � � � � � �a u h a ai i j k

n
i i j k

n
i i 1

0
, ,j k

n � , � �� / h
1
2 , u
 0,

ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì,

÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà (13) ìîíîòîííà ïðè �
�

�
�

h a
x y z h

1
2

1max
( , , )

.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà c àïïðîêñèìàöèåé êîíâåêòèâíîãî ÷ëå-
íà öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ðàñññìîòðèì ðàçíîñòíóþ
ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíîãî
ñëàãàåìîãî öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ (5) âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè � h ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíîå óðàâ-
íåíèå

� � �t
n

x

n
x
n

xu a u� � � �� �
�

1
1

1 0 0( ) , , a a ai i j k i1 1 1 1 1 2� � � �, , /� , (23)

ãäå � � �
x

x x� � �0 5, ( ). Çàìåíÿÿ â óðàâíåíèè (23) îïåðàòîð � x
n�1 îïåðàòîðîì

� x
n , ïîëó÷àåì äâóõñëîéíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà

� � � � �t
n

x
n

x
n

i x
n

i x
nu

h
a a� � � � ��

�
�

2

1
01

1
1 1 1

1( ) ( ) , u � 0. (24)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

u u
ux

n
x
n

xt
n

x

n

2 2
1( )� �

�
� �

� � � � � ,
1

1
1 1 1

1
1

1
1

h
a a a

h
ai x

n
i x

n
x
n

x i xt
n( ) ( )�

�� � �� � �
�

� ,

óðàâíåíèå (24) ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå

� � �
�

�
�

�t
n

x

n
x
n

x xt
n

i xt
nu a

u

h
a� � � � �� ( )1

1
1

2
0, u � 0. (25)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ
(24) âíîñèò ñëàãàåìîå O h( / )� 1 .

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû áåãóùåãî ñ÷åòà c àïïðîêñèìàöèåé êîí-
âåêòèâíîãî ÷ëåíà öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ äëÿ óðàâíåíèÿ (5) ïðè u
 0 áóäåì èñõî-
äèòü èç ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

� � � � �t
n

x
n

x
n

i x
n

i x
nu

h
a a� � � � �� �

�
� �

2

1
01 1

1
1 1

1
1

1( ) ( ) , u
 0. (26)
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Çàìåíèâ â (26) îïåðàòîð � x
n�1 îïåðàòîðîì � x

n , ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê âèäó
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1
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 0. (27)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
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1 1
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1 1
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� ,

ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå áåãóùåãî ñ÷åòà

� � �
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n
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n

x xt
n

i xt
nu a

u

h
a� � � � ��� ( )1
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1 1

2
0, u
 0. (28)

Òåïåðü, èñïîëüçîâàâ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ðàçíîñòíóþ ñõåìó áåãóùåãî
ñ÷åòà äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ (5)–(7) c àïïðîêñèìàöèåé êîíâåêòèâ-
íîãî ÷ëåíà öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ çàäà÷
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(31)

n � 0 1, , ... , �
n

hH� ,

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì (29)–(31) èññëåäóåì íà ïðèìåðå ñõåìû (29)

ïðè a x y z a1 1( , , ) � � const, èñõîäÿ èç åå ïðåäñòàâëåíèÿ â îïåðàòîðíîì âèäå (16).
Äëÿ ýòîãî ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè (25), (28), íà îñíîâàíèè àíàëèçà êî-
òîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ñõåìû (16):

A u a u
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(32)
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Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâà � � �x x
h� �� 0 5 1, � , � � �x
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(33)

Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ A B, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

A A� �* 0, B B� �* 0, ( , ) ( , ) ( , ) ( , )A A A A� � � � � � � �� � �0 1 0 ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )B B B B� � � � � � � �� � �0 1 0 ,

ãäå A a A u
x0 1 1� � � �� �� , � , u � 0, u
 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì (16),
(32), (33) ïðèíèìàåò âèä B A0 00 5� , � èëè

E
u h a a

� �
�

�
�

	



� �

| | � � �1 1 1

4 2 2
� �.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêîå îïåðàòîðíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ øàãîâ ñåòêè.

Â ðåçóëüòàòå ñôîðìóëèðóåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Äâóõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà (16), (32), (33)
ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì äàííûì â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå | | | |� A0

, è
äëÿ åå ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

| | | | | | | |� �
n

A
n

A
� �1

0 0
, n N� 0, .

Ïîñêîëüêó ðàçíîñòíóþ ñõåìó (29) ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòà äèôôóçèè a x y z1 ( , , ) è êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè âäîëü êîîðäèíàòû

Ox ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îïåðàòîðíîì âèäå (16), (32), (33), èç ïðèíöèïà çàìîðî-
æåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü âñïîìîãàòåëüíîé
ñõåìû áåãóùåãî ñ÷åòà (29) ïî íà÷àëüíûì äàííûì.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè ïîëíîñòüþ
ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà (30) è (31).

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà (24),
(27), äëÿ ÷åãî çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ðàçðåøåííûõ
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Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ñõåì (24), (27) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòíîé ñõåìû
(29) áóäóò âûïîëíåíû, åñëè
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2
1
2

1 1

h

a u hmax ( ) | |
, h

a

u
1

12



min ( )

| |
.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ïîäõîä äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ íåñòàöèî-
íàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè, èñïîëüçóþùèé èäåþ ðàñùåïëåíèÿ
è ðåàëèçàöèþ ïîëó÷åííûõ îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ
ñõåì áåãóùåãî ñ÷åòà. Èññëåäîâàíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ, àï-
ïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè è ìîíîòîííîñòè èññëåäóåìûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì
ñ ÿâíîé ðåàëèçàöèåé âû÷èñëåíèé. Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðå-
øåíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè
íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ
ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìåííûå çàòðàòû.
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À.Â. Ãëàäêèé

ÏÐÎ ÑÒ²ÉÊ²ÑÒÜ Ð²ÇÍÈÖÅÂÈÕ ÑÕÅÌ ÐÎÇÙÅÏËÅÍÍß ÄËß Ð²ÂÍßÍÍß ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎ¯
ÄÈÔÓÇ²¯

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ïîøèðåííÿ
çàáðóäíåíü ó ïîâ³òðÿíîìó ñåðåäîâèù³ íà îñíîâ³ ìåòîäó ãåîìåòðè÷íîãî ðîç-
ùåïëåííÿ òðèâèì³ðíèõ íåñòàö³îíàðíèõ ð³âíÿíü êîíâåêòèâíî¿ äèôóç³¿. Äëÿ
ðîçâ’ÿçàííÿ îòðèìàíèõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ ïîáóäîâàíî ð³çíèöåâ³ ñõåìè ðîç-
ùåïëåííÿ ó âèãëÿä³ ñõåì ç ÿâíîþ îðãàí³çàö³ºþ îá÷èñëåíü. Äîñë³äæåíî ïè-
òàííÿ àïðîêñèìàö³¿, ìîíîòîííîñò³ òà ñò³éêîñò³ çàïðîïîíîâàíèõ ð³çíèöåâèõ
ñõåì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ð³âíÿííÿ êîíâåêö³¿-äèôóç³¿, ìåòîäè ðîçùåïëåííÿ, ÷èñëîâèé
ìåòîä, ð³çíèöåâà ñõåìà, ñò³éê³ñòü.

A.V. Gladky

STABILITY OF DIFFERENCE SPLITTING SCHEMES FOR
THE CONVECTIVE-DIFFUSION EQUATION

Abstract. We consider the problem of numerical modeling of the propagation of
contamination in the air processes on the basis of geometry splitting method for
three-dimensional nonstationary convection-diffusion equations. Splitting difference
schemes in the form of schemes with explicit computing are proposed to solve the
obtained one-dimensional problems. The approximation, monotonicity, and
stability of difference schemes are investigated.

Keywords: convection-diffusion equation, splitting methods, numerical method,
finite difference scheme, stability.
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