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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ âåêòîð Øåïëè â êîîïåðàòèâíîé èãðå ñ íå÷åòêèì
ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì òèïà 2 (íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, ôóíêöèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè êîòîðîãî ïðèíèìàåò íå÷åòêèå çíà÷åíèÿ) ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè. Ýëåìåíòû íîñèòåëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà
îïðåäåëåíû êàê ÷àñòíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà Øåïëè. Ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà
èõ ïîñòðîåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé äîñòîâåðíîñòüþ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó
âåêòîðîâ Øåïëè è äîñòîâåðíîñòüþ íåïðèíàäëåæíîñòè, íå ïðåâûøàþùåé çà-
äàííîé âåëè÷èíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, íå÷åòêîå ìíîæåñòâî òèïà 2, âåêòîð
Øåïëè, êîîïåðàòèâíûå èãðû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ èãðîêè ìîãóò îáðàçîâûâàòü ëþáûå êîà-

ëèöèè. Ïîñêîëüêó îïûò ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ êîíôëèêòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî èíîãäà

âîçíèêàþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ íå âñå êîàëèöèè âîçìîæíû, òî èçó÷åíèå èãð

ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Ïåðâûå

èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïðîâåäåíû R. Myerson [1], êîòîðûé

îáîáùèë âåêòîð Øåïëè íà èãðû ñ çàäàííîé êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé, äàë

îïðåäåëåíèå è àêñèîìàòèçàöèþ. Â äàëüíåéøåì èìåííî ýòîò ïðèíöèï îïòè-

ìàëüíîñòè èçó÷àëñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ êîîïåðàöèè èãðîêîâ. Â [2] ðàñ-

ñìîòðåíî ïîçèöèîííîå çíà÷åíèå èãðû. Â [3, 4] äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ

êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð ïîñòðîåíû àíàëîãè âåêòîðà Øåïëè. Â ýòèõ ðàáîòàõ

îãðàíè÷åííàÿ êîîïåðàöèÿ çàäàâàëàñü ñ ïîìîùüþ ãðàôà ñâÿçåé ìåæäó èãðîêàìè

èëè íàïåðåä çàäàííîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ êîàëèöèé. Â ñòàòüå [5] ïîñòðîåí

îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé íàáîð ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ èãð, â êîòîðîì ìàêñè-

ìàëüíûé ðàçìåð ðàçðåøåííûõ êîàëèöèé èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà.

Ðàáîòû [6–9] ïîñâÿùåíû îáîáùåííûì çíà÷åíèÿì âåêòîðà Øåïëè äëÿ øèðîêî-

ãî êëàññà èãð. Ðàññìàòðèâàëèñü ñëó÷àè êàê äëÿ îáû÷íûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð,

òàê è äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Ïðåäëîæåííûå àâòîðàìè ïîäõîäû

îñíîâàíû íà òîì ôàêòå, ÷òî âåêòîð Øåïëè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé çàäà-

÷è îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàêæå è äëÿ èãð ñ îãðà-

íè÷åííîé êîîïåðàöèåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå âåêòîðà Øåïëè íà ñëó÷àé êîî-

ïåðàòèâíîé èãðû ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé.

ÂÅÊÒÎÐ ØÅÏËÈ

Ðàññìîòðèì êîîïåðàòèâíóþ èãðó â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå � �N v, , ãäå

N n� { }1, ,� — ìíîæåñòâî èãðîêîâ, n � 2; v RN:2 1� — õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé êîàëèöèè èãðîêîâ T N� ñîïîñòàâëÿåò åå ãàðàíòèðî-

âàííûé âûèãðûø v T( ), ïðè÷åì v( )� � 0, v S T v S v T( ) ( ) ( )	 � 
 � �S T N, ,

S T
 � �.
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Âåêòîðîì Øåïëè êîîïåðàòèâíîé èãðû â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå � �N v,

íàçûâàåòñÿ [7] ðàñïðåäåëåíèå x v x v x vn( ) ( ( ), , ( ))� 1 � ñîâîêóïíîãî âûèãðûøà

v N( ) ìåæäó èãðîêàìè, â êîòîðîì êàæäûé i-èãðîê ïîëó÷àåò äîëþ

x v
N K K

N
v K v K ii

K N i K
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(| | | | )!(| | )!

| |!
( ( ) ( \ ))

:
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�

1
, i N� ,

ãäå | |� — ìîùíîñòü ìíîæåñòâà.

Âåêòîð Øåïëè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

À1 (àêñèîìà ýôôåêòèâíîñòè). Âåêòîð Øåïëè ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðàñïðåäå-

ëèòü ìåæäó èãðîêàìè ñîâîêóïíûé âûèãðûø v N( ), ò.å. x v Ni
i N�
� � ( ).

À2 (àêñèîìà ñèììåòðè÷íîñòè). Âûèãðûø êàæäîãî èãðîêà íå çàâèñèò îò åãî

ïîðÿäêîâîãî íîìåðà, ò.å. x v x vi i( ) ( )( )� � äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà èãðû � (ïåðå-

ñòàíîâêà ìíîæåñòâà èãðîêîâ N , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ v T v T( ) ( ( ))� � äëÿ

ëþáîé êîàëèöèè T).

À3 (àêñèîìà ëèíåéíîñòè). Åñëè � �N v, 1 è � �N v, 2 — êîîïåðàòèâíûå èãðû,

òî x v v x v x v( ) ( ) ( )1 2 1 2
 � 
 , ãäå x v v( )1 2
 — âåêòîð Øåïëè èãðû � 
 �N v v, 1 2 ,

à x vk( ) — âåêòîð Øåïëè èãðû � �N vk, , k �1 2, . Äëÿ ëþáîé èãðû � �N v, è ëþáîãî

÷èñëà � x v x v( ) ( )� �� .

À4 (àêñèîìà «áîëâàíà»). Åñëè èãðîê i N� íå âíîñèò âêëàäa â êàêóþ-ëèáî êî-

àëèöèþ T N� , ê êîòîðîé îí ïðèñîåäèíÿåòñÿ, ò.å. v T v T i( ) ( \ )� �{ } 0

� � �T N i T: , òî åãî äîëÿ x vi ( ) � 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Øåïëè [10] åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå x v( ) ñîâîêóïíî-

ãî âûèãðûøà v N( ), óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì À1–À4, — ýòî âåêòîð Øåïëè.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå õàðàêòåðèçàöèè âåêòîðà Øåïëè [6]. Â ÷àñòíîñòè, âåê-

òîð Øåïëè äëÿ èãðû � �N v, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìèçàöèè

(| | )!(| | | | )! ( ) minK N K v K xi

i KK N

� � � �
�

�
�
�

�

�
�
� �

��
�� 1 1

2

(1)

ïðè îãðàíè÷åíèè

x v Ni
i N�
� � ( ) . (2)

Äàííîå îïòèìèçàöèîííîå îïðåäåëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð Øåïëè ïðè-

íàäëåæèò êëàññó çíà÷åíèé êîîïåðàòèâíûõ èãð òèïà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [7],

ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

ÂÅÊÒÎÐ ØÅÏËÈ Â ÈÃÐÀÕ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÊÎÎÏÅÐÀÖÈÅÉ

Ñîãëàñíî [1] êîîïåðàòèâíîé èãðîé ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ

òðîéêà � �N v, , � , ãäå N n� { }1 2, , ,� — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ, n � 2;

� � 2 N — ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ êîàëèöèé; v R: � � — õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ. Èãðîêè êîàëèöèè S N� ìîãóò ñîòðóäíè÷àòü äðóã ñ äðóãîì è ïðèíî-

ñèòü âûèãðûø v S( ), òîëüêî åñëè S ��.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ àäàïòàöèè âåêòîðà Øåïëè ê èãðàì ñ îãðàíè÷åí-

íîé êîîïåðàöèåé îáùåãî âèäà, êîòîðûå çàêëþ÷àþòñÿ â äîîïðåäåëåíèè õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà âñåõ íåäîïóñòèìûõ êîàëèöèÿõ è ïîñëåäóþùåì ïðèìå-

íåíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ê ïîëó÷åííîé èãðå ñ ïîëíîé êîîïåðàöèåé [4, 8].

Íàèáîëåå åñòåñòâåííî ìîæíî îáîáùèòü [9] îïòèìèçàöèîííîå îïðåäåëåíèå (1), (2).

Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð Øåïëè äëÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðà-
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öèåé � �N v, , � îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

(| | )!(| | | | )! ( ) minS N S v S xi

i KS
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��
�� 1 1
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�

(3)

ïðè îãðàíè÷åíèè

x v Ni
i N�
� � ( ). (4)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîÿñíèòü ñìûñë çàäà÷è (3), (4), ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïå-

ðåìåííûå y xS i

i S

�
�
� , S �� , è ïðåäñòàâèì åå â âèäå

(| | )!(| | | | )!( ( ) ) minS N S v S yS

S

� � � � �
�
� 1 1 2

�

(5)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

y xS i
i S

� �
�
� 0, S ��, (6)

x v Ni
i N�
� � ( ). (7)

Â äàííîé çàäà÷å öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (5) ïðè óñëîâèè (7) ìèíèìèçèðóåòñÿ òîëü-

êî ïî àðãóìåíòàì yS , ñîîòâåòñòâóþùèì äîïóñòèìûì êîàëèöèÿì S ��.

ÈÃÐÀ Ñ ÍÅ×ÅÒÊÈÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ ÊÎÀËÈÖÈÉ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè íå ìîãóò ÷åòêî îïðåäåëèòü, êàêèå êîàëèöèè èç ìíî-

æåñòâà � � 2 N N\ âñåõ âîçìîæíûõ ìîãóò áûòü äîïóñòèìûìè, à èì èçâåñòíà

ëèøü ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè �( )S , S ��, íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà
~

( , ( ))�
�

�
�
�

S

S S� äîïóñòèìûõ êîàëèöèé. Òîãäà âîçíèêàåò êîîïåðàòèâíàÿ èãðà

ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ òðîéêîé

� �N v, ,
~
� . Åñëè îáîáùèòü îïòèìèçàöèîííîå îïðåäåëåíèå (5)–(7) âåêòîðà Øåï-

ëè â èãðàõ ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé íà ýòîò ñëó÷àé, òî ïîëó÷èì çàäà÷ó,

êîòîðóþ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(| | )!(| | | | )!( ( ) ) minS N S v S yS

S

� � � � �
�
� 1 1 2

�

(8)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

y xS i

i S

� �
�
� 0, ( , ( ))

~
S S� �� , (9)

x v Ni
i N�
� � ( ). (10)

Çàïèñü âèäà (9) èíòåðïðåòèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðåìåííàÿ yS èìå-

åòñÿ âî ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ, ïî êîòîðûì ìèíèìèçèðóåòñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (8)

ïðè óñëîâèè (10), ñî ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè �( )S . Äëÿ áîëåå ïîëíîãî ïîíèìà-

íèÿ (9) îáîçíà÷èì F x y y xS S S i
i S

� � �
�
�{ }( , )| 0 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ( , )x yS ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ y xS i
i S

� �
�
� 0 äëÿ êîàëèöèè S �� . Òîãäà çàïèñü
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âèäà (9) çàäàåò ìíîæåñòâî
~ ~

( , ( ))
~

F F
S S

S�
�

�
� �

, ãäå ñîãëàñíî [11]
~

( , ( ))
~

�
S S

SF
� ��

—

ïåðåñå÷åíèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà
~
� ÷åòêèõ ìíîæåñòâ FS , êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íå÷åòêîå ìíîæåñòâî òèïà 2 (ÍÌÒ-2).

ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÅ ÍÅ×ÅÒÊÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ×ÅÒÊÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Îïðåäåëèì äàííîå ïîíÿòèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì â [11].

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ ÷åòêèõ ìíîæåñòâ FS , S ��,

çàäàííûõ â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå R m , ñ ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè (õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè) ñîîòâåòñòâåííî

�S
S

S

x
x F

x F
( )

, ,

, ,
�

�

�

�
�
�

1

0

S �� . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x R m� ââåäåì îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíî-

æåñòâå êîàëèöèé � .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîàëèöèÿ S �� äîìèíèðóåò êîàëèöèþ T �� äëÿ x R m� ,

è îáîçíà÷àòü ýòî S Tx� , åñëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà � �S Tx x( ) ( )� ,

� �( ) ( )S T� è õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñòðîãîå. Îáîçíà÷èì

~( , )
( ), ( ),

, ( ),
�

�
x S

S S PO x

S PO x
�

�

�

�
�
� 0

ãäå PO x S T S Tx( ) | /� � � �{ }� �� — ìíîæåñòâî íåäîìèíèðóåìûõ êîàëèöèé

ïî îòíîøåíèþ �x äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà x R m� .

Ïåðåñå÷åíèåì íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà
~
� ÷åòêèõ ìíîæåñòâ FS , S ��, ñîãëàñ-

íî [11] íàçûâàåòñÿ
~ ~

( , ( ))
~F F

S S
S� 


�� �
— ÍÌÒ-2, êîòîðîå çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì

òðîåê ( , ( , ))x x z� , ãäå x — âåêòîð èç R m ; z — ýëåìåíò ìíîæåñòâà ñòåïåíåé ïðè-

íàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2
~
F ;

�
� � �

( , )
max ~( , )| ( ) , , ( ) ,

,

x z
x S x z S x z

S
S S S�

� � � �

� �
��

�

�

{ }

0  �S x z( ) ;!

�
�
"

�"

x X� ; z �{ }0 1, — ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîãî íå÷åòêîãî îòîáðàæå-

íèÿ
~
#, çàäàþùåãî íå÷åòêóþ ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2

~
F .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè �( , )x z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íå÷åò-

êîå îòîáðàæåíèå
~
#, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ÍÌÒ-2

~
F ,

äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü åå. Äëÿ óäîáñòâà (÷òîáû íå ïóòàòü ñ íå÷åòêîé ôóíêöè-

åé ïðèíàäëåæíîñòè) íàçîâåì �( , )x z ôóíêöèåé äîñòîâåðíîñòè ÍÌÒ-2
~
F .

Îáîçíà÷èì S T
T

* max ( )�
�

Arg
�

� ìíîæåñòâî êîàëèöèé ñ ìàêñèìàëüíîé ñòå-

ïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè ê íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ êîàëèöèé.

Óïðîñòèòü ïîñòðîåíèå ôóíêöèè äîñòîâåðíîñòè �( , )x z ïîçâîëÿåò ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [11].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü FS , S ��, — ÷åòêèå ìíîæåñòâà, çàäàííûå â R m ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè �S x( ), S ��; �( )S , S ��, — ôóíêöèÿ

ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà êîàëèöèé
~
�. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÍÌÒ-2

~
F

c ôóíêöèåé äîñòîâåðíîñòè �( , )x z , x R m� , z �{ }0 1, , áûëî ïåðåñå÷åíèåì íå÷åòêî-
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ãî ìíîæåñòâà
~
� ÷åòêèõ ìíîæåñòâ FS , S ��, ò.å.

~ ~

( , ( ))
~F F

S S
S� 


�� �
, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

�
� � �

�
( , )

max ( )| ( ) , , ( ) ,

, ,
x

S x S x

S
S

S S

S

0
0 0

0
�

� � � �

� �
��

�

�

{ }

( ) ,x �

�
�
"

�" 1

�
� �

�

( , )
max ( ), , ( ) ,

, , ( ) .

*

*
x

S S S x

S S x

S
S

S

1
1

0 0

�
� � �

� � �

�

� ��"

�"

ÍÅ×ÅÒÊÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÅÊÒÎÐÎÂ ØÅÏËÈ

Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå èãðû ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëè-

öèé. Íà îñíîâàíèè èçëîæåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî
~ ~

( , ( ))
~F F

S S
S� 


�� �
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (8)–(10) ÿâëÿåòñÿ ÍÌÒ-2, êîòî-

ðîå çàäàåòñÿ ôóíêöèåé äîñòîâåðíîñòè �( , , )x y z , x R n� , y R� | |� , z �{ }0 1, , ãäå

�

�

( , , )

max ( )| , ,

x y

S y x S y x
S

S i

i S

S i
i S0

0 0

�

� ! � � � !
� � �

� �
�

�{ } ,

, , ,0 0� � � �

�

�
"

�
"

�
�S y xS i
i S

�
(11)

�

�

��
( , , )

max ( ), , ,

,

*

*
x y

S S S y x

S S y x

S
S i

i S

S

1

0

�

� � � �

� � �

� �
�

�

i

i S�
� !

�

�
"

�
" 0.

(12)

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå �( , , )x y 0 ìîæíî ïîíèìàòü êàê äîñòîâåðíîñòü íåäî-

ïóñòèìîñòè âåêòîðà ( , ) (( ) , ( ) )x y x yi i N S S� � �� â çàäà÷å (8)–(10), cîîòâåòñòâåííî

çíà÷åíèå �( , , )x y 1 — êàê äîñòîâåðíîñòü åãî äîïóñòèìîñòè.

Â ðåàëüíîé èãðîâîé ñèòóàöèè èãðîêè áóäóò ñòðåìèòüñÿ ìèíèìèçèðîâàòü

êðîìå öåëåâîé ôóíêöèè (8) åùå äîñòîâåðíîñòü �( , , )x y 0 íåäîïóñòèìîñòè âåêòîðà

( , )x y â çàäà÷å (8)–(10), à òàêæå ìàêñèìèçèðîâàòü äîñòîâåðíîñòü �( , , )x y 1 åãî äî-

ïóñòèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåä èãðîêàìè âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ

òðåõêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à:

g y S N S v S yS

S

( ) (| | )!(| | | | )!( ( ) ) min� � � � � �
�
� 1 1 2

�

, (13)

�( , , ) minx y 0 � , (14)

�( , , ) maxx y 1 � (15)

ïðè îãðàíè÷åíèè

x v Ni
i N�
� � ( ). (16)
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Îáîçíà÷èì X ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x R n� , óäîâëåòâîðÿþùèõ (16). Òàêæå

îáîçíà÷èì SO ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïî Ñëýéòåðó (ñëàáî îïòèìàëüíûõ ïî Ïà-

ðåòî) ðåøåíèé çàäà÷è (13)–(16). Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð ( , )* *x y íàçûâàåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì ïî Ñëýéòåðó ðåøåíèåì çàäà÷è âèäà (13)–(16), åñëè � � � �/ / | |x X y R � ,

äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: g y g y( ) ( )*$ , �( , , )x y 1 %

% �( , , )* *x y 1 , � �( , , ) ( , , )* *x y x y0 0$ .

Íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è (8)–(10) íàçîâåì ÍÌÒ-2 ñ ôóíêöèåé

äîñòîâåðíîñòè
~

( , , )� x y z , x X� , y R� | |� , z �{ }0 1, , ãäå

~
( , , )

( , , ), ( , ) ,

, ( , ) .
�

�
x y z

x y z x y SO

x y SO
�

�

�

�
�
� 0

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (8)–(10) íåîáõîäèìî

ðàçðàáîòàòü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ åãî íîñèòåëÿ SO. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî

ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìè-

çàöèè, ðåøèâ òðåõêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó (13)–(16).

Îïòèìàëüíîå ïî Ñëåéòåðó ðåøåíèå ( , )* *x y çàäà÷è (13)–(16) ïðè óñëîâèÿõ

�( , , )* *x y 0 0% è �( , , )* *x y 1 0% íàçîâåì ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (8)–(10)

ñ äîñòîâåðíîñòÿìè �( , , )* *x y 0 è �( *, *, )x y 1 ñîîòâåòñòâåííî åãî íåäîïóñòèìîñòè

è äîïóñòèìîñòè.

Òðåõêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó (13)–(16) íåïðîñòî ðåøèòü èç-çà ñëîæíîñòè

ôóíêöèè äîñòîâåðíîñòè �( , , )x y z . Ïîýòîìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ìåòî-

äà åå ðåøåíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëèë áû äîñòàòî÷íî ëåãêî íàõîäèòü êàêèå-òî

âàðèàíòû åå ðåøåíèÿ.

Îáîçíà÷èì � �	 � 	� � �{ }T T| ( ) ìíîæåñòâî êîàëèöèé, èìåþùèõ ñòåïåíü

ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ êîàëèöèé
~
� íå áîëåå

	 �( , )0 1 . Òàêæå îáîçíà÷èì:

D T x y y x y x S x XT i

i T
S i

i S



� �

� � % � � � �� �( , ) ( , )| ; , \ ;	 	{ }0 0 � � , T �� 	 , (17)

D T x y y x y x S x XT i

i T
S i

i S

�
� �

� � $ � � � �� �( , ) ( , )| ; , \ ;	 	{ }0 0 � � , T �� 	 . (18)

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 	 �( , )0 1 — çàäàííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Òîãäà åñëè çàäà÷à

min min min ( ), min (
( , ) ( , ) ( , ) ( , )T x y D T x y D T

g y g y
� � �� 
�	 	 	

)
�
�
�

&
'
(

(19)

èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ( , )* *x y , òî îíî áóäåò ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(8)–(10) ñ äîñòîâåðíîñòüþ äîïóñòèìîñòè � �max max ( )�
�S

S
�

è äîñòîâåðíîñòüþ

íåäîïóñòèìîñòè íå áîëåå ÷åì 	.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Q x y x y y x S x XS i

i S

( ) ( , )| ( , , ) ; , \ ;	 � 	 	� $ � � � � �
�
�{ }0 0 0 � � . (20)
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Îáîçíà÷èì P D T D T
T

( ) ( ( , ) ( , ))	 	 	
	

� 	 	
�


 �
�

. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (17), (18) ïî-

ëó÷èì

P x y y x y x S x X
T

T i

i T
S i

i S

( ) ( , ) | ; , \ ;	
	

	� � ! � � � �
� � �

� ��
�

� �0 0
�
�
"

�"

&
'
"

("
�

� � � � �
�
�
�

&
'
(�

�( , ) | , \ ;x y y x S x XS i

i S

0 � � 	
�

� �
T

T i

i T

x y y x x X
� �

� ! �
�

�

�
�

�

�

�
��

�	
{( , )| ;0 . (21)

Ñíà÷àëà äîêàæåì

P Q( ) ( )	 	� . (22)

Ïîêàæåì âêëþ÷åíèå P Q( ) ( )	 	� . Åñëè P ( )	 � �, òî îíî î÷åâèäíî. Ïóñòü

( , ) ( )* *x y P� ! �	 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ( , ) ( )* *x y Q� 	 . Òîãäà ñîãëàñ-

íî (20) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå � 	( , , )* *x y 0 % . Îòñþäà è èç ôîð-

ìóëû (11) ïîëó÷èì � � 	( , , ) max ( )|* * * *x y S y x
S

S i

i S

0 0� � ! %
� �

�
�

{ } . Òîãäà

� �S � �\ 	 , äëÿ êîòîðîé y xS i

i S

* *� !
�
� 0. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (21) ( , ) ( )* *x y P� 	 .

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Âî âòîðîì ñëó÷àå � �S � �\ 	 , äëÿ êîòîðîãî

y xS i

i S

* *� !
�
� 0. Îòñþäà è èç (21) ïîëó÷èì ( , ) ( )* *x y P� 	 . Òàêæå ïîëó÷èëè ïðî-

òèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ( , ) ( )* *x y Q� 	 è ïîýòîìó P Q( ) ( )	 	� .

Ïîêàæåì âêëþ÷åíèå Q P( ) ( )	 	� . Åñëè Q( )	 � �, òî îíî î÷åâèäíî. Ïóñòü

( , ) ( )* *x y Q� ! �	 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ( , ) ( )* *x y P� 	 . Òîãäà ñîãëàñ-

íî (21) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå � �S � �\ 	 y xS i

i S

* *� !
�
� 0. Îòñþ-

äà è èç (20) ñëåäóåò, ÷òî ( , ) ( )* *x y Q� 	 . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Âî âòîðîì ñëó-

÷àå ( , ) ( , )| ;* *x y x y y x x X
T

T i

i T

� 	 � ! �
� �

�
�	

{ }0 . Òîãäà � �T � 	 y xT i

i T

* *� �
�
� 0.

Ïîñêîëüêó � �	 � 	� � �{ }T T| ( ) , èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî

� �( , , ) max ( ) |* *x y S
S

0 �
��

{ , ëèáî �( , , )* *x y 0 0� . Â îáoèõ ñëó÷àÿõ ñîãëàñíî (20)

( , ) ( )* *x y Q� 	 . Òàêæå ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ( , ) ( )* *x y P� 	

è ïîýòîìó Q P( ) ( )	 	� . Ðàâåíñòâî (22) äîêàçàíî.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èç (22) ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü (19)

è çàäà÷è

g y
x y Q

( ) min
( , ) ( )

�
� 	

. (23)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 	 �( , )0 1 , ïðè êîòîðîì

çàäà÷à (23) èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, îíî áóäåò ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(8)–(10) ñ äîñòîâåðíîñòüþ äîïóñòèìîñòè � �max max ( )�
�S

S
�

è äîñòîâåðíîñòüþ

íåäîïóñòèìîñòè íå áîëåå ÷åì 	. Îáîçíà÷èì ( , )* *x y îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çà-
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äà÷è (23) äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ 	 �( , )0 1 . Òîãäà èç (20) è (12) âûòåêàåò

� � �( , , ) max ( )* * maxx y S
S

1 � �
��

. (24)

Èç (20) òàêæå ñëåäóåò 0 0$ �� 	( , , )* *x y .

Ïîêàæåì, ÷òî ( , )* *x y SO� . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ( , )* *x y SO� .

Òîãäà � ��x X , � �� | |y R � , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

g y g y( � ) ( )*$ , � �( �, �, ) ( , , )* *x y x y1 1% , � �( �, �, ) ( , , )* *x y x y0 0$ . Îòñþäà èìååì

� � �( �, �, ) ( , , )* * maxx y x y1 1% � . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ (24). Òàêèì îáðàçîì,

( , )* *x y SO� , ïðè÷åì � � �( , , ) max ( )* * maxx y S
S

1 � �
��

è 0 0$ �� 	( , , )* *x y .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì SO x X y R x y SOx � � � � �{ }| ( , )| |� ìíîæåñòâî ïîäâåêòîðîâ x ýëå-

ìåíòîâ ( , )x y íîñèòåëÿ SO íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (8)–(10). Èç ïî-

ñòðîåíèÿ ýòîé çàäà÷è è ñîãëàñíî ïðèíöèïó îáîáùåíèÿ L. Zadeh [12, 13] ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ Øåïëè êîîïåðàòèâíîé èãðû G ñ íå÷åò-

êèì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé òàêæå îáðàçóåò ÍÌÒ-2, íî ñ íîñèòåëåì

SOx è ôóíêöèåé äîñòîâåðíîñòè



�

( , )
max ( , , )| ( , ) , ,

, ,
x z

x y z x y SO x SO

x SO
y

x

x

�
� �

�

�
�
"

�"

{ }

0

ãäå x X� , z �{ }0 1, . Çäåñü 
( , )x 0 ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê äîñòîâåðíîñòü íåïðèíàäëåæ-

íîñòè x xi i N� �( ) ìíîæåñòâó âåêòîðîâ Øåïëè êîîïåðàòèâíîé èãðû G ñ íå÷åòêèì

ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, à 
( , )x 1 — êàê äîñòîâåðíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè.

Âåêòîð x SOx
* � íàçîâåì ÷àñòíûì çíà÷åíèåì âåêòîðà Øåïëè â êîîïåðàòèâ-

íîé èãðå G ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé ñ äîñòîâåðíîñòÿìè


( , )*x 0 è 
( , )*x 1 ñîîòâåòñòâåííî åãî íåïðèíàäëåæíîñòè è ïðèíàäëåæíîñòè

ìíîæåñòâó âåêòîðîâ Øåïëè.

ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ×ÀÑÒÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÂÅÊÒÎÐÀ ØÅÏËÈ

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

— âûáðàòü ÷èñëî 	 �( , )0 1 , êîòîðîå ñîãëàñíî òåîðåìå 2 õàðàêòåðèçóåò ìàêñè-

ìàëüíóþ äîñòîâåðíîñòü íåïðèíàäëåæíîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ìíîæåñòâó âåêòî-

ðîâ Øåïëè êîîïåðàòèâíîé èãðû G ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé;

— ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî êîàëèöèé � �	 � 	� � �{ }S S| ( ) , èìåþùèõ ñòåïåíü

ïðèíàäëåæíîñòè ê äîïóñòèìûì êîàëèöèÿì íå áîëåå 	 �( , )0 1 ;

— äëÿ êàæäîé êîàëèöèè T �� 	 ðåøèòü çàäà÷ó

(| | )!(| | | | )!( ( ) ) minS N S v S yS

S

� � � � �
�
� 1 1 2

�

(25)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

y xS i

i S

� �
�
� 0, S �� �\ 	 , (26)

y xT i
i T

� %
�
� 0, (27)

x v Ni
i N�
� � ( ) (28)

124 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 3



è çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (25) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (26), (28), à òàêæå óñëîâèè

y xT i
i T

�
�
� 0; ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, îáîçíà÷èì ñîîò-

âåòñòâåííî ( , )( ) ( )x yT T

 
 è ( , )( ) ( )x yT T

� � , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáèðàåì äðóãóþ

êîàëèöèþ — T �� 	 ;

— èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ( , )( ) ( )x yT T

 
 , ( , )( ) ( )x yT T

� � , T �� 	 , âûáèðàåì ðåêîðä-

íîå çíà÷åíèå ( �, � )x y ïî öåëåâîé ôóíêöèè, ò.å. ( �, � )x y �
�


 �arg { }min min ( ), ( )( ) ( )

T

T Tg y g y
�	

.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå îïèñàíû êîíöåïöèÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ Øåïëè â êîîïåðàòèâíûõ èã-

ðàõ ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ êîàëèöèé è ìåòîä åãî ïîñòðîåíèÿ.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîìó ïîäõîäó ýòî ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÍÌÒ-2,

ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè — ïåðåñå÷å-

íèÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ÷åòêèõ ìíîæåñòâ. Îñîáåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

â òîì, ÷òî ýëåìåíòû íîñèòåëÿ ìíîæåñòâà (÷àñòíûå ðåøåíèÿ Øåïëè) õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ äâóìÿ ïîêàçàòåëÿìè: äîñòîâåðíîñòüþ èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó

âåêòîðîâ Øåïëè è äîñòîâåðíîñòüþ íåïðèíàäëåæíîñòè. Ñàì íîñèòåëü ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì ïîäâåêòîðîâ îïòèìàëüíûõ ïî Ñëåéòåðó ðåøåíèé òðåõêðèòåðèàëü-

íîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Ðàçðàáîòàí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ÷àñòíûå

çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ Øåïëè ñ ìàêñèìàëüíîé äîñòîâåðíîñòüþ èõ ïðèíàäëåæíîñ-

òè ìíîæåñòâó âåêòîðîâ Øåïëè è äîñòîâåðíîñòüþ íåïðèíàäëåæíîñòè íå áîëåå

çàäàííîãî ÷èñëà. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òåî-

ðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì äî-

ïóñòèìûõ êîàëèöèé è ìîæåò ãåíåðèðîâàòü íîâûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ äðóãèõ

ïîñòàíîâîê èãðîâûõ çàäà÷ ñ íå÷åòêîé ñòðóêòóðîé.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 06.12.2016

Ñ.Î. Ìàùåíêî, Â.². Ìîðåíåöü
ÂÅÊÒÎÐ ØÅÏË² ÊÎÎÏÅÐÀÒÈÂÍÎ¯ ÃÐÈ Ç ÍÅ×²ÒÊÎÞ ÌÍÎÆÈÍÎÞ
ÄÎÏÓÑÒÈÌÈÕ ÊÎÀË²Ö²É

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæóºòüñÿ âåêòîð Øåïë³ â êîîïåðàòèâí³é ãð³ ç íå÷³òêîþ
ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ êîàë³ö³é. Ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà éîãî çíà÷åíü
º íå÷³òêîþ ìíîæèíîþ òèïó 2 (íå÷³òêà ìíîæèíà, ôóíêö³ÿ íàëåæíîñò³ ÿêî¿
ïðèéìàº íå÷³òê³ çíà÷åííÿ) ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó. Ïîáóäîâàíî ôóíêö³þ íà-
ëåæíîñò³. Åëåìåíòè íîñ³ÿ ö³º¿ ìíîæèíè âèçíà÷åí³ ÿê ÷àñòèíí³ çíà÷åííÿ âåê-
òîðà Øåïë³. Çàïðîïîíîâàíî ïðîöåäóðó ¿õíüî¿ ïîáóäîâè ç ìàêñèìàëüíîþ
äîñòîâ³ðí³ñòþ íàëåæíîñò³ ìíîæèí³ âåêòîð³â Øåïë³ òà äîñòîâ³ðí³ñòþ íåíà-
ëåæíîñò³, ÿêà íå ïåðåâèùóº çàäàíî¿ âåëè÷èíè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íå÷³òêà ìíîæèíà, íå÷³òêà ìíîæèíà òèïó 2, âåêòîð Øåïë³,
êîîïåðàòèâí³ ³ãðè.

S.O. Mashchenko, V.I. Morenets
SHAPLEY VALUE OF A CO-OPERATIVE GAME WITH A FUZZY SET
OF FEASIBLE COALITIONS

Abstract. The present paper investigates Shapley value of a co-operative game
with a fuzzy set of feasible coalitions. It is shown that the set of its values is
a type-2 fuzzy set (a fuzzy set whose membership function takes fuzzy values)
of special type. Furthermore, the corresponding membership function is given.
Elements of the support of this set are defined as particular Shapley values. We
also propose the procedure of constructing these elements with maximal
reliability of their membership and reliability of non membership, not exceeding
a given threshold.

Keywords: fuzzy set, type 2 fuzzy set, Shapley value, co-operative games.
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