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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÃÈÏÎÒÅÇÛ

ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ×ÈÑËÀ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ Â ÑÈÑÒÅÌÅ G I G/ / �

Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÁÎËÜØÎÉ ÇÀÃÐÓÇÊÈ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ G I G/ / � â óñëîâèÿõ áîëü-

øîé çàãðóçêè. Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ñãåíåðèðîâàíû ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðè-

åâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îá àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

êîëè÷åñòâà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Ïðèâåäåíû ÷èñ-

ëåííûå ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, áîëüøàÿ çàãðóçêà, ñòàöèîíàðíîå

ðàñïðåäåëåíèå, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà, àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îäíîé èç âàæíåéøèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñîâðåìåííîé èíôîðìàöèîííîé ñòðóêòóðû

îáùåñòâà ÿâëÿþòñÿ òåëåêîììóíèêàöèîííûå ñåòè. Èõ ðàçâèòèþ, èññëåäîâàíèþ

è âíåäðåíèþ óäåëÿåòñÿ ïîâûøåííîå âíèìàíèå. Íàèáîëåå àäåêâàòíûå ìîäåëè

òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé — ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ôóíêöèî-

íèðóþùèå â óñëîâèÿõ áîëüøîé çàãðóçêè, êîãäà êîëè÷åñòâî ïîñòóïàþùèõ çàÿ-

âîê èñ÷èñëÿåòñÿ ñîòíÿìè. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ âõîäÿùèå ïîòîêè ïðåäïîëàãàþò-

ñÿ ïóàññîíîâñêèìè, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò èññëåäîâàíèå è â ðÿäå ñëó÷àåâ

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû. Â òî æå âðåìÿ äàëåêî íå

âñåãäà ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïîäòâåðæäàþò ïóàññîíîâñêîå ñâîéñòâî âõîäÿ-

ùèõ ïîòîêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè,

àñèìïòîòè÷åñêèå, ïîçâîëÿþùèå ïðè çíà÷åíèÿõ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, áëèçêèõ

ê êðèòè÷åñêèì, ñòðîèòü âåñüìà òî÷íûå îöåíêè èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòå-

ìû. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ñèñòåì

îáñëóæèâàíèÿ â óñëîâèÿõ áîëüøîé çàãðóçêè âíåñëà è óêðàèíñêàÿ øêîëà òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòè [1–8].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ G I G/ / �, ñîñòîÿ-

ùàÿ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îáñëóæèâàþùèõ êàíàëîâ. Îáñëóæèâàíèå íà÷èíàåòñÿ

â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ, âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ B x( ) è êîíå÷íóþ ñðåäíþþ äëèòåëüíîñòü � . Â ñèñòåìó ïîñòóïàåò ðåêóð-

ðåíòíûé ïîòîê òðåáîâàíèé, çàäàâàåìûé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ A x( ) ; � — êî-

íå÷íàÿ ñðåäíÿÿ äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòóïàþùèìè

òðåáîâàíèÿìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ A x( ) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïî-

íåíòó, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ðàáîòû ñèñòåìû.

Ïóñòü B x B x( ) ( / )
( )

�
0

� , ïðè÷åì � � �. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü � �1 è � �� . Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà � îïðåäåëÿåò çàãðóçêó ñèñòåìû.

Åñëè îáîçíà÷èòü � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, òî

åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü [9–11], ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ( ) /� � �� M D èìååò
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àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè � � �. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñ-

ñëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ �
2

-êðèòåðèÿ, à òàêæå êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî

íà ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå (òåîðåìà Ãëèâåíêî), äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû àñèìïòî-

òè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè, êîãäà ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ãåíåðèðóþòñÿ ìåòîäîì

Ìîíòå-Êàðëî. Îïèñàíû ñëîæíûå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè èñïîëüçîâàíèè

óêàçàííûõ êðèòåðèåâ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÃÈÏÎÒÅÇÛ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ

ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÈ �
2
-ÊÐÈÒÅÐÈÅÌ

Ñáîð ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî îðãàíèçóåì òàê æå, êàê îïè-

ñàíî â [12]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ G I G/ / � â ìîìåíòt � 0

íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå (èíà÷å ãîâîðÿ, ýòîò ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-

íî óäàëåííûì îò ìîìåíòà íà÷àëà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû). ×èñëî� òðåáîâà-

íèé, îáñëóæèâàåìûõ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíòàìè èõ ïî-

ñòóïëåíèÿ äî ýòîãî ìîìåíòà è äëèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà

t � 0 , íàïðàâèì âðåìåííó' þ îñü íå â «áóäóùåå», à â «ïðîøëîå». Ìîìåíòû ïî-

ñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé — ýòî ñòàöèîíàðíûé ðåêóððåíòíûé ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {�
1

0( )
, � i i, � 2}, ãäå âñå

{� i , i � 2} èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå A x( ) , à P{ }
( )

�
1

0
� x � �

�

0

1

x

A u du[ ( )] ,

x 	 0 , ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ � �1. Åñëè îáîçíà÷èòü {� i , i �1 2, , }� ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B x( ) , òî êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé � â ñòàöèî-

íàðíûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

� � � � �� 	 
 
 


�

�

� I

n

n n( )
( )

1

1

0

2 � , (1)

ãäå I ( )� — èíäèêàòîð ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ. Öåëü èññëåäîâàíèÿ — ïðî-

âåðèòü, íå ïðîòèâîðå÷àò ëè ÷èñëåííûå äàííûå ãèïîòåçå: ïðè � � � íîðìèðî-

âàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ( ) /� � �� M D èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì n âêëàä ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà (1)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó áåç ñêîëü-íèáóäü çàìåòíîé ïîòåðè òî÷íîñòè ðÿä (1) ìîæ-

íî àïïðîêñèìèðîâàòü ñóììîé
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2 � , W u G u( ) : ( ) }	 	� � �inf { 1 , à 	 —

íåêîòîðûé ïîðîãîâûé óðîâåíü, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé,

êîòîðûìè áóäåì ïðåíåáðåãàòü (íàïðèìåð, 	 �
�

10
7

). Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäîå ñîáû-

òèå { }
( )

� � � �n n	 
 
 

1

0

2 � , n m� ( )	 , èìååò âåðîÿòíîñòü ìåíüøóþ, ÷åì 	 .

Åñëè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ìîäåëèðîâàòü íåçàâèñèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {
( )

�
1

0
, � i , 2 
 
i m ( )	 } è {� i , 2 
 
i m ( )	 }, òî ïî ôîðìóëå

(2) ìîæíî ñòðîèòü íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè {� �
( ) ( )

, ,
1

�

N
} ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

� 	( ) , à òàêæå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè
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Ïîñòðîèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x
N

N

i
i

( )
( )

( )

( )
�

�� �




, i N�1 2, , ,� . (4)

Ââåäåì ãèïîòåçó H 0 : íàáëþäåíèÿ {x
i( )

, i N�1, ,� } — ýòî ðåàëèçàöèè íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 0 è

äèñïåðñèåé 1. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà �
2

-êðè-

òåðèè, à òàêæå êðèòåðèè ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè, ïîçâîëÿþùèé îöåíèòü èçìåíåíèå

ñòåïåíè äîâåðèÿ ê äàííîé ãèïîòåçå ïðè óâåëè÷åíèè � è N .

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H 0 âîñïîëüçóåìñÿ �
2

-êðèòåðèåì Ïèðñîíà. Ýòî íàè-

áîëåå óíèâåðñàëüíûé êðèòåðèé, øèðîêî ïðèìåíÿåìûé íà ïðàêòèêå äëÿ ïðîâåðêè

ðàçíîîáðàçíûõ ãèïîòåç. Îí îñíîâàí íà äèñêðåòèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàå-

ìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â òî æå âðåìÿ ýòîò êðèòåðèé ïðåäîñòàâëÿåò èññëåäîâà-

òåëþ çíà÷èòåëüíóþ ñâîáîäó äåéñòâèé, â ÷àñòíîñòè, ïðè âûáîðå îáëàñòåé, íà

êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ îáëàñòü íàáëþäåíèÿ R � �� 
 �( , ).

Ïóñòü çíà÷åíèÿ � è N ôèêñèðîâàíû. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îáëàñòåé ïðîâåäåì

ïðåäâàðèòåëüíûå N íàáëþäåíèé {�
( )1

, ... , �
( )N

} è ïî ôîðìóëå (3) âû÷èñëèì

�( )N , 

2

( )N . Ïóñòü ngr — íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáëàñòü çíà÷åíèé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � 	( ) ðàçîáüåì íà îáëàñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäóþ

îáëàñòü ïîïàäàëî íå ìåíåå ngr íàáëþäåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ îáëàñòåé

îêàçàëîñü r:

C l1 10 1� { , , , }� , C l li i i� 

�

{ , , }1 1 � , i r� �2 3 1, , ,� ,

C l lr r r� 
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{ , , }1 11 2 � ,

ãäå 0 1 2 1
 � � � � �
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, ãäå U u u k rk k k� �
�

( , ), , ,1 1 � ,

u0 � �� , u l N Nk k� 
 �( , ( )) / ( )0 5 � 
 , k r� �1 1, ,� , ur � 
�. Âû÷èñëèì òåîðå-

òè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � 	( ) â îáëàñòè { }Ck ïðè

óñëîâèè, ÷òî ãèïîòåçà H 0 ñïðàâåäëèâà:

p u1 1� �( ) , p u uk k k� �
�

� �( ) ( )1 , k r� �2 1, ,� , p ur r� �
�

1 1�( ) ,

�( )
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2
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.

Ïóñòü ðàçáèåíèå R íà îáëàñòè ôèêñèðîâàííîå. Ïîñòðîèì íîâûå ðåàëèçàöèè

{ , , }
( ) ( )

� �
1

�

N
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � 	( ) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòü Ck ïîïà-

ëî 
k íàáëþäåíèé, 
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 �� r N . Òîãäà ñîñòàâëÿåì ñóììó Ïèðñîíà
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. (5)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïèðñîíà àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (ïðè N � �)

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �
N

r( )
ÿâëÿåòñÿ �

2
-ðàñïðåäåëåíèåì ñ r �3 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå îáîçíà÷èì W zr�3 ( ) . Ïóñòü � — óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòå-

ðèÿ. Òîãäà ïî òàáëèöàì äëÿ �
2

-ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì ïîðîãîâûé óðîâåíü
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zr�3 ( )� , ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ W zr�
� �3 1( ) �. Åñëè âû÷èñëåíèÿ

ñîãëàñíî (5) ïîêàçàëè, ÷òî

�
N

r

rz
( )

( )

�3 � , (6)

òî ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå íå ïðîòèâîðå÷àò ãèïîòåçå H 0 . Åñëè íå-

ðàâåíñòâî (6) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ñëåäóåò ïðèíÿòü àëüòåðíàòèâíóþ ãèïîòåçó H1.

Åñëè çíà÷åíèÿ � è N ôèêñèðîâàíû, òî ïî îäíîé ñåðèè èñïûòàíèé âåñüìà

ñëîæíî ñóäèòü î òîì, íàñêîëüêî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå áëèçêî ê íîðìàëü-

íîìó. Ïðè îäíèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, íåðà-

âåíñòâî (6) èìååò ìåñòî, à ïðè äðóãèõ — íåò. Ïîýòîìó áîëåå îáúåêòèâíóþ èíôîðìà-

öèþ ìîæåò äàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç K íåçàâèñèìûõ ñåðèé èñïûòàíèé. Âûïîëíå-

íèå íåðàâåíñòâà (6) íàçîâåì «óñïåõîì». Êîëè÷åñòâî óñïåõîâ îáîçíà÷èì 
 �( , , )N K .

Åñëè ãèïîòåçà H 0 ñïðàâåäëèâà, òî ñ âîçðàñòàíèåì � ñëåäóåò îæèäàòü íåóáûâàíèå è


 �( , , )N K ïðè ôèêñèðîâàííûõ N è K. Äàííóþ îñîáåííîñòü íàãëÿäíî äåìîíñòðè-

ðóåò ïðèâåäåííûé äàëåå ÷èñëåííûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ G I G/ / �, îïðåäåëÿåìóþ

ñëåäóþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè:

A x x( ) exp{ ( ) }� � �1
2

� � , B x x( ) exp{ ( ) }� � �1
2

� , x � 0 ,

ãäå � �� / 2 . Â ýòîì ñëó÷àå � �1 è � �1 . Âûáåðåì 	 �
�

10
7

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

â ñóììå (2) îñòàâëåíû ëèøü ñîáûòèÿ, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ íå ìåíåå 	 .

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå êîëè÷åñòâà óñïåõîâ 
 �( , , )N K â çàâèñèìîñòè îò � è N .

Âûáåðåì K �10 . Ïðè ãðóïïèðîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ ôîðìèðîâà-

íèÿ îáëàñòåé â êà÷åñòâå ngr âûáåðåì n Ngr � / 50 . Èíà÷å ãîâîðÿ, âåëè÷èíà

êàæäîé ãðóïïû ïðîïîðöèîíàëüíà îáùåìó êîëè÷åñòâó íàáëþäåíèé, ïðè÷åì êî-

ëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû â �
2

-ðàñïðåäåëåíèè íå ïðåâûñèò 50. Ðåçóëüòàòû

ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1 (óðîâåíü çíà-

÷èìîñòè � � 0 05. ).

Ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè � ñ èçìåíåíèåì N ìîæåò èçìåíÿòüñÿ êîëè÷å-

ñòâî îáëàñòåé, ÷òî îòðàæåíî â ïîñëåäíèõ äâóõ êîëîíêàõ òàáë. 1. Ïðè ôèêñèðî-

âàííîì îáúåìå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ N êîëè÷åñòâî óñïåõîâ ìîíîòîííî íåóáû-

âàåò, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò âûäâèíóòîé ãèïîòåçå: ñ óâåëè÷åíèåì çàãðóçêè

ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëü-

íîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Â òî æå âðåìÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàí-

íûì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè (ïðè ôèêñèðîâàííîì �) êîëè÷åñòâî

óñïåõîâ óìåíüøàåòñÿ. ×òîáû îáúÿñíèòü ýòîò ôåíîìåí îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâà-

åòñÿ àñèìïòîòèêà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì � àñèìïòîòè÷åñêàÿ

îöåíêà pk âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ âî ìíîæåñòâî Ck ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé.
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Ò à á ë è ö à 1 . Çíà÷åíèÿ 
 �( , , )N K êàê ôóíêöèè îò � è N

�

N
r zr � 3 ( )�

10 000 20 000 40 000 80 000 160 000

100 8 3 0 0 0 26 35.17

200 8 6 0 1 0 32; 34 42.56; 44.99

400 9 8 7 4 1 38; 39 49.80; 51,00

800 9 9 8 6 1 35; 37 46.19; 48.60

1 600 9 10 9 8 2 40; 41 52.19; 53.38



Ðàññìîòðèì îòäåëüíîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (5). Åñëè çíà÷åíèå pk ëåæèò

âíóòðè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ öåíòðîì 
k N/ , òî êâàäðàò ðàçíîñòè

( / )
k kN p�
2

ïðîïîðöèîíàëåí 1/ N . Ó÷èòûâàÿ ìíîæèòåëü N ïåðåä ñóììîé, âè-

äèì, ÷òî äàííîå ñëàãàåìîå âíîñèò ëèøü íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä â ñóììó, ñëàáî çà-

âèñÿùèé îò çíà÷åíèÿ N . Ïðè óâåëè÷åíèè N ñóæàåòñÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë è

ïîýòîìó ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü âûõîäà pk çà ïðåäåëû äîâåðèòåëü-

íîãî èíòåðâàëà (ââèäó ñìåùåííîñòè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè). Ó÷åò ìíîæèòåëÿ

N ïåðåä ñóììîé ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì «âûáðîñàì» îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ,

è â ðåçóëüòàòå ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (5) ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâûøàòü ïðåäåëü-

íî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå zr�3 ( )� . Òàê, íàïðèìåð, ïðè N �160000 çíà÷åíèå �
N

r( )

èçìåíÿåòñÿ îò 179.2 äî 297.2 (ïðè � �100) è îò 95.2 äî 145.8 (ïðè � � 200). Ïðè

äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè � çíà÷åíèå �
N

r( )
«â ñðåäíåì» ïðîäîëæàåò óáûâàòü, ÷òî

âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòåçå H 0 .

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÃÈÏÎÒÅÇÛ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÈ

ÊÐÈÒÅÐÈÅÌ ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÌÅÒÐÈÊÈ

Â ñëó÷àå åñëè âûáîðêà {x
i( )

, i N�1, ,� } ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàâèñèìûå ðåà-

ëèçàöèè íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñóùåñòâóåò îáîñíîâàííîå ïðåäïîëî-

æåíèå, ÷òî åå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî äëÿ ïðîâåðêè äàííîé

ãèïîòåçû âïîëíå ïîäõîäèò êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà, îñíîâàííûé íà àñèìïòîòè-

÷åñêîì (ïðè N � �) ðàñïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè ìåæäó ýìïèðè÷åñ-

êèì è ïðåäïîëàãàåìûì ðàñïðåäåëåíèÿìè. Îäíàêî {x
i( )

, i N�1, ,� } â îïðåäå-

ëåííîì ñìûñëå çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñì. (4)), êîòîðûå ìîãóò

ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííîì � ýìïèðè÷å-

ñêîå ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííûì. Òåì íå ìåíåå êðèòåðèé ðàâíî-

ìåðíîé ìåòðèêè âïîëíå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêè ãè-

ïîòåçû î ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñóòü äàííîãî ïîäõîäà

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü X x i N
i

� �{ , , , }
( )

1 � — âûáîðêà, ïîëó÷åííàÿ ñîãëàñíî (4). Ïîñòðî-

èì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Óïîðÿäî÷èâ çíà÷åíèÿ { }
( )

x
i

â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ïîëó÷èì âàðèàöèîííûé ðÿä: y y yr1 2� � �� , ïðè÷åì çíà÷å-

íèå yi â âûáîðêå X âñòðå÷àåòñÿ k i ðàç, k k Nr1 
 
 �� . Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå

� ( ; )

, ,

, , , ,F t X

t y

N
k y t y jN i

i

j

j j�




� 
 �

�


�

0

1
1

1

1

1

åñëè

åñëè � r

t yr

�

	

�

�

�

�

�

�

�

1

1

,

, .åñëè

Ðàçíîñòü ìåæäó ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ è òåîðåòè÷åñêîé

(íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå èìååò âèä

D XN ( ) �

� � � �

��� �
�

 


�

�

�sup

t

N
j r

i

i

j

F t X t
N

k| � ( ; ) ( )| max max�

1
1

1
1

� �( ) , ( )y
N

k yj i

i

j

j

1

1�

� �

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

.
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Åñëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òî åñòåñòâåí-

íî îæèäàòü (òåîðåìà Ãëèâåíêî), ÷òî

lim lim ( )
��� ��

�

N
ND XM 0 . (7)

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ðåàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå

ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòíîøåíèåì (7).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ òåìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè,

÷òî è â ïðèìåðå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X i , i K�1, ,� , — íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X ïðè ôèêñèðîâàííûõ � è N . Â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ

MD XN ( ) âûáåðåì � �( , , ) ( )N K
K

D XN i

i

K

�

�

�

1

1

. Òåíäåíöèÿ ê èçìåíåíèþ

� �( , , )N K ïðè èçìåíåíèè � è N íàáëþäàåòñÿ äàæå äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé K.

Âûáåðåì K �10 . Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâ-

ëåíû â òàáë. 2.

Ïðèâåäåííûå â òàáë. 2 ÷èñëåííûå äàííûå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ñîîòíî-

øåíèþ (7): ñ âîçðàñòàíèåì îáúåìà N âûáîðêè óìåíüøàåòñÿ ñðåäíÿÿ ïîãðåø-

íîñòü àïïðîêñèìàöèè â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå (íî íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ); äàëüíåé-

øåå óáûâàíèå ñðåäíåé ïîãðåøíîñòè íàáëþäàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè çàãðóçêè ñèñ-

òåìû. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå íå

ïðîòèâîðå÷àò ãèïîòåçå îá àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé ïðè � � � .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ñòàòüå äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ G I G/ / � â óñëîâèÿõ áîëüøîé çà-

ãðóçêè èññëåäîâàëàñü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ �
2

-êðèòåðèÿ, à òàêæå êðèòåðèÿ,

îñíîâàííîãî íà ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, äëÿ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû

îá àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

÷èñëà òðåáîâàíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå âàðèàíòû ýòèõ êðèòåðèåâ íå

äàþò îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. ×èñëåííûé ïðèìåð ïîäòâåðäèë âîçìîæ-

íîñòü ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè äëÿ ïðîâåðêè óêàçàí-

íîé ãèïîòåçû äëÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñ êîíêðåòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÀ ÏÅÐÅÂ²ÐÊÀ Ã²ÏÎÒÅÇÈ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÎ¯ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒ²

ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÎÃÎ ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ Ê²ËÜÊÎÑÒ² ÂÈÌÎÃ Ó ÑÈÑÒÅÌ² G I G/ / �

Â ÓÌÎÂÀÕ ÂÅËÈÊÎÃÎ ÇÀÂÀÍÒÀÆÅÍÍß

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ñèñòåìó îáñëóãîâóâàííÿ G I G/ / � â óìîâàõ âåëèêîãî

çàâàíòàæåííÿ. Ñòàòèñòè÷í³ äàí³ çãåíåðîâàíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Äîñë³äæåíî ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ äåÿêèõ ñòàòèñòè÷íèõ êðèòåð³¿â äëÿ ïå-

ðåâ³ðêè ã³ïîòåçè àñèìïòîòè÷íî¿ íîðìàëüíîñò³ ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ âèìîã

ó ñèñòåì³ â ñòàö³îíàðíîìó ðåæèì³. Ðîçãëÿíóòî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ, âåëèêå çàâàíòàæåííÿ, ñòàö³îíàð-

íèé ðîçïîä³ë, ñòàòèñòè÷íà ã³ïîòåçà, àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë, ìå-

òîä Ìîíòå-Êàðëî.

I.N. Kuznetsov

STATISTICAL TESTING OF THE HYPOTHESIS THAT THE NUMBER OF CUSTOMERS

IN QUEUEING SYSTEM G I G/ / � HAS ASYMPTOTICALLY NORMAL DISTRIBUTION

IN HEAVY TRAFFIC

Abstract. The queueing system G I G/ / � in heavy traffic is considered.

Statistical data are generated due to Monte Carlo simulation. The author

considers the possibility of applying some statistical criteria to test the

hypothesis that the number of customers has asymptotic normal distribution in

steady state. Numerical examples are considered.

Keywords: queueing system, heavy traffic, steady-state distribution, statistical

hypothesis, asymptotically normal distribution, Monte Carlo method.
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