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Àííîòàöèÿ. Â ðàçâèòèå èäåé àêàäåìèêà Á.Í. Ïøåíè÷íîãî ðàññìîòðåíà ëè-
íåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ñáëèæåíèÿ ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè.
Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðàñòÿæåíèè âðåìåíè è
îðèåíòèðîâàííàÿ íà ñèòóàöèþ, êîãäà êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà íå
èìååò ìåñòà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ãàðàíòèðîâàííîãî
âðåìåíè ñáëèæåíèÿ. Ïðèâåäåí èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèÿ ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè, äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà,
èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàç-
íîñòü Ìèíêîâñêîãî, óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè ìîåãî ó÷èòåëÿ, âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòè-

êà è êèáåðíåòèêà, àêàäåìèêà ÍÀÍ Óêðàèíû Áîðèñà Íèêîëàåâè÷à Ïøåíè÷íîãî,

êîòîðîìó â àïðåëå 2017 ãîäà èñïîëíèëîñü áû 80 ëåò [1, 2]. Îí ÿâëÿåòñÿ ñîçäà-

òåëåì óêðàèíñêîé øêîëû ïî íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà è òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð. Îáëàäàÿ âûñî÷àéøèì àíàëèòè÷åñêèì ìàñòåðñòâîì è

èñêëþ÷èòåëüíîé èíòóèöèåé, Á.Í. Ïøåíè÷íûé ðàçðàáîòàë ðÿä ýôôåêòèâíûõ

ìåòîäîâ [3, 4], ÷òî ïðèíåñëî åìó ìèðîâóþ èçâåñòíîñòü.

Çàäà÷è, êîòîðûå ñòàâèë Áîðèñ Íèêîëàåâè÷ ïåðåä ñâîèìè ó÷åíèêàìè, íåðåä-

êî âïîñëåäñòâèè ïåðåðàñòàëè â íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Îäíî èç íèõ ñâÿçàíî ñ ýô-

ôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ èíôîðìàöèè è ïðèíöèïîì ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè, à òàêæå èõ

èñïîëüçîâàíèåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñáëèæåíèÿ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, íå

ïîääàþùèõñÿ ïðÿìîìó ïðèìåíåíèþ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ [5–11].

Â ðóñëå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ èãðîâàÿ çàäà÷à î âû-

âîäå òðàåêòîðèè êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñò-

âî â ñëó÷àå, êîãäà îíî èìååò öèëèíäðè÷åñêèé âèä [12], à ïðîòèâîáîðñòâóþùèå

ñòîðîíû èñïîëüçóþò èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ [13]. Çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ åùå è

òåì, ÷òî êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðîöåññû ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, â êîñìè÷åñ-

êèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ òèïà êîììèâîÿæåðà, ñâÿçàííûõ ñ öå-

ëåðàñïðåäåëåíèåì è óïðàâëåíèåì äâèæóùèìèñÿ îáúåêòàìè [14].

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ôóíê-

öèè ðàñòÿæåíèè âðåìåíè è ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çàâåð-

øåíèÿ èãðû çà êîíå÷íîå ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ.

Ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå èãðû ñ äèíàìèêîé ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÈÃÐÎÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÁËÈÆÅÍÈß

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, äèíàìèêà êîòîðîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå R n îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

�z Az u� � � �, z z( )0 0� , (1)

ãäå A — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, u u t� ( ) è � �� ( )t — âåêòîðû óïðàâ-

ëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ è óáåãàþùåãî ñîîòâåòñòâåííî.
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Èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ, öåëü êîòîðîãî — ñ ïî-

ìîùüþ âûáîðà ñâîåãî óïðàâëåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ âûâåñòè òðàåêòîðèþ îáúåêòà

èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z0 íà çàäàííîå òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * ïðè ëþáîì

óïðàâëåíèè óáåãàþùåãî. Ìíîæåñòâî M * èìååò öèëèíäðè÷åñêèé âèä:

M M M* � �0 ,

ãäå M 0 — ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, M — íåïóñòîé êîìïàêò èç L — îðòî-

ãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê M 0 â R n . Îáîçíà÷èì � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî

ïðîåêòèðîâàíèÿ èç R n â L .

Óïðàâëåíèÿ íîñÿò èìïóëüñíûé õàðàêòåð è âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äåëüòà-

ôóíêöèè Äèðàêà [15]:

u t u ti i

i

( ) ( )� �
�

�

� � �
0

, � � � �( ) ( )t ti i

i

� �
�

�

�
0

,

ãäå âåêòîðû ui , � i âûáèðàþòñÿ èãðîêàìè â ìîìåíòû âðåìåíè � i , � i ih� , h� 0,

i � 0 1 2, , , .. . , è ïðèíàäëåæàò êîìïàêòàì U è V ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèå óïðàâëå-

íèÿ èãðîêîâ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè â èãðå.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1) àääèòèâíî âõîäÿò îáîáùåííûå

ôóíêöèè. Ñîãëàñíî [16] ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ ïðåñëåäîâàòåëÿ è óáåãàþ-

ùåãî ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè z0 , îíî

åäèíñòâåííî è àáñîëþòíî íåïðåðûâíî íà îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ ( , ( ) )ih i h�1 ,

i N� 	0 , N — ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íà L â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò

âðåìåíè T ïðè íàëè÷èè ñêà÷êîâ óïðàâëåíèÿ ui , � i â ìîìåíòû � i ih� , i n� 0 1, , ..., ,

u Ui � , � i V� , èìååò âèä

� � � � �z T e z e u eAT A n i h
i

i

n
A n i h

i

i

n

( ) ( ) ( )� � ��

�

�

�
� �0

0 0

, (2)

n i i N ih T� � 	 
max , :{ }0 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïèñàííàÿ èãðà ñáëèæåíèÿ ìîæåò áûòü îêîí÷åíà â êîíå÷-

íûé ìîìåíò T , åñëè ïðåñëåäîâàòåëü ñ ïîìîùüþ âûáîðà ñêà÷êîâ óïðàâëåíèÿ ui ,

i n� 0 1, , ..., , â ìîìåíòû � i ih� , i n� 0 1, , ..., , ìîæåò âûâåñòè òðàåêòîðèþ èãðû (2)

íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * â ìîìåíò âðåìåíè T ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì

óïðàâëåíèè óáåãàþùåãî.

Â ïåðâîì ïðÿìîì ìåòîäå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [12], êàê è â îñíîâíîé ñõåìå ìå-

òîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [17], â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé ïðåñëåäîâàòåëÿ

ïðèìåíÿþòñÿ êîíòðóïðàâëåíèÿ ïî Êðàñîâñêîìó [18].

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ ãåîìåòðè÷åñêîãî âû÷èòàíèÿ ìíîæåñòâ

Ìèíêîâñêîãî [12]

X Y z z Y X X y
y Y

* : ( )� � � � ��
�

{ } , X R n� , Y R n� .

Óñëîâèå 1 (óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà): � �e U e VAih Aih* 
� � � 	i N0 .

Ýòî óñëîâèå îòðàæàåò ïðåèìóùåñòâî ïðåñëåäîâàòåëÿ íàä óáåãàþùèì â ðå-

ñóðñàõ óïðàâëåíèÿ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ èãðû. Â ðàáîòå [13] ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ 1 âûâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çàâåðøåíèÿ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëü-

íîé èãðû ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè çà êîíå÷íîå âðåìÿ íà îñíîâå ìåòîäà

ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [17].
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå, åñëè

óñëîâèå 1 íå âûïîëíåíî. Îí îñíîâàí íà èäåå ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâà-

òåëÿ ïî óïðàâëåíèþ ïðîòèâíèêà â ïðîøëîì [19] è ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïðèíöèïà

ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè [10] äëÿ ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñ èìïóëüñíûìè

óïðàâëåíèÿìè â ðàìêàõ ñõåìû ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [12] .

ÔÓÍÊÖÈß ÐÀÑÒßÆÅÍÈß ÂÐÅÌÅÍÈ. ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÎÊÎÍ×ÀÍÈß ÈÃÐÛ

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì I i( ), i N� 	0 , ôóíêöèåé ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè, åñëè

îíà ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: I ( )0 0� ; I i( ) � 0 ,

I i i( ) � , i N� ; I i I i( ) ( )1 2� , i i1 2� .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

W i e U e VAih Ajh

j I i

I i

( ) *

( )

( )

�
�

� �

�� �
1 1

, i N� 	0 , (3)

ãäå I i I i( ) ( )� � �1 1 , i N� 	0 , êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè I i( ).

Óñëîâèå 2. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè I i( ) òàêàÿ, ÷òî

W i( ) 
� � � 	i N0 . (4)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå âûïîëíåíî óñëîâèå 2, à òàêæå ñó-

ùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî i N1 0� 	 , ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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Òîãäà èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z0 èãðà ìîæåò áûòü çàâåðøåíà â ìîìåíò âðå-

ìåíè ( ( ) )I i h1 1� ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè ïðîòèâíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì i I i i0 1 1� �( ) . Î÷åâèäíî, ÷òî i0 1� . Èç óñëî-

âèÿ 2 (ñì. (4)) è ïðåäïîëîæåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò âåêòîðû ui
0 ,

u Ui
0 � , i i� �0 1 2 10, , , ..., , òî÷êà m , m M� , è ñåëåêòîðû � ( )i , � ( ) ( )i W i� (ñì. (3)),

òàêèå, ÷òî
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Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ (2) ñèñòåìû (1) íà L â ìîìåíò âðåìåíè ( ( ) )I i h1 1� ïðè

ôèêñèðîâàííûõ ñêà÷êàõ óïðàâëåíèÿ ui
0 , i i� �0 1 2 10, , , ..., , è ïðîèçâîëüíûõ âåê-

òîðàõ óïðàâëåíèÿ ui , u Ui � , i i i I i� �0 0 11, , ..., ( ), è � i , � i V� , i I i� 0 1 2 1, , , ..., ( ) ,

ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî
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Ïî àíàëîãèè ñ [20] ïðåäñòàâèì ïîñëåäíèé ÷ëåí ôîðìóëû (7) â âèäå äâîéíîé

ñóììû:
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Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîäðîáíî ðàñïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (9):
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîãî ÷ëåíà âíåøíåé ñóììû (i � 0) â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà ó÷èòûâàëîñü, ÷òî I i I i( ) ( )1 11 1� � � ïðè ôèêñèðîâàííîì i0 .

Ïåðåïèøåì ðåøåíèå (7) ñ ó÷åòîì ôîðìóë (8), (9):

� � � �z I i h e z e u eAT A I i i h
i

i

i
A

(( ( ) ) )
( ( ) ) (

1 0

0

1

1 1

0

� � � ��

�

�

� i i h
i i

i

i

u1

0

1

0

�
�

�
� �)

� �

� � � � �

� �

� �e
A I i j h

j

j I i I i i

I i I i i
( ( ) )

( ) ( ( ))

( ) ( )
1

1 1

1 1

1 1

��
�i

i

0

1

. (10)

Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè ih, i i� �0 1 2 10, , , ..., , ïðåñëåäîâàòåëü èñïîëüçóåò

ñêà÷êè óïðàâëåíèé ui
0 . Ïðåäïèøåì ïðåñëåäîâàòåëþ â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû ih ,

i i� 0 , i I i0 11� , ..., ( ), I i i i( )1 0 1� � , âûáèðàòü ñêà÷êè óïðàâëåíèÿ èç ðàâåíñòâà

�e u
A i i h

i i
( )1

0

�
� �

�

� � � � �

� �

� �e
A I i j h

j

j I i I i i

I i I i i
( ( ) )

( ) ( ( ))

( ) ( )
1

1 1

1 1

1 1

� � �� ( )i i1 , (11)

ãäå

�( ) ( )i i W i i1 1� � � , W i i e U e V
A i i h A I i j h

j I i I i i

( ) *
( ) ( ( ) )

( ) ( (

1
1 1

1 1

� � � �

� � � �

� �
1 1

1 1

))

( ) ( )

�

� � �

�
j I i I i i

.

Êàê âèäèì, ïåðâûå âåêòîðû ñêà÷êîâ ui
0 , i i� �0 10, ,� , ìîãóò âûáèðàòüñÿ â

íà÷àëå èãðû. Ïðè âûáîðå ñêà÷êîâ óïðàâëåíèÿ â êàæäûé ïîñëåäóþùèé ìî-
ìåíò âðåìåíè ( )i i h0 � , i i� 0 1 2 1, , , ..., , ïðåñëåäîâàòåëü èñïîëüçóåò èíôîðìà-
öèþ î ñêà÷êàõ óïðàâëåíèÿ ïðîòèâíèêà â ïðîøëîì, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðå-
ìåíè ( ( ) ( ( )) )I i I i i h1 1 1 1� � � � äî ìîìåíòà ( ( ) ( ))I i I i i h1 1� � âêëþ÷èòåëüíî.

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (11) â ðåøåíèå (10), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (6) ïîëó÷èì,
÷òî � z I i m( ( ) )1 1� � , m M� .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðåñëåäîâàòåëü âûáèðàåò óïðàâëåíèå îïèñàííûì âûøå
ñïîñîáîì, òî ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ óáåãàþùåãî èãðà áóäåò çàâåð-
øåíà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ( ( ) )I i h1 1� . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò
âðåìåíè T , ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

� �e z e UAT A T ih

i

I i i

0

0

11 1

�
�

�

�
�

�

�

�
�
��

�

� �

� ( )
( )

� � � � � �

�

�

M e U e V
A T I i i h A T I i j h

j I i

I i

� �( ( ( ) ) ) ( ( ( ) ) )

( )

(

*1 1

1 1

0

1 )�

�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

i

i

,
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ãäå i i i N I i h T1 � � 
max , : ( ){ }, à ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ íå-

ïóñòîé. Òîãäà èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z0 èãðà ìîæåò áûòü çàâåðøåíà â ìî-

ìåíò âðåìåíè T , I i h T I i h( ) ( ( ) )1 1 1
 � � , ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè

ïðîòèâíèêà.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿ-

åòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ò.å. M M* � 0 , âûïîëíåíî óñëîâèå 2, ïðè÷åì 0�W i( )

� � 	i N0 , è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T , T � 0 , ïðè êî-

òîðîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

� �e z e UAT A T ih

i

I i i

0

0

11 1

�
�

�

�
�

�

�

�
�
��

�

� �

� ( )
( )

� �e U e VAih Ajh

j I i

I i

i

i

*

( )

( )

�

� �

�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

�

1 1

0

1

,

ãäå i i i N I i h T1 � � 
max , : ( ){ }.

Òîãäà ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò çàêîí÷èòü èãðó â ìîìåíò âðåìåíè T ,

I i h T I i h( ) ( ( ) )1 1 1
 � � , ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè ïðîòèâíèêà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñâîåé öåëè ïðåñëåäîâàòåëü ñòðîèò

ñâîå óïðàâëåíèå ñïîñîáîì, îïèñàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

ÏÐÈÌÅÐ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âñòðå÷å îáúåêòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ äèíàìèêó

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ:

��x a x u� � �2 � , x R n� , (12)

��y b y� � �2 �� , y R n� . (13)

Çäåñü x è y — ãåîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îáúåêòîâ; u è � — âåêòîðû óïðàâ-

ëåíèÿ, || ||u � 1, || ||� � 1; � è � — ñèëîâûå êîýôôèöèåíòû; a è b — ñîáñòâåí-

íûå ÷àñòîòû ñèñòåì [21]; a, b, �, � — ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Çàäàíû íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè îáúåêòîâ x x( )0 0� , �( ) �x x0 0� ,

y y( )0 0� , �( ) �y y0 0� .

Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

z x1 � , z x2 � �, z y3 � , z y4 � �

ïåðåõîäèì îò ñèñòåì (12), (13) âòîðîãî ïîðÿäêà ê ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà
âèäà (1):

�z z1 2� ,

�z a z u2
2

1� � � � ,

�z z3 4� ,

�z b z4
2

3� � � � �

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè z x z x1 0 2 00 0( ) , ( ) �� � , z y z y3 0 4 00 0( ) , ( ) �� � .

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà íîâîé ñèñòåìû èìååò ôîðìó

e

at E
a

at E O O

a at E at E O O

O O bt E

At �

� �

� � �

�

cos sin

sin cos

cos

1

1

b
bt E

O O b bt E bt E

sin

sin cos

�

� � �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

,

ãäå O è E — êâàäðàòíûå íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî.



Â ïðåîáðàçîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ôàçîâûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ

âåêòîð z z z z z� ( , , ),1 2 3 4 , à îáëàñòè óïðàâëåíèé ïðèíèìàþò âèä

U O S O O� ( )� , V O O O S� ( )� ,

ãäå S , S R n� , — øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì â ýòîé

èãðå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî M 0 , M 0 � R n4 :

M z z z z z z R z zn
0 1 2 3 4

4
1 3� � � �{ }( , , , ), : ,

à îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ èìååò âèä � � �( )E O E O . Åñëè � z T( ) � 0 , ãäå

� z z z� �1 3 , òî â ìîìåíò âðåìåíè T ïðîèñõîäèò âñòðå÷à îáúåêòîâ.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè I i( ) , i N� 	0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèþ 2. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ýòî óñëîâèå ïðèîáðåòàåò âèä

� �

a
aih S

b
bjh S

j I i

I i

| sin | * sin

( )

( )

�

� �

� 
�
1 1

, i N� 	0 . (14)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (14) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî

ñîîòíîøåíèå
� �

a
aih

b
bjh

j I i

I i

| sin | sin

( )

( )

�
�

� �

�
1 1

, i N� 	0 . (15)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîäðîáíî èññëåäóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé h � � 	 
� . Ïðè íå÷åò-

íûõ i , ò.å. ïðè i �1 3, , .. ., ñîîòíîøåíèå (15) ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

� �
� 	

a b
bj a

j I i

I i

�
�

� �

�sin

( )

( )

2

1 1

. (16)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

sin |sin | (

( )

( )

( )

( )

bjh bjh I i

j I i

I i

j I i

I i

�

� �

�

� �

� �� � �
1 1 1 1

1) ( )� I i .

Ïîýòîìó åñëè ïàðàìåòðû èãðû ñâÿçûâàåò ñîîòíîøåíèå

� 	 �a b� / , (17)

òî âûáîð

I i I i( ) ( )� � �1 1 , i �1 3, , .. ., (18)

îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (16).

Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè, ïîëîæèì I ( )0 0� . Ïðè

i � 0 è ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ i ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (15) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò.å.

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sin

( )

( )

bj
aj I i

I i
�

2
0

1 1

�

� �

� � . (19)

Ïðè ïîäñòàíîâêå i � 0 â ôîðìóëó (19) ïîëó÷èì

sin

( )

bj
aj

I
�

2
0

0

1 1

�

�

� � . (20)

Âûáåðåì èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîäõîäÿùåå, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåí-

ñòâó (20), çíà÷åíèå I ( )1 òàêîå, ÷òî I ( )1 1 0� � ââèäó ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàñòÿæå-

íèÿ âðåìåíè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî I ( )1 — íå÷åòíî. Òîãäà ñóììà â ðàâåíñòâå (20) ñîñòîèò

èç I ( )1 1� (÷åòíîãî) ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Âûáîð I ( )1 èç ðàâåíñòâà

b I
a

( ( ) )1 1
2

2� �
�

�

îáðàùàåò ýòó ñóììó â íóëü ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè ñèíóñà. Òàêèì

îáðàçîì,

I a b( ) /1 1 4� � (21)

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (20). Ïîñêîëüêó I ( )1 — íå÷åòíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî

4a b/ äîëæíî áûòü ÷åòíûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòðû èãðû:

2a b N/ � . (22)

Ñëó÷àé, êîãäà I ( )1 — ÷åòíîå, çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òàê êàê åãî âû÷èñëå-

íèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ i , i N�
( , ,i � 2 4 ...), ðàâåíñòâî (19) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÷èñåë I i( ) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

b I i I i
a

( ( ) ( ))� � �1
2

2
�

� .

Îñþäà ïîëó÷àåì

I i I i a b( ) ( ) /� � �1 4 , i � 2 4, , .. . (23)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ èãðû (17),

(22). Òîãäà ôîðìóëû (18), (21), (23) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ I i( ) ,

i N� 	0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ (15) è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèþ (14).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåíÿÿ ýòè ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

I ( )0 0� , I a b( ) /1 1 4� � , I a b( ) /2 2 4� � , I a b( ) /3 2 8� � , I a b( ) /4 3 8� � , …

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ I i( ) , i N� 	0 , óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðå-

áîâàíèÿì, ïåðå÷èñëåííûì â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿõ îáúåêòîâ ( , � )x x0 0 ,

( , � )y y0 0 , || ||x y0 0 0� � , ïðåñëåäîâàòåëü, ñòðîÿ ñâîå óïðàâëåíèå îïèñàííûì â äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû ñïîñîáîì, ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî îñóùåñòâèòü âñòðå÷ó îáúåê-

òîâ â íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T . Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè
�

2a
i ,

i i� �0 1 10, , ,� , ïðåñëåäîâàòåëü íå èñïîëüçóåò ñêà÷êè óïðàâëåíèÿ, ò.å. ui
0 0� .

Òîãäà, êàê âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòà-

òî÷íî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ìîìåíòà âðåìåíè T , ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

sin sin cos � cos �aT x bT y
a

aT x
b

bT y� � � � � � � �0 0 0 0
1 1

�
�

�
�

�

�
��

�

�
�

�

�
�

�

�

� �

�
� � � �

a
ak

a b
b j

aj I k

I k

sin sin

( )

( )

2 2

1 1

�

�
�

�

�

�
�

�
�
k

i

0

1

, (24)

ãäå i i i N ih T1 0� � 	 
max{ , : } .

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñâåðõó îãðàíè÷åíà âå-

ëè÷èíîé

|| || || || || � || || � ||x y
a

x
b

y0 0 0 0
1 1

� � � .
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Êàê ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè I i( ) , i N� 	0 , è ïðåäïîëîæåíèÿ (17),

åãî ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä ñóììû:

� �

a b

k

k

i

�
�

�
�

�

�
�

��

�
�

�

�
�

�
�

1

1

2
,

ãäå [ ]� îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Ïî ìåðå ðîñòà i , i N� , ïðè åãî ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ ýòà ñóììà îñòàåòñÿ íåèç-

ìåííîé, à ïðè êàæäîì íå÷åòíîì çíà÷åíèè óâåëè÷èâàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî
� �

a b
� (ñì. (17)), ñòðåìÿñü ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè i �� . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T , ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (24), ÷òî

îçíà÷àåò âñòðå÷ó îáúåêòîâ (12), (13): x T y T( ) ( )� , ãäå I i
a

T I i
a

( ) ( ( ) )1 1
2

1
2

� �
� 
 � .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ ëèíåéíîé äèô-

ôåðåíöèàëüíîé èãðû ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè íà îñíîâå ïðèíöèïà ðàñòÿ-

æåíèÿ âðåìåíè áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà. Ïðè

ýòîì óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê

öåëè. Â ïðèâåäåííîì èëëþñòðàòèâíîì ïðèìåðå ýòè óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

ïðîñòûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû èãðû.
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G.Ts. Chikrii
ON THE TIME EXTENSION IN DIFFERENTIAL GAMES WITH IMPULSE CONTROLS

Abstract. In the development of ideas of B.N. Pshenichnyi, the paper considers
a linear differential game with impulse controls. A research technique is
proposed, which is based on time extension and oriented to the case where the
classical Pontryagin condition does not hold. Sufficient conditions for the
finiteness of the guaranteed approach time are obtained. An illustrative example
is given.

Keywords: function of the time extension, differential game, impulse control,
set-valued mapping, Minkowski’ geometric difference, Pontryagin’s condition.
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