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Àííîòàöèÿ. Äëÿ íåâûïóêëûõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âû÷èñëåíèå îöåíîê çíà÷åíèé ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íà îñíîâå ëàã-
ðàíæåâûõ ðåëàêñàöèé èñõîäíûõ çàäà÷. Íà ãðàíèöå äîïóñòèìîé îáëàñòè îöå-
íî÷íîé çàäà÷è åå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè è ïëîõî îáóñëîâëåííûìè,
÷òî íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íà âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû.
Äëÿ ó÷åòà óêàçàííûõ îñîáåííîñòåé ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä, îñíîâàííûé
íà èñïîëüçîâàíèè êîíè÷åñêèõ ðåãóëÿðèçàöèé âûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.
Îí ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè,
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ çà-
äà÷è è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷è êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè, ëàãðàíæåâà ðåëàêñà-
öèÿ, óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû, êîíè÷åñêàÿ ðåãóëÿ-
ðèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïàìÿòè âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî â îáëàñòè ìàòåìà-

òè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, îäíîãî èç îñíîâàòåëåé òåîðèè íåäèôôåðåíöèðóåìîé

îïòèìèçàöèè — àêàäåìèêà ÍÀÍ Óêðàèíû Íàóìà Çóñåëåâè÷à Øîðà. Â ýòîì

ãîäó åìó èñïîëíèëîñü áû 80 ëåò. Îäèí èç ðàçäåëîâ åãî íàó÷íîãî íàñëåäèÿ

ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì îáùåãî êëàññà çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè (ìàê-

ñèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ). Äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ îöåíîê çíà÷åíèé ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ â òàêèõ çàäà÷àõ ïðèìåíÿþòñÿ

ëàãðàíæåâûå ðåëàêñàöèè (íàïðèìåð, [1, 2]), à òàêæå SDP-ðåëàêñàöèè (ðåëàêñà-

öèè ê çàäà÷àì ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) [3], êîòîðûå â íåêîòî-

ðîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû [4, 5]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëàãðàíæåâûõ ðåëàêñàöèé

ôîðìèðóþòñÿ îöåíî÷íûå çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ,

äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè íåïîëîæèòåëüíîé îïðå-

äåëåííîñòè ëèíåéíî çàâèñÿùèõ îò íèõ ìàòðèö ôóíêöèé Ëàãðàíæà. Âî âíóò-

ðåííèõ òî÷êàõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèè îöåíî÷íûõ çàäà÷ íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû è ïðèíèìàþò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Íà ãðàíèöå îáëàñòè îò-

ðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýòè ôóíêöèè ðàçðûâíû (ïðè íàëè÷èè ïîëîæè-

òåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ��), à âáëèçè ãðàíèöû ìàò-

ðèöû ôóíêöèè ïëîõî îáóñëîâëåíû (êîëè÷åñòâî áëèçêèõ ê íóëþ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë ìîæåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà). Â äàííîé ñòàòüå

ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ïîäõîäû ó÷åòà ýòèõ îñîáåííîñòåé, îñíîâàííûå íà èñïîëü-

çîâàíèè êîíè÷åñêèõ ðåãóëÿðèçàöèé âûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè [6, 7].

Â ðàçä. 1 îïèñûâàþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè è åå

ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè. Â ðàçä. 2 äàí îáçîð ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Â ðàçä. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå êîíè÷åñêèõ ðåãóëÿ-

ðèçàöèé, èçëîæåííûõ â [6], äëÿ èñïîëüçóåìûõ îöåíî÷íûõ çàäà÷, äâîéñòâåííûõ ê

èñõîäíîé çàäà÷å êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè. Â ðàçä. 4 ïðèâîäÿòñÿ íîâûå ðåçóëü-

òàòû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû îäíîìåðíîãî ïî-
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èñêà ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíè÷åñêèõ ðåãóëÿðèçàöèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Ýòè ðåçóëüòàòû èäåéíî áëèçêè àëãîðèòìó «ãðàíè÷íîãî îðàêóëà», ââåäåííîìó

â [8]. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýôôåêòèâíûå ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé è

ñóáãðàäèåíòîâ ðåãóëÿðèçîâàííîé îöåíî÷íîé çàäà÷è.

1. ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÅ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È È ÎÖÅÍÊÈ
ÈÕ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Ïîñòàíîâêà êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

K K R n* ( ),� �sup 0 x x , (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

K i mi ( ) , , ,x � �0 1 1� ; K j m Nj ( ) , , ,x � � �0 11 � , m N1 � , (2)

ãäå K ci i i i( ) , ,x A x x l x� � 	 � � 	 � , A i — ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, l i — âåêòîðû

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, c Ri � , i N�{ }0 1, , ,� .

Ê âèäó çàäà÷è (1), (2) ñâîäèòñÿ ðÿä îáùåèçâåñòíûõ çàäà÷, ê êîòîðûì

îòíîñÿòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîé äîïîëíèòåëüíîñòè, êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíè-

ÿõ, çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ è óïàêîâêè, ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ (íàïðè-

ìåð, çàäà÷è ðàñêðàñêè è ðàçáèåíèÿ ãðàôîâ, íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñè-

ìîãî ìíîæåñòâà, ìàêñèìàëüíîãî k-êëàáà è ò.ï.). Êðîìå òîãî, ê êâàäðàòè÷íûì çà-

äà÷àì ñâîäèòcÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîëèíîìèàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

(â êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è âñå ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé ïîëèíîìèàëüíûå),

ðåøåíèå ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âåùåñòâåííûìè è áóëåâûìè

ïåðåìåííûìè è ò.ä.

Çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþò ëàãðàíæåâóþ ðåëàêñàöèþ ýòîé

çàäà÷è ïî âñåì îãðàíè÷åíèÿì. Îòìåòèì, ÷òî ïîä ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèåé

ïðîèçâîëüíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

f f f i I f i Ii
LQ

i
EQ* ( ) : ( ) , , ( ) , ,� � � � �inf{

x
x x x0 0 0

g j J g j Jj
LQ

j
EQ( ) , , ( ) ,x x� � � �0 0 }

â îáùåì ñëó÷àå ïîíèìàþò çàäà÷ó âèäà

f f u f u f
U

i i

i I

i i

i I
LQ E

* ( ) ( ) ( )� � �


�
�


�� � �
�

�sup inf
u x

x x x0
Q

� :

g j J g j Jj
LQ

j
EQ( ) , ( ) ,x x� � � �
�
�
�

��
0 0 ,

ãäå U u i I u i Ii
LQ

i
EQ� � � � ��� � �� �{ }u: , , ,0 .

Âïåðâûå òåðìèí «ëàãðàíæåâà ðåëàêñàöèÿ» áûë ïðåäëîæåí Äæåîôôðèî-

íîì [9] ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Çàïèøåì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ çàäà÷è (1), (2)

�( ) ( , )u x u
x

�
�
sup

R n

L , (3)

ãäå

L K u K ci i

i

N

( , ) ( ) ( ) ( ) , ( ), ( )x u x x A u x x l u x u� � � � 	 � � 	 �
�
�0

1

,

A u A A( ) � �
�
�0

1

ui i

i

N

, l u l l( ) � �
�
�0

1

ui i

i

N

, c c u ci i

i

N

( )u � �
�
�0

1

.
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Ïóñòü U u u u i mN i
� � � � �{ }u ( , , ): , , ,1 10 1� � , T — ìíîæåñòâî äîïóñòè-

ìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2), u � �U , òîãäà

�( ) ( , ) ( , ) ( ) *u x u x u x
x x x

� � � �
� � �
sup sup sup

R T Tn

L L K K0 .

Ïîëîæèì D ( )D — ïîäìíîæåñòâî R N , ñîñòîÿùåå èç òàêèõ u � �U , ÷òî A u( )

ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé (ñîîòâåòñòâåííî íåïîëîæèòåëüíî-

îïðåäåëåííîé) ìàòðèöåé,

D u u u i mN i= { }u A u u: ( ( )) , ( , , ) : , , ,max� � � � �0 0 11 1� � , D D� cl .

Çäåñü � max ( ( ))A u — ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A u( ). Åñëè

u �D , òî �( )u � ��. Â êà÷åñòâå îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ K * èñïîëüçó-

åòñÿ âåëè÷èíà [2]

� � �* ( ) ( )� �
� ��
inf inf

u u
u u

U D
. (4)

Çàäà÷à (4) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü u �D, x u( ) — ðåøåíèå çàäà÷è (3). Âåêòîð x u( ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû óðàâíåíèé

2 0A u x l u( ) ( )� � . (5)

Îòñþäà x u A u l u( ) ( ) ( )� � �1

2

1 , �( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),u A u l u l u u x u� � � 	 � � ��1

4

1

2

1 c

l u u( ) ( )	 � c .

Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà D ôóíêöèÿ �( )u íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìà è ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ãðàäèåíò g u� ( ) ôóíêöèè �( )u â òî÷êå

x x u� ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [2]

g u K x u� ( ) ( ( ))� , (6)

ãäå K x( ) — âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Ki ( ),x
i N�1, ,� , ôîðìèðóþùèå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2).

Íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà D ôóíêöèÿ �( )u ìîæåò ïðèíèìàòü êàê êîíå÷íûå çíà-

÷åíèÿ, òàê è çíà÷åíèÿ ��. Îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè �( )u âáëèçè ãðàíè-

öû ìíîæåñòâà D íàêëàäûâàþò îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì

àëãîðèòìàì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4).

2. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äîïóñòèìàÿ îáëàñòü

äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ D u u uN i� � � �{u A u u: ( ( )) , ( , , ) : ,max� 0 01 �

i m�1 1, ,� } â çàäà÷å (4) íàõîæäåíèÿ äâîéñòâåííîé îöåíêè ñîäåðæèò âíóòðåí-

íèå òî÷êè. Ïðè u � �D Dint ( ) âíóòðåííÿÿ çàäà÷à (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà-

÷ó ìàêñèìèçàöèè ñòðîãî âîãíóòîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, ðåøåíèå êîòîðîé

x u x u
x

( ) max ( , )�
�

arg
R n

L îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé 2 0A u x l u( ) ( )� � . Âíåøíÿÿ çàäà÷à (4), êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé äâîéñòâåííîé ôóíêöèè �( )u íà âûïóêëûõ

îãðàíè÷åíèÿõ äâóõ òèïîâ:

a) U u u u i mN i
� � � � �{ }u ( , , ) : , , ,1 10 1� � — îòðèöàòåëüíîñòü äâîéñòâåí-

íûõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿì-íåðàâåíñòâàì;
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á) { } { }u A u u A u: ( ) : ( ( ))max�� � �0 0� — íåïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü

ìàòðèöû A u( ), ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåïîëîæèòåëüíîñòè åå ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííî-

ãî ÷èñëà � max ( ( ))A u � 0, ôóíêöèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé èç ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåãëàäêîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð

àëãîðèòìû ñóáãðàäèåíòíîãî òèïà èëè ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé.

Ðàçíûå àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáàìè ïðîâåðêè è ó÷åòà îãðàíè÷åíèé çà-

äà÷è. Íàïðèìåð, ïðîâåðêó óñëîâèÿ á) ìîæíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà

Ñèëüâåñòðà [10], ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî èëè äðóãîé ïðîöåäóðû ðàçëîæåíèÿ ìàò-

ðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé âûäåëåíèþ ïîëíûõ êâàäðàòîâ [2, c. 93], íàõîæäåíèÿ

ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà [11, 12]. Ñðåäè ñïîñîáîâ ó÷åòà ìîæíî íà-

çâàòü èñïîëüçîâàíèå áàðüåðíûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé � �0 / ( ( ))max A u (ñì., íàïðè-

ìåð, [11]), ãäå �0 — äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêæå ìîæíî íà

êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè äâèæåíèè ïî íàïðàâëåíèþ äðîáèòü

øàã, ÷òîáû âñåãäà îñòàâàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè { }u A u: ( ) � 0 (ñì. [2, c. 97], ýòîò

ñïîñîá áûë ðåàëèçîâàí ïðè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ â [13]). Â [12] ïðè-

ìåíÿëñÿ r-àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé øàãà äëÿ ìèíèìèçàöèè øòðàôíîé

ôóíêöèè

�( )
( ), ( ) ,

( ( ))max

u
u A u

A u
�
�

�

�

åñëè

â ïðîòèâíîì ñëó àå

� 0

� .



�



Îãðàíè÷åíèÿ à) ìîæíî ó÷èòûâàòü, ïðèìåíÿÿ áàðüåðíûå øòðàôíûå ôóíêöèè

� i i

i

m

u/

�
�

1

1

[11], ãäå � i , i m�{ }1 1, ,� , — äîñòàòî÷íî ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,

øòðàôíûå ôóíêöèè â ôîðìå ôóíêöèè ìàêñèìóìà �S ui imax ,{ }0 , ãäå S i — äîñòà-

òî÷íî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à òàêæå èñïîëüçóÿ â ôóíêöèè Ëàãðàíæà

ìîäóëü äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ L( , | | )x u� [12] è ò.ä. Êðîìå òîãî [14], îãðàíè-

÷åíèÿ ýòîãî òèïà ìîæíî èñêëþ÷èòü çàìåíîé óñëîâèé â âèäå íåðàâåíñòâ íà ðà-

âåíñòâà, äîáàâëÿÿ â êàæäîå èç íèõ êâàäðàò âñïîìàãàòåëüíîé ïåðåìåííîé. Òàêæå

â [14] îïèñàí ïîäõîä, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé çàäà-

÷è îáùåãî âèäà (1), (2) ê îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå

âíóòðåííåé çàäà÷è òðèâèàëüíî: x 0* � , ãäå 0 — íóëåâîé n-ìåðíûé âåêòîð. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëèðîâêó äâîéñòâåííîé SDP-ðåëàêñàöèè èñõîäíîé êâàä-

ðàòè÷íîé çàäà÷è, ê êîòîðîé ýôôåêòèâíî ìîæíî ïðèìåíÿòü êàê ìåòîäû ïîëóîïðå-

äåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê è ìåòîäû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð,

â [14] çàäà÷à ñâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òî÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèè ê áåçóñëîâíîé çà-

äà÷å ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè).

Äàëåå ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå îáùèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, êîòîðûå

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. ×òîáû íå ñóçèòü âîç-

ìîæíîñòè òåõ èëè èíûõ ïðåäñòàâëåíèé èñõîäíîé çàäà÷è, áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè

f f
T

* min ( )�
�x

x , T R n� — äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è, g x( ) — ïðîèçâîëüíûé

ñóáãðàäèåíò öåëåâîé ôóíêöèè f ( )x â òî÷êå x.

Cóáãðàäèåíòíûé ìåòîä. Â ñëó÷àå óñëîâíîé îïòèìèçàöèè èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé:

x x
g x

g x
k T k k

k

k

h� � �
�

�
��

�

�
��1 �

( )

| | ( )| |
, hk � 0, hk � 0, hk

k

� �
�

�

�
1

,
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ãäå �T ( )x — îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî T . Îòìåòèì âîçìîæ-

íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàíòîâ, êîãäà ÷àñòü îãðàíè÷åíèé ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ øòðàôîâ â öåëåâîé ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêòèâíîå ìíîæåñòâî

ðàñøèðÿåòñÿ. Â ñëó÷àå ñâåäåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé íå-

ãëàäêîé îïòèìèçàöèè ïðîöåäóðà ïðîåêöèè èñêëþ÷àåòñÿ.

Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïåðåä íà÷àëîì

î÷åðåäíîé èòåðàöèè îïòèìóì ëîêàëèçîâàí â ýëëèïñîèäå ñ öåíòîì â òî÷êå x k .

Åñëè x k ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóáãðàäèåíòà öåëå-

âîé ôóíêöèè ñòðîèòñÿ îòñåêàþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü è âîêðóã îñòàâøåéñÿ ÷àñòè

ýëëèïñîèäà îïèñûâàåòñÿ íîâûé ýëëèïñîèä ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøåãî îáúåìà.

Åñëè æå â òî÷êå x k íàðóøåíî îãðàíè÷åíèå çàäà÷è, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòñåêàþ-

ùåé ãèïåðïëîñêîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñóáãðàäèåíò ê ýòîìó îãðàíè÷åíèþ.

Ñõåìû ýòèõ äâóõ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèìè. Òå-

îðåòè÷åñêèå îöåíêè èõ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íåâûñîêèå. Íà ïðàêòèêå èõ ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì îöåíêàì äàæå òîãäà, êîãäà ïðè-

ìåíÿþòñÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè î÷åíü ïðîñòûõ ôóíêöèé. Äàëåå ðàññìîòðèì àëãîðèò-

ìè÷åñêèå ñõåìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå ãèáêèìè, ÷åì ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä è

ìåòîä ýëëèïñîèäîâ.

r-àëãîðèòì. Èäåÿ ýòîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ ñîñòîèò â øàãå ïî àíòèñóá-

ãðàäèåíòó â ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷åííîì èç ïðîñòðàíñòâà íà ïðåäûäóùåì øàãå, êî-

òîðîå ðàñòÿíóòî ïî ðàçíîñòè ñóáãðàäèåíòîâ, âû÷èñëåííûõ â òåêóùåé è ïðåäûäó-

ùåé òî÷êàõ. Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë âàðèàíò àëãîðèòìà ñ àäàïòèâ-

íîé ðåãóëèðîâêîé øàãà [2, 12, 15], êàê îáëàäàþùèé áûñòðîé ïðàêòè÷åñêîé

ñõîäèìîñòüþ è ñïîñîáíîñòüþ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðîòèâîñòîÿòü îâðàæíîñòè.

Âundle-ìåòîäû. Äëÿ àëãîðèòìîâ ýòîãî êëàññà õàðàêòåðíî èñïîëüçîâàíèå íà

òåêóùåé èòåðàöèè èíôîðìàöèè, ñîáðàííîé íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Èõ ìíîæåñòâî

äîñòàòî÷íî ìíîãîîáðàçíî, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðèìåðà îãðàíè÷èìñÿ ðåêóððåíòíîé

ôîðìóëîé îäíîãî èç íèõ — ìåòîäà Êåëëè:

x x g x x x
x

k
T i k

i k if�
� � �

� � � � 	1
1

arg min(max ( ( ) ( ), )).

Êðîìå ðàññìîòðåííûõ âûøå àëãîðèòìîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îñîáåííîñòè

çàäà÷è (4), â ÷àñòíîñòè èçâåñòíîå ñâîéñòâî âçàèìîñâÿçè äâîéñòâåííûõ îöåíîê è

SDP-ðåëàêñàöèé â êâàäðàòè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ [5, 16]. Âìåñòî âû÷èñëåíèÿ

îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè (çàäà÷à (4)) ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è

ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê ïîëó÷åííóþ ïóòåì SDP-ðåëàêñàöèè,

òàê è äâîéñòâåííóþ ê íåé, î êîòîðîé óæå óïîìèíàëîñü âûøå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, èñïîëüçó-

þùèå ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè [16, 17], êîòîðûå îáëàäàþò êàê ïðàêòè÷åñêîé,

òàê è òåîðåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòüþ [17].

Ìåòîäû âíóòðåííèõ òî÷åê. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìíîãîîîáðàçèå àëãî-

ðèòìîâ äàííîãî êëàññà, îãðàíè÷èìñÿ íàèáîëåå îáùèì îïðåäåëåíèåì èç [18], ñî-

ãëàñíî êîòîðîìó ìåòîäû âíóòðåííèõ òî÷åê îáúåäèíÿþò «ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ

îïòèìèçàöèè, îñóùåñòâëÿþùèõ óëó÷øåíèå ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè, ñîñòîÿùåé

èç âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì-íåðàâåíñòâàì â ñòðîãîé ôîðìå».

Â [19] ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ äâîéñòâåííîãî ìåòîäà âíóòðåííåé

òî÷êè, êîòîðûé ìîæíî îòíåñòè ê äâîéñòâåííûì àôôèííî-ìàñøòàáèðóþùèì ìå-

òîäàì. Îïèñàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé ëèíåéíîé çàäà÷è ïîëó-

îïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äâîéñòâåííîãî áàðüåðíî-ïðîåêòèâíîãî ìåòî-

äà, ïðåäëîæåííîãî ðàíåå äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [20]. Åãî ìîæ-

íî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê äâîéñòâåííûé àíàëîã ïðÿìîãî ìåòîäà èç [21].
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Ãëàâíàÿ öåëü [19] — ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåíåñåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî äâîéñòâåííîãî

ìåòîäà èç [20] íà çàäà÷è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå íàðóøàåò åãî

ñõîäèìîñòè, îäíàêî ýòî ïðîèñõîäèò ïðè äîñòàòî÷íî æåñòêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäè-

ìîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Îñòðîâñêîãî, â êîòîðîé ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå àëãîðèòìè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Êàê èçâåñòíî,

íå âñåãäà îáîáùåíèÿ ìåòîäîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ëèíåéíûå çàäà÷è

ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ñõîäèìîñòü [22].

Ìåòîäû ñèìïëåêñíîãî òèïà. Â [23] ïðåäëîæåíî äîâîëüíî óíèâåðñàëüíîå

îáîáùåíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìûìè â ôîðìå

ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ çàäà÷ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ñ ïðîèçâîëüíûìè çàìêíóòûìè âûïóêëûìè êîíóñàìè îáîáùåíèå ñèìïëåêñ-ìåòî-

äà ðàññìàòðèâàëîñü â [24]. Â [25] ïðåäëîæåí ìåòîä àôôèííî-ìàñøòàáèðóþùåãî

òèïà, â êîòîðîì äîïóñêàëñÿ âûõîä íà ãðàíèöó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è, ñëåäî-

âàòåëüíî, äâèæåíèå ïî åãî ãðàíÿì, à òàêæå ïåðåõîä ñ îäíîé ãðàíè íà äðóãóþ.

Â [26] ðàññìîòðåí âàðèàíò ïðÿìîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà, àíàëîãè÷íûé èñïîëü-

çóåìîìó â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè äëÿ ïåðåõîäà èç îäíîé êðàéíåé òî÷êè

â äðóãóþ. Îñíîâíîå âíèìàíèå â ýòîé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ ïåðåõîäó â íåðåãóëÿðíîì

ñëó÷àå, ò.å. êîãäà êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà ìîæåò íå ñîâïàäàòü

ñ êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ â êðàéíåé òî÷êå, ðàâíîìó òàê íàçûâàåìîìó «òðåóãîëü-

íîìó» ÷èñëó (÷èñëó ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, ðàñïîëîæåííûõ íà äèàãî-

íàëè è ïîä íåé).

HR-àëãîðèòì. Â [8] ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ SDP-çàäà÷,

îñíîâàííûé íà èäåÿõ, èñïîëüçóþùèõ ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî îðàêóëà, ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ è îöåíêó öåíòðà òÿæåñòè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìîé îáëàñòè

ïàðàìåòðîâ. Ýòîò ïîäõîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà äðóãèå òèïû çàäà÷ âûïóêëîé

îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü z0 — íà÷àëüíàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ âíóòðè îáëàñòè D. Èç òåêóùåé òî÷êè

zi íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî ðàâíîìåðíî íà åäèíè÷íîé ñôåðå,

ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ ïðÿìàÿ z ri it� è îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè åå ïåðåñå÷å-

íèÿ ñ ãðàíèöåé îáëàñòè D. Ñëåäóþùàÿ HR-òî÷êà zi�1 âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî ðàâ-

íîìåðíî íà ïîëó÷åííîé õîðäå. Â [27, 28] äîêàçàíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ñôîðìèðî-

âàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ îáðàçóåò äèñêðåòíóþ ìàðêîâ-

ñêóþ öåïü, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ýðãîäè÷íîñòè, òàê

÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà zi ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíî ðàâíîìåðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Ïðàêòè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ êîëè÷åñòâîì ãåíåðèðóåìûõ

HR-òî÷åê, òèïîì èõ óñðåäíåíèÿ (àíàëèçà äëÿ îöåíèâàíèÿ öåíòðà òÿæåñòè), âûáî-

ðîì íà÷àëüíîé òî÷êè äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â äîïóñòèìîé îáëàñòè

Dk íà k-ì øàãå àëãîðèòìà, âûáîðîì òî÷êè íå ñëó÷àéíî ðàâíîìåðíî íà õîðäå, à

ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ.

Äàííûé ïåðå÷åíü àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íåïîëíûì è äàåò ëèøü ïðåä-

ñòàâëåíèå î ìíîãîîáðàçèè ïîäõîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé

îöåíêè. Íåñìîòðÿ íà äîìèíèðóþùåå â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðå-

øåíèÿ SDP-çàäà÷ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ýôôåê-

òèâíîé êàê òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ïðàêòè÷åñêîé ñõîäèìîñòüþ, â ðÿäå ñëó÷àåâ ìî-

ãóò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû. Íàèáîëåå ÷àñòî

ïðèâîäèìûå äîâîäû — ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè, âîçìîæíîñòü ó÷åòà ñïåöèàëüíîé

ñòðóêòóðû çàäà÷è è èñïîëüçîâàíèÿ ñõåì ðàçëîæåíèÿ â ñëó÷àå êâàçèáëî÷íîé

ñòðóêòóðû, ïðèìåíèìîñòü äëÿ äðóãèõ òèïîâ çàäà÷ íåãëàäêîé âûïóêëîé îïòèìè-

çàöèè, âûñîêàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ïðè íåáîëüøèõ ðàçìåðàõ çàäà÷è è äð.
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3. ÊÎÍÈ×ÅÑÊÀß ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÂÛÏÓÊËÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì ïîäõîä, â êîòîðîì äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ

îãðàíè÷åíèÿìè ôîðìèðóåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè,

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ

ïåðåìåííûõ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà íà

ãðàíèöå è âíå äîïóñòèìîé îáëàñòè. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îáîáùàåò ðåçóëüòà-

òû, èçëîæåííûå â [6], è ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåâàòü ñëîæíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è (4).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

� �* ( )� inf u (7)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

h( )u � 0, (8)

ãäå u �R n , �, :h R Rn �  ��{ } — âûïóêëûå çàìêíóòûå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì C R hn� � �{ }u u: ( ) 0 . Åñëè ìíîæåñòâî C îïèñûâàåòñÿ ñîâîêóï-

íîñòüþ îãðàíè÷åíèé, ò.å. C R h i mn
i� � � �{ }u u: ( ) , , ,0 1 � , ïîëàãàåì h( )u �

� �max ( ) : , ,{ }h i mi u 1 � .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: int domC � �; åñëè u ïðèíàäëå-

æèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà C, òî h( )u � 0.

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Çàäàíà äîïóñòèìàÿ òî÷êà u 0 �C òàêàÿ, ÷òî h( )u 0 0� .

Íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà C ôóíêöèÿ � ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà (çíà÷åíèå

ôóíêöèè � ìîæåò áûòü ðàâíî ��).

Èç çàìêíóòîñòè ôóíêöèè � ñëåäóåò, ÷òî åñëè u ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíî-

æåñòâà C è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u k C� int , k �1,� , òàêîé, ÷òî

u uk � ïðè k � ��, âûïîëíÿåòñÿ lim ( )
k

k

��
� ��� u , òîãäà u �dom �.

Â ðàáîòå [6] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî C — îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

C � dom �. Äëÿ îöåíî÷íûõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè ìíîæåñòâî C ìî-

æåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì, íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà C çíà÷åíèå ôóíêöèè � ìîæåò

áûòü ðàâíî ��. Ïîëó÷åííûå â [6] ðåçóëüòàòû íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà

ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé. Äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1, òåîðåì 1–4 ïîâòîðÿþò äîêà-

çàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé â [6].

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ÷èñëî E � �( )u 0 . Îáîçíà÷èì F íàäãðàôèê ôóíêöèè

� íà ìíîæåñòâå C:

F R C� � ! �{ }( , ) : ( )� � �u u .

Ïîëîæèì z u z� � !( , ),� R R n . Ðàññìîòðèì êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó K( )E íàä-

ãðàôèêà F ñ âåðøèíîé â òî÷êå z u
E

E0 0� ( , ):

K {( ) : , ( ), , }E R R Fn
E E

� � ! � � � � �v v v z z z z0 0 0� � .

Ìíîæåñòâî K( )E âûïóêëî (ïîñêîëüêó âûïóêëûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî F ), îäíà-

êî îíî ìîæåò áûòü íåçàìêíóòûì (íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî C íå îãðàíè÷åíî,

à � — ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ).

Îáîçíà÷èì K( )E çàìûêàíèå ìíîæåñòâà K( )E . Ìíîæåñòâî K( )E ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê íàäãðàôèê íåêîòîðîé âûïóêëîé ôóíêöèè. Ýòó ôóíêöèþ îáîçíà-

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 5 73



÷èì � E ( )u è íàçîâåì êîíè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè � íà

ìíîæåñòâå C. Ôóíêöèÿ � E ( )u
îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå

R n è ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷å-

íèÿ ïðè ëþáûõ u. Ïðèìåð êîíè-

÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè

�( )u ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ìíî-

æåñòâî C îãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè u �R n ,

u u" 0 , íà ëó÷å, âûõîäÿùåì èç

òî÷êè u 0 è ïðîõîäÿùåì ÷åðåç u,

íàéäåòñÿ òî÷êà u, u �C (âîçìîæ-

íî, íå îäíà) , òàêàÿ, ÷òî

� �( ) ( )u u� E . Îáîçíà÷èì �E ( )u

òàêóþ òî÷êó, áëèæàéøóþ ê u 0 .

Åñëè ìíîæåñòâî C íå îãðàíè÷åíî, òàêîé òî÷êè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

Ïîëîæèì

� E
E E( )

| | ( ) | | , ( ) ,u u u u� �

��

� �
0 åñëè ñóùåñòâóåò

â ïðîòèâíîì ñëó àå;�



�
�


�

	
� �

� �
E

E

E

( )
( ), | | | | ( ),

( ), | | | |
u

u u u u

u u u
� � �

� �

åñëè

åñëè

0

0
E ( ).u



�
�


�

Ëåììà 1. Ïóñòü òî÷êà u �R n , u u" 0 , òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà �E ( )u ,

òîãäà

� �E E

E

E E( ) ( ( ( )) )
| | | |

| | ( ) | |
u u

u u

u u
� � �

�

�
�

�

0

0
. (9)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: íàéòè

	 	E E
nR* ( ) :� �inf { }u u . (10)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü E � � * , òîãäà 	 �E
* *� .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1, 2 è E � �( )u 0 . Òîãäà

	E
nR R: � — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷ó (10) íàçîâåì êîíè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé èñõîäíîé çàäà÷è (7), (8).

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà â àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ îïòè-

ìèçàöèîííûõ çàäà÷ äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû ýôôåêòèâíûå ïðîöåäóðû âû÷èñëå-

íèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè 	E ( )u è åå ñóáãðàäèåíòîâ (�-ñóáãðàäèåíòîâ).

Îáîçíà÷èì #� ( , )u p ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè � â òî÷êå u �C ïî íàïðàâëåíèþ p .

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà u1, ïîëîæèì p
u u

u u
�

�

�

1 0

1 0| | | |
, t * �

� �| | ( ) | |�E u u1 0 ; åñëè òî÷êè �E ( )u1 íå ñóùåñòâóåò, ïîëàãàåì t * � ��.
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Ðèñ. 1. Êîíè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè �( )u ;
1 — ôóíêöèÿ �( )u ; 2 — ôóíêöèÿ �E ( )u ; a, u1 —
òî÷êè ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé �( )u è �E ( )u ;
ìíîæåñòâî C — îòðåçîê [ , ]a b

�

E

2

1

a b
u

u 0 u1



Ñëåäóÿ ðàáîòå [6], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

t t
t E

t
t t t C* �

� �
� # � � � �



�
�



sup :

( )
( , ), 0, int

0
0 0�

�
u p

u p p u p
�

�
�
�

��
. (11)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü òî÷êà u1 òàêàÿ, ÷òî u u� �E ( )1 — âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíî-

æåñòâà C. Òîãäà â òî÷êå u ñóùåñòâóåò ñóáãðàäèåíò g ôóíêöèè �, äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

�( )u g u u� � � � 	E , 0 , (12)

è âåêòîð g åñòü ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè � E â òî÷êå u1 (â òî÷êå u).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1, 2, òî÷êà u1 — òàêàÿ, ÷òî

u u� �E ( )1 ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà C, òîãäà

1) u �dom �,

2) � � 	 "g u u uh ( ), 0 0 è âåêòîð

g g u
u g u u u

g u u u
g u� �

� � � � 	

� � 	
�

��
( )

( ) ( ),

( ),
( )

E

h

h

0

0

åñòü ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè � E ( )u â òî÷êå u1 (â òî÷êå u), ãäå g u� ( ), g uh ( ) —

ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèé � è h â òî÷êå u.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà çíà÷åíèå � * íåèçâåñòíî. Â ñâÿçè

ñ ýòèì âåëè÷èíà E óòî÷íÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10). Ïðè ïîëó÷åíèè

äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ~u çàäà÷è (7), (8) òàêîãî, ÷òî �(~ )u � E, ïîëàãàåì

E B� ��(~ )u , ãäå B � 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà B ÷èñëî òàêèõ

óòî÷íåíèé áóäåò êîíå÷íî.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 	E â ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå u äîëæíà ðåøàòüñÿ çàäà÷à îäíîìåðíîãî ïîèñêà (11), ÷òî â ñëó÷àå

îáùåé çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò òðóäîåì-

êîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè �.

4. ÊÎÍÈ×ÅÑÊÀß ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÎÖÅÍÎ×ÍÎÉ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Îñíîâíûì ñîäåðæàíèåì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ñâîéñòâ îöåíî÷íîé

êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è (4), ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì

îäíîìåðíîãî ïîèñêà äëÿ çàäà÷è (11). Òðóäîåìêîñòü òàêîãî àëãîðèòìà îêàçûâà-

åòñÿ ñîèçìåðèìîé ñ òðóäîåìêîñòüþ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè �.

4.1. Çàäà÷ó (4) ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå: íàéòè

� �* ( ) :� �inf { }u u D , (13)

ãäå D u u u i mN i� � � � �{ }u A u u: ( ( )) , ( , , ), , , ,max� 0 0 11 1� � . Ôóíêöèÿ �( )u

îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3).

Ïóñòü çàäàíû òî÷êà u 0 òàêàÿ, ÷òî � max ( ( ))A u 0 0� , è ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

u1 �R N . Ðàññìîòðèì òî÷êè u u u u( ) ( )t t� � �0 1 0 , ðàñïîëîæåííûå íà ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè u 0 è u1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: A A u0 0� ( ), A A u1 1� ( ), l l u0 0� ( ), $l l u l u� �( ) ( ),1 0

c c0 0� ( )u , $c c c� �( ) ( )u u1 0 ,
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A u A A A( ( )) ( )t t� � �0 1 0 ,

l u l l u l u l l( ( )) ( ( ) ( ))t t t� � � � �0 1 0 0 $ ,

c t c t c c c t c( ( )) ( ( ) ( ))u u u� � � � �0 1 0 0 $ .

Äëÿ u u u u( ) ( )t t� � �0 1 0 , u u A u( ) : ( ( ))maxt � �{ }� 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (5)

ïðèíèìàåò âèä

( ( )) ( )A A A x l l0 1 0 01

2
� � � � �t t$ .

(14)

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [29]), ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

�A A0 1, ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà �A 0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî

# � �T A T I( )0 , # �T A T B1 , (15)

ãäå I — åäèíè÷íàÿ, B — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöû.

Ïóñòü ìàòðèöà T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (15). Ïîëàãàÿ x Ty� , óðàâíå-

íèå (14) ïðèâåäåì ê âèäó ( ( )) ( )� � � � # �I B I y
1

2
T l It = t0 $ èëè

( ( ) ) ( ), , , ,� � � � � � �1 1
1

2
10B t y t i nii i i i� �$ �

ãäå �
0 0� #T l % $� � #T l$ � a &i

0 , $&i , y i ni , , ,�1 � , — êîìïîíåíòû âåêòîðîâ �
0 ,

$� , y.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ u u A u( ) : ( ( ))maxt � �{ }� 0 èìååì ïðîñòûå ïðàâèëà

îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà x u( ( ))t è âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè � �( ) ( ( ))t t� u :

x u Ty( ( )) ( )t t� , ãäå y t
t

B t
i ni

i i

ii

( )
( )

( ( ) )
, , ,� �

�

� � �
�

� �0

2 1 1
1

$
� , (16)

� �
� �

( ) ( ( ))
( )

( ( ) )
t t

t

B t
c ti i

iii

n

� � �
�

� � �
� �

�
�u

1

4 1 1

0 2

1

0$
$c. (17)

Äëÿ ãðàäèåíòà g u� ( ) ôóíêöèè �( )u â òî÷êå x x u� ( ( ))t â ñîîòâåòñòâèè ñ (6)

èìååì

g u K x u� ( ( )) ( ( ( )))t t� .

Ïîëîæèì

t B B i nii iimax min / ( ): , , , }� � � � �{1 1 1 1 � ,

åñëè { }i B i nii: , , , }� � � �'1 1 � , òî tmax � �,

t B B i nii iimin max / ( ): , , , }� � � � �{1 1 1 1 � ,

åñëè { }i B i nii: , , ,� � � �'1 1 � , òî tmin � ��.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü t t tmin max� � , òîãäà � max ( ( ( )))A u t � 0. Åñëè

tmax � �, òî � max max( ( ( )))A u t � 0.

Àíàëîãè÷íî èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå äëÿ tmin .
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü i B B i nii ii
* min / ( ) : , , ,� � � � �arg { }1 1 1 1 � , òîãäà

lim
( )

( ( ) )

,

max max

* *

* *,t t t t

i i

i i

t

B t� �

�

� � �
�

& &0 2

1 1

0
$

åñëè

â ïðîòèâíîì ñëó àå.

& &
i i

t
* *max ,0 0� �

��



�
�


�

$

�

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ

i Bii
* max / ( ) :� �arg {1 1 B i nii � � �1 1, , ,� }.

Îáîçíà÷èì I B B i nii ii
* min / ( ) : , , ,� � � � �arg { }1 1 1 1 � .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü tmax � �, lim ( )
max max,t t t t

t
� �

� �� , ò.å. & &i it0 0� �max$ , i I� * .

Ïîëîæèì

y t
t

B t
i Ii

i i

ii

( )
( ( ) )

,max
max

max

*� �
�

� � �
�

& &0

2 1 1

$
, (18)

äëÿ i I� * çíà÷åíèÿ y ti ( )max îïðåäåëèì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òîãäà âåêòîð

x u Ty( ( )) ( )max maxt t� åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (13) ïðè u u� ( )maxt .

Äîêàçàòåëüñòâî. C ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïðèâåäåì ôóíêöèþ Ëàã-

ðàíæà L t( , ( ))maxx u ê âèäó

L t t t( , ( )) ( ( )) , ( ),max max maxx u A A A x x l l x� � � � 	 � � � 	0 1 0 0 $ � � �c t c0
max$

� � � � � 	 � � � 	 � �( ( )) , ( ),max max maxI B I y y yt t c t c� �
0 0$ $ .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ( ))max� � � �1 1 0t Bii , & &i it0 0� �max$ , i I� * , ò.å. îò ïåðåìåí-

íûõ y i Ii , *� , ôóíêöèÿ L t( , ( ))maxx u íå çàâèñèò, è çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ îïòèìàëü-

íîñòè îòíîñèòåëüíî îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 5 îïðåäåëÿåò ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) â òî÷êàõ íà ãðàíè-

öå (� max ( ( ))A u � 0) ìíîæåñòâà D , â êîòîðûõ ôóíêöèÿ �( )u ïðèíèìàåò êîíå÷íûå

çíà÷åíèÿ. Ïîêàæåì, ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1 èç [30], ÷òî òàêèå ðåøå-

íèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþò ñóáãðàäèåíòû g u� ( ( ))maxt ôóíêöèè �( )u :

g u K x u� ( ( )) ( ( ( )))max maxt t� . (19)

Çäåñü, êàê è â (6), K x( ) — âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

Ki ( )x , i N�1, ,� , ôîðìèðóþùèå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2).

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè u R N� èìååò ìåñòî

� �( ) ( ( )) ( ( ( )), ) ( ( ( )), (max max max mau u x u u x u u� � �t L t L t t x )).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �( )u ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, òî

� �( ) ( ( )) ( ( ), ) ( ( ( )), ( ))max max maxu u x u u x u u� � � �t L L t t

� �L t L t t( ( ( )), ) ( ( ( )), ( ))max max maxx u u x u u .

Çäåñü x u( ) — ðåøåíèå çàäà÷è (3) ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè âåêòîðà u. Åñëè

�( )u � �, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Äàëåå,

L t L t t u u ti i( ( ( )), ) ( ( ( )), ( )) ( ( )max max max maxx u u x u u� � � ) ( ( ( )))maxK ti

i

N

�
� �

1

x u
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� � � � �
�
� ( ( )) ( ( ( ))) ( )), ( (max max maxu u t K t ti i i

i

N

1

x u u u K x u ( )))maxt 	,

îòêóäà ñëåäóåò (19).

4.2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷è (13) ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ çàäàííîé íà÷àëüíàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà u 0 òàêàÿ, ÷òî � max ( ( ))A u 0 0� .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè u1 �R N íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó �E ( )u1 íà ëó÷å, âû-

õîäÿùåì èç òî÷êè u 0 è ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó u1, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî �(� �E E( )) (u1 � � E ( ))u1 . Çäåñü � E ( )u — êîíè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

ôóíêöèè � íà ìíîæåñòâå D . Äëÿ ïîèñêà òàêîé òî÷êè íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó

îäíîìåðíîãî ïîèñêà (11), êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì (17) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

t t
t E

t
t t t u t i mi

*
max:

( )
' ( ), , ( ) , , ,�

�
� � � � �



�



sup
�

� 0 0 1 1�
�
�
�

. (20)

Ôóíêöèÿ �( )t ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, è çàäà÷à (20) ìîæåò áûòü ðåøåíà äîñòàòî÷-

íî ýôôåêòèâíî. Â ñëó÷àå t * � � ôóíêöèÿ � E ( )u íå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåãóëÿðèçà-

öèè èñõîäíîé çàäà÷è (13) âäîëü ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè u 0 è u1.

Íàèáîëåå òðóäîåìêèì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (20) ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòðè-

öû T, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (15). Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè �( )u íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü óñëîâèå � max ( ( ))A u � 0, ÷òî ñîèçìåðèìî ïî

òðóäîåìêîñòè ñ ïîñòðîåíèåì ìàòðèöû T. Òàêèì îáðàçîì, òðóäîåìêîñòè âû÷èñëå-

íèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé �( )u è 	E ( )u îêàçûâàþòñÿ ñîèçìåðèìûìè.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ñóáãðàäèåíòîâ ôóíêöèè � E ( )u .

Åñëè t t*
max� � �, u ti ( )* � 0, i m�1 1, ,� , òî ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè � E ( )u

â òî÷êå u ( )*t îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 ðåøåíèåì x u( ( ))*t , êî-

òîðîå çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (16).

Åñëè t t*
max� � �, u ti ( )* � 0, i m�{ }1 1, ,� (òî÷êà u ( )*t ëåæèò íà ãðàíèöå

ìíîæåñòâà { }u : , , ,u i mi � �0 1 1� ), òî ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè � E ( )u â òî÷êå u ( )*t

îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.

Â ñëó÷àå t t*
max� � � ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè � E ( )u â òî÷êå u ( )*t îïðåäåëÿ-

åòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü t t*
max� � �, u ti ( )* � 0, i m�1 1, ,� . Òîãäà ñóùåñòâóåò

âåêòîð y * *( , , , )� �y i ni 1 � , óäîâëåòâîðÿþùèé êâàäðàòè÷íîìó óðàâíåíèþ

�� 	 � � 	 � �y y T l y0, ,' c E0 (21)

è ñîîòíîøåíèÿì (18) òåîðåìû 5. Ïðè ýòîì âåêòîð x Ty* *� ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è (3) ïðè u u� ( )*t , à âåêòîð ( ( ))*Ki i
Nx �1

ÿâëÿåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì

ôóíêöèè � E ( )u â òî÷êå u ( )*t . Çäåñü ìàòðèöà T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ ñóáãðàäèåíòà g �

ôóíêöèè � â òî÷êå u ( )*t âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

� �( ( )) , ( )* *u g u ut E t� � � � 	0 , (22)
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òî âåêòîð g � åñòü ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè � E â ýòîé òî÷êå. Ñóáãðàäèåíòû g �

â òî÷êå u ( )*t îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè x * çàäà÷è (3) ïðè u u� ( )*t , ò.å.

g K x x� � � �( ) ( ( ))* *Ki i
N

1
, îòêóäà

�( ( )) ( ), ( )* * *u K x u ut E t� � � � 	0 . (23)

Ðåøåíèÿ x * â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

x Ty* *� , ãäå ìàòðèöà T è âåêòîð y * óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.

Ïóñòü x * — ðåøåíèå çàäà÷è (3) ïðè u u� ( )*t , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (23). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî � � 	 � � � 	 �g u u K x u u� , ( ) ( ), ( )* * *t t0 0

� � � �L t L t L( , ( )) ( , ) ( ( )) ( , )* * * * *x u x u u x u0 0� . Ñ ó÷åòîì (22) ïîëó÷àåì

L E( , )*x u 0 � . Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî

L x u c( , ) ( ) , ( ), ( ) ,* * * * * *0 0 0 0 0� � 	 � � 	 � � � 	 � �A u x x l u x u A x x l x0 0, * 	 � c .

Ïðîâåäÿ çàìåíó x Ty* *� è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà T óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (15), ïîëó÷àåì L c( , ) , ,* * * *x u y y T l y00 0� �� 	 � � # 	 � . Îòñþäà ñëåäóåò âû-

ïîëíåíèå óñëîâèÿ (21).

Óðàâíåíèå (21) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ (18) òåîðåìû 5 ðàçðåøè-

ìî íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà E. Â ÷àñòíîñòè, åñëè E � �( )u 0 , òî óðàâ-

íåíèå (21) ðåøåíèé íå èìååò. Ïî ïîñòðîåíèþ êîíè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè � E ( )x

âåëè÷èíà E âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî E � �( )u 0 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óðàâíå-

íèå (21) ðåøåíèé íå èìååò, òî íàéäåòñÿ òî÷êà t t' max� , â êîòîðîé áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ óñëîâèå (12). Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî

t t*
max� . Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ôîðìèðîâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

äëÿ ðåàëèçàöèè êîíè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè îöåíî÷íîé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è

êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü êîíè÷åñêóþ ðåãóëÿðèçà-

öèþ îöåíî÷íîé çàäà÷è. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ çà-

äà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé îïðåäåëåíà íà âñåì

ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ çàäà÷è è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Îñîáåí-

íîñòüþ ðàññìîòðåííîãî êëàññà çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ýôôåê-

òèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïî íàïðàâëåíèþ. Òàêèå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ñó-

ùåñòâåííûìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîíè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè. Òðóäîåìêîñòü

âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé è ñóáãðàäèåíòîâ ðåãóëÿðèçîâàíîé çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ

ñîèçìåðèìîé ñ òðóäîåìêîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé èñõîäíîé îöåíî÷íîé çàäà÷è.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëåçíû ïðè ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ îöåíî÷íûõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè.
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Àíîòàö³ÿ. Äëÿ íåîïóêëèõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ ðîçãëÿíóòî îá÷èñ-
ëåííÿ îö³íîê çíà÷åíü ãëîáàëüíèõ åêñòðåìóì³â íà îñíîâ³ ëàãðàíæåâî¿ ðåëàê-
ñàö³¿ ïî÷àòêîâèõ çàäà÷. Íà ãðàíèö³ äîïóñòèìî¿ îáëàñò³ îö³íî÷íî¿ çàäà÷³
ôóíêö³¿ çàäà÷³ º ðîçðèâíèìè, ïîãàíî îáóìîâëåíèìè, ùî íàêëàäàº ïåâí³ âè-
ìîãè íà îá÷èñëþâàëüí³ àëãîðèòìè. Äëÿ óðàõóâàííÿ çàçíà÷åíèõ îñîáëèâîñ-
òåé ðîçðîáëåíî íîâèé ï³äõ³ä, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ êîí³÷íèõ ðå-
ãóëÿðèçàö³é îïóêëèõ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿. Â³í äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè åêâ³âàëåíò-
íó çàäà÷ó áåçóìîâíî¿ îïòèì³çàö³¿, ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ ÿêî¿ âèçíà÷åíà íà âñüîìó
ïðîñòîð³ çì³ííèõ çàäà÷³ ³ çàäîâîëüíÿº óìîâ³ Ë³ïøèöÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çàäà÷à êâàäðàòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿, ëàãðàíæåâà ðåëàêñàö³ÿ,
óìîâà íåâ³ä’ºìíî¿ âèçíà÷åíîñò³ ìàòðèö³, êîí³÷íà ðåãóëÿðèçàö³ÿ.

Yu.P. Laptin, O.A. Berezovskyi
USING CONICAL REGULARIZATION IN CALCULATING LAGRANGIAN ESTIMATES
IN QUADRATIC OPTIMIZATION PROBLEMS

Abstract. For nonconvex quadratic optimization problems, calculation of global
extreme value estimates on the basis of Lagrangian relaxation of the original
problems is considered. On the boundary of the feasible region of the estimation
problem, the functions of the problem are discontinuous, ill-conditioned, which
imposes certain requirements on the computational algorithms. The paper
presents a new approach taking into account these features, based on the use of
conical regularizations of convex optimization problems. It makes it possible to
construct an equivalent unconditional optimization problem, whose objective
function is defined on the entire space of problem variables and satisfies the
Lipschitz condition.

Keywords: quadratic optimization problem, Lagrangian relaxation, condition
of non-negative definiteness of the matrix, conical regularization.
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