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ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÛÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí êîìáèíàòîðíûé îáúåêò — ôðàãìåíòàðíàÿ ñòðóêòó-
ðà, è èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ýòîãî îáúåêòà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä çàäà÷ äèñêðåò-
íîé îïòèìèçàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ôðàã-
ìåíòàðíîé ñòðóêòóðå. Ïðè ýòîì çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áå-
çóñëîâíîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê.
Ïðåäëîæåíû âàðèàíòû àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, èìåþùèõ ôðàãìåíòàðíóþ ñòðóêòóðó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ôðàãìåíòàðíàÿ ñòðóêòóðà, ëî-
êàëüíûé àëãîðèòì, ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì, ìóðàâüèíûé àëãîðèòì.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè íåèçâåñòíû àëãîðèòìû îòûñ-
êàíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòüþ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ íåâûñîêîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Íàèáîëåå ïðîñòûìè àëãîðèòìàìè òàêîãî âèäà ÿâëÿþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû æàäíûõ (greedy) àëãîðèòìîâ.

Ïîíÿòèå æàäíîãî àëãîðèòìà âïåðâûå îïðåäåëåíî â ðàáîòàõ Óèòíè [1]. Äëÿ
ìàòðîèäîâ ýòîò ïðîñòîé àëãîðèòì âñåãäà ïðèâîäèò ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çà-
äà÷è. Ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ ìàòðîèäà ÿâëÿþòñÿ ãðèäîèäû [2] è íàñëåäñòâåííûå
ñèñòåìû [3]. Ïðè÷åì â ïîñëåäíèõ æàäíûé àëãîðèòì íå âñåãäà ïðèâîäèò ê òî÷íî-
ìó ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü, ïðèìåíåíÿÿ æàäíûé àëãîðèòì, ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî äàëåêèì îò
îïòèìàëüíîãî. Îäíàêî êîìáèíàöèÿ æàäíîãî àëãîðèòìà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ìåòî-
äàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê îïòè-
ìàëüíûì ïðè ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàíèå ôðàãìåíòàðíûõ ñòðóêòóð, äëÿ êî-
òîðûõ ïðèìåíèìî ïîíÿòèå æàäíîãî àëãîðèòìà, è çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà íèõ. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà ôðàãìåíòàðíûõ ñòðóêòóðàõ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ñîçäàíèÿ êëàññà êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ íèçêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ.

1. ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÛÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Îïðåäåëåíèå 1. Ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðîé ( , )X E íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X

íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ E E E En� { }1 2, , ,� , ãäå E Xi � òàêîå,
÷òî � �E Ei , Ei � � � �e Ei , E e Ei \ .{ }�

Ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà E áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè ôðàãìåíòàìè.
Îäíîýëåìåíòíûå äîïóñòèìûå ôðàãìåíòû íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ôðàãìåí-
òàìè. Äîïóñòèìûé ôðàãìåíò áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì íè îäíîãî èç äîïóñòèìûõ ôðàãìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïóñòîå
ìíîæåñòâî åñòü äîïóñòèìûé ôðàãìåíò. Êàæäóþ ôðàãìåíòàðíóþ ñòðóêòóðó ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå àöèêëè÷íîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóþò äîïóñòèìûì ôðàãìåíòàì, äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå äîïóñòèìûå ôðàãìåíòû îòëè÷àþòñÿ íà îäèí ýëåìåíò.
Ïðèìåðû òàêèõ ãðàôîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1

Âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé ôðàãìåíò ìîæíî ïîñòðîèòü èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà,
ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿÿ ê íåìó ýëåìåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êàæäîì
øàãå ýòîé ïðîöåäóðû ïîëó÷åííîå ïîäìíîæåñòâî áûëî äîïóñòèìûì ôðàãìåíòîì.
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Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ôðàãìåíòà.

1. Íà íà÷àëüíîì øàãå âûáè-
ðàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî X 0 � �.

2. Íà øàãå ñ íîìåðîì k 
1 âû-
áèðàåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò x X X k� \ ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ïðèñîå-
äèíåíèÿ X x Ek �{ }� .

3. Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðà-
áîòó, åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå íå
óäàëîñü íàéòè ýëåìåíò x X X k� \
ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 1. Åñëè � �A E è
� �x X ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïî-

ëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòè ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X äëÿ ïðîâåðêè óñëî-
âèÿ ïðèñîåäèíåíèÿ A x E�{ }� , òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ôðàãìåíòà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.

Ðàçóìååòñÿ, ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòîâ íà
êàæäîì øàãå. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî ðåçóëüòàòà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íåêîòîðûé
ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå X è íà øàãå 2 àëãîðèòìà âûáèðàòü ïåðâûé ïî
ýòîìó ïîðÿäêó ýëåìåíò, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðèñîåäèíåíèÿ.

Àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ôðàãìåíòà â ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå
ïðè çàäàííîì óïîðÿäî÷åíèè ýëåìåíòîâ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü
ôðàãìåíòàðíûì àëãîðèòìîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Óïîðÿäî÷åííîé ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðîé íà ìíîæåñòâå
X x x xn� { }1 2, , ,� áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî E ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{ }( , , , )x x xi i ik1 2

� ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X òàêèõ, ÷òî åñëè ( , , , )x x x Ei i ik1 2
� � ,

òî è ëþáàÿ åå íà÷àëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( , , , )x x xi i im1 2
� , m k� , òàêæå

ïðèíàäëåæèò Å. Ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åííîé ôðàãìåíòàðíîé
ñòðóêòóðû áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííûìè ôðàãìåíòàìè.

Ñ êàæäîé ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðîé ìîæíî ñâÿçàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ
óïîðÿäî÷åííûõ ôðàãìåíòàðíûõ ñòðóêòóð. Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ôðàãìåíòàðíîé
ñòðóêòóðû ðåçóëüòàò ðàáîòû ôðàãìåíòàðíîãî àëãîðèòìà îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.
Òàêèì îáðàçîì, çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê S n èç n ýëåìåíòîâ
âî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ôðàãìåíòîâ çàäàííîé ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðû. Òà-
êîå îòîáðàæåíèå (â äàëüíåéøåì áóäåì åãî íàçûâàòü íàêðûâàþùèì) ñþðúåêòèâíî,
ò.å. êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ôðàãìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè.

2. ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ

Ïóñòü çàäàíà ôðàãìåíòàðíàÿ ñòðóêòóðà E E E En� { }1 2, , ,� íà êîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå X . Ïóñòü îïðåäåëåíà ìîíîòîííàÿ ïî âêëþ÷åíèþ ôóíêöèÿ — êðèòåðèé
f E R: � 1, êîòîðàÿ êàæäîìó äîïóñòèìîìó ôðàãìåíòó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ò.å. � �E E Ei j, èç óñëîâèÿ E Ei j
 ñëåäóåò,
÷òî f E f Ei j( ) ( )� (èëè f E f Ei j( ) ( )� ). Çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ôðàãìåíòàð-
íîé ñòðóêòóðå çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè äîïóñòèìîãî ôðàãìåíòà ñ ìàêñèìàëü-
íûì (èëè ìèíèìàëüíûì) çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ. Î÷åâèäíî, îïòèìàëüíûì ðåøå-
íèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò îäèí èç ìàêñèìàëüíûõ ôðàãìåíòîâ. Ïî êðàéíåé ìåðå,
ìàêñèìàëüíûé ôðàãìåíò âñåãäà èìååòñÿ ñðåäè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Îòìå-
òèì, ÷òî óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè ôðàãìåíòà ìîæåò áûòü îáÿçàòåëüíûì â çàäà-
÷å îïòèìèçàöèè è áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î öåëåâîé ôóíêöèè.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà ôðàãìåí-
òàðíîé ñòðóêòóðå ìîæíî ñâåñòè ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè íà
ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê.
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3. ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ

Ìíîæåñòâî êëàññîâ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïòè-
ìèçàöèîííûå çàäà÷è íà ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå, à èìåííî ñëåäóþùèå çàäà÷è:
ïîêðûòèå ãðàôîâ òèïîâûìè ïîäãðàôàìè [4]; ãðàöèîçíàÿ íóìåðàöèÿ äåðåâüåâ [5];
ëèíåéíûé è ïðÿìîóãîëüíûé ðàñêðîé [6]; óïàêîâêà ïåíòàìèíî [7]; îäíîñëîéíàÿ è
ìíîãîñëîéíàÿ òðàññèðîâêà [8, 9]; çåìåëåïîëüçîâàíèå [10]; òåîðèÿ ðàñïèñàíèé [11];
áóëåâî ïðîãðàììèðîâàíèå è äð. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ ïîäðîáíåå.

Çàäà÷à çåìëåïîëüçîâàíèÿ. Äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ðåáåðíîì ïî-
êðûòèè òèïîâûìè ïîäãðàôàìè, â êîòîðîé íîñèòåëåì ÿâëÿåòñÿò äâóäîëüíûé ãðàô
G V E� ( , ), V V V� 1 2� , V V1 2� � �, | | | |V V1 2� , à òèïîâûìè ïîäãðàôàìè — ëþáûå
çâåçäû (èíîãäà ðåáðà). Êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà âåðøèí V1 ñîîòâåòñòâóåò
òèïó ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé êóëüòóðû, à êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà âåðøèí
V2 — ó÷àñòêó. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X x x V Ex x� �{ | ( , ), E Ex 
 } —
âñå âîçìîæíûå ïîêðûòèÿ ãðàôà çâåçäàìè. Êà÷åñòâî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x X�
îöåíèâàåòñÿ âåêòîðíîé öåëåâîé ôóíêöèåé F x F x F x F xN( ) ( ( ), ( ), , ( ))� 1 2 � , ãäå
íåêîòîðûå êðèòåðèè ïðèíàäëåæàò êëàññó àääèòèâíûõ êðèòåðèåâ MINSUM:
F x w e

e Ex

� �( ) ( ) min� �
�
� , � �1 2 1, , ,� N , N N1 � , à îñòàëüíûå — êëàññó MINMAX:

F x w e� �( ) max ( ) min� � , � � 
N N1 1, ,� .
Ïðèâåäåííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà ôðàã-

ìåíòàðíîé ñòðóêòóðå. Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ôðàãìåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ îðèåíòè-
ðîâàííûì ðåáðîì äâóäîëüíîãî ãðàôà, ïåðâûé êîíåö êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ïåð-
âîé äîëå (òèïû êóëüòóð), à âòîðîé êîíåö — âòîðîé äîëå (ó÷àñòêè) ãðàôà ìîäåëè.
Óñëîâèå ïðèñîåäèíåíèÿ: âòîðîé êîíåö âûáðàííîãî ðåáðà íå ñîâïàäàåò íè
ñ îäíèì èç âòîðûõ êîíöîâ óæå âûáðàííûõ ðåáåð. Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ëþ-
áîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ìàêñèìàëüíîìó
ôðàãìåíòó è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé.

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ. Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáú-
åêòîâ X x x x N� { 1 2, , , )� è îïðåäåëåíà ìåðà ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè. Ýòà ìåðà çà-
äàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé D dij i j

N�
�

{ } , 1
, ïðè÷åì dij � 0, d dij ji� , dii � 0,

i j N, , , ,�1 2 � . Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû dij îïðåäåëÿåò ðàçëè÷èå ìåæäó ñîîò-
âåòñòâóþùèìè îáúåêòàìè. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè [12] ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ìíî-
æåñòâà îáúåêòîâ íà k íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ
X X X X k� 1 2� �� � , X Xi j� � �, X i � � � �i j, i j N, , , ....�1 2 . Äèàìåòðîì
êëàññà X s áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî �s

x x X
ij

i j s

d�
�

max
,

, s k�12, , ,� . Îïòèìàëüíîé êëàñ-

ñèôèêàöèåé íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X , ïðè êîòîðîì äèàìåòð ðàç-
áèåíèÿ � �

�
max
, , ,s k

s
1 2 �

� ìèíèìàëåí.

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïòèìèçàöè-
îííóþ çàäà÷ó íà óïîðÿäî÷åííîé ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå. Óïîðÿäî÷èì ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà X â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå ( , , , )x x x N1 2 � . Ñ êàæäûì òàêèì
óïîðÿäî÷åíèåì ñâÿçàíî C

N
k

�
�

1
1 ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X íà k íå-

ïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ. Êàæäîå òàêîå ðàçáèåíèå Q
îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì k �1 ãðàíèö èç N �1 âîçìîæíûõ ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíî-
æåñòâà X , âûñòðîåííûõ â çàäàííîì ïîðÿäêå: x x x x x xs s s s1 2 1 21 1 1 2

, , , | , , , |� � �
 


� �| , , ,x x xs s Nk k� �
 
1 11 2 .

Èç âñåõ ðàçáèåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîìó ïîðÿäêó íà ìíîæåñòâå X ,
âûáåðåì òî, äèàìåòð êîòîðîãî ìèíèìàëåí (åñëè òàêèõ ðàçáèåíèé íåñêîëüêî, òî
âûáåðåì îäíî èç íèõ ïî äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðàâèëó). Ýòî ðåøåíèå ñîîòâå-
òñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó ôðàãìåíòó, ÿâëÿþùåìóñÿ â äàííîì ñëó÷àå ëèíåéíûì
óïîðÿäî÷åíèåì ìíîæåñòâà X .
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Çàäà÷à áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó â ñëåäóþùåé
ïîñòàíîâêå: íàéòè âåêòîð x x x xn

* * * *( , , , )� 1 2 � íà ìíîæåñòâå n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ

âåêòîðîâ Z x x x x xn
n2 1 2� �{ | ( , , , )� , xi �{ }0 1, , i n�12, , ,� }, äëÿ êîòîðîãî çíà÷å-

íèå ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè F x c x c x c xn n( ) � 
 
 
1 1 2 2 � ìàêñèìàëüíî ïðè
óñëîâèè âûïîëíåíèÿ m ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2


 
 
 �


 
 
 �

�

�

����

,

,

���������

�a x a x a x bm m mn n m1 1 2 2
 
 
 �

�

�

�
�

�

�
� ,

(1)

ãäå êîýôôèöèåíòû c a bi ij j, , — íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
i n�1 2, , ,� , j m�1 2, , ,� .

Óïîðÿäî÷åííóþ ôðàãìåíòàðíóþ ñòðóêòóðó îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ ( , , , )x x xi i in1 2

� äîïóñòèìûì ôðàãìåíòîì ÿâëÿ-
åòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ ( , , , )x x xi i is1 2

� , s n� , äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ xi1

1� , x xi is2
1 1� �, ,� , x xi is s


� �
1

0 0, ,� óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
(1). Î÷åâèäíî, îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé ôðàãìåíò.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöèîí-
íûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷è íà ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðå è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñâîäèòü ê çàäà÷å ïîèñêà îïòèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêè, äîñòàòî÷íî âåëèêî.

4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎÈÑÊÀ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ

Íàëè÷èå ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðû â çàäà÷å îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò ïðåäëî-
æèòü ðÿä óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà èõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Êàæäûé
èç ýòèõ ìåòîäîâ ïðåäïîëàãàåò äâà ýòàïà: íà ïåðâîì — îäíèì èç ìåòîäîâ êîì-
áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [13] íàõîäèòñÿ ïåðåñòàíîâêà, îïòèìèçèðóþùàÿ íà-
êðûâàþùåå îòîáðàæåíèå, à íà âòîðîì — ïî ïåðåñòàíîâêå ñ ïîìîùüþ ôðàã-
ìåíòàðíîãî àëãîðèòìà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç òàêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ìåòà-
ýâðèñòèê.

Ëîêàëüíûé àëãîðèòì ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì íà÷àëüíîé òî÷êè. Ïóñòü çàäà÷à
îïòèìèçàöèè èìååò ôðàãìåíòàðíóþ ñòðóêòóðó è îïðåäåëåíî íàêðûâàþùåå îòîáðà-
æåíèå F S Rn: � 1, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ñòðóêòóðå. Íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê

S n îïðåäåëèì ìåòðèêó Êýíäàëà, à èìåííî ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ïåðåñòàíîâêà-
ìè íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåâîäà ïåðâîé
ïåðåñòàíîâêè âî âòîðóþ. Ëîêàëüíûé àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùèå øàãè.

1. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåñòàíîâêà (íàïðèìåð, ñ ïî-
ìîùüþ àëãîðèòìà Ôèøåðà–Éåòñà) è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå íàêðûâàþùåé öåëå-
âîé ôóíêöèè íà ýòîé ïåðåñòàíîâêå.

2. Íà ýòàïå ñ íîìåðîì k ïðîñìàòðèâàåòñÿ 1-îêðåñòíîñòü ïåðåñòàíîâêè è âû-
áèðàåòñÿ â êà÷åñòâå íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ òî÷êà, â êîòîðîé çíà÷åíèå íàêðûâàþ-
ùåé öåëåâîé ôóíêöèè ìàêñèìàëüíî â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè.

3. Åñëè ïîëó÷åííàÿ íà î÷åðåäíîì ýòàïå ïåðåñòàíîâêà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñòà-
íîâêîé, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì ýòàïå, òî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Ïî
íàéäåííîé ïåðåñòàíîâêå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì êðîññîâåðà.
Èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà íà ïåðåñòàíîâêàõ.
Îïèøåì êðàòêî ïðèíöèï ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà [14, 15]. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî
ìíîæåñòâà ðåøåíèé âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî S n âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ.
Íà íà÷àëüíîì øàãå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ñòðîèòñÿ ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé Y S n0 
 . Íà êàæäîì î÷åðåäíîì øàãå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííûì
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íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê — òåêóùàÿ ïîïóëÿöèÿ. Íà ïåðâîì øàãå ýòî
ìíîæåñòâî Y Y� 0 . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà Y âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå
êðèòåðèÿ ñåëåêöèè, êîòîðûé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì
îòîáðàæåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà îòáîðà â òåêóùåé ïîïóëÿöèè Y âûáèðàåòñÿ
ìíîæåñòâî ïàð äëÿ êðîññîâåðà. Ê êàæäîé ïàðå èç âûáðàííîãî ìíîæåñòâà ïàð
ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð êðîññîâåðà, à çàòåì ê ðåçóëüòàòó êðîññîâåðà ïðèìåíÿåòñÿ
îïåðàòîð ìóòàöèè. Ïóñòü U u u un� ( , , , )1 2 � è V v v vn� ( , , , )1 2 � — äâå ïðîèç-
âîëüíûå ïåðåñòàíîâêè. Ïåðåñòàíîâêà-ïîòîìîê ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà
íà÷àëüíîì ýòàïå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U è V ïîøàãîâî ïðîñìàòðèâàþòñÿ îò íà÷à-
ëà ê êîíöó. Íà k-ì øàãå âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøèé èç ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé è äîáàâëÿåòñÿ â íîâóþ ïåðåñòàíîâêó-ïîòîìîê. Çàòåì ýòîò ýëåìåíò
óäàëÿåòñÿ èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé-ðîäèòåëåé. Íàïðèìåð,

K (( , , , , , , , ), ( , , , , , , , )) ( , , , , ,1 3 4 2 8 7 6 5 3 4 6 2 1 5 8 7 1 3 4 2 6� 5 8 7, , ).

Îïåðàòîð ìóòàöèè M ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ � �( , )0 1 âûïîëíÿåò ñëó÷àé-
íóþ òðàíñïîçèöèþ (çàìåíó ìåñòàìè äâóõ ýëåìåíòîâ) â ïåðåñòàíîâêå.

Òàêèì îáðàçîì íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ — ïîòîìêîâ
~
Y . Ê ïðîìåæó-

òî÷íîé ïîïóëÿöèè Y Y�
~

, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òåêóùåé ïîïóëÿöèè è
ìíîæåñòâà ïîòîìêîâ, ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð ýâîëþöèè, âûäåëÿþùèé íà ýòîì
ìíîæåñòâå íîâóþ òåêóùóþ ïîïóëÿöèþ. Ïðîöåññ ýâîëþöèè ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå îñòàíîâêè ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà.
Áëîê-ñõåìà ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Ïî íàéäåííîé
ïåðåñòàíîâêå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Ìóðàâüèííûé àëãîðèòì. Â îñíîâå ìóðàâüèíîãî àëãîðèòìà ëåæèò ìîäåëè-
ðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ìóðàâüåâ, à èìåííî èõ ñïîñîáíîñòü áûñòðî íàõîäèòü êðàò÷àé-
øèé ïóòü îò ìóðàâåéíèêà ê èñòî÷íèêó ïèùè è àäàïòèðîâàòüñÿ ê èçìåíÿþùèìñÿ
óñëîâèÿì, îòûñêèâàÿ íîâûé êðàò÷àéøèé ïóòü [16, 17]. Âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ìóðà-
âåé ìåòèò ïóòü ôåðîìîíîì, è ýòà èíôîðìàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äðóãèìè ìóðàâüÿìè
äëÿ âûáîðà ñâîåãî ïóòè. Ýòî ýëåìåíòàðíîå ïðàâèëî ïîâåäåíèÿ è îïðåäåëÿåò ñïî-
ñîáíîñòü ìóðàâüåâ íàõîäèòü ïóòè, áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì.

Ïîêàæåì, êàê ïîäîáíûé ìåõàíèçì ïðèìåíèòü ê ïîèñêó îïòèìàëüíîé ïåðå-
ñòàíîâêè. Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ñîñòîèò èç ðÿäà öèêëîâ ðàñ÷åòà. Êàæäûé ïóòü
ìóðàâüÿ ìåæäó ïîçèöèÿìè 1 2, , ... , n áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïåðåñòàíîâêîé
s i i in� ( , , , )1 2 � . Ìóðàâüè èìåþò ñîáñòâåííóþ «ïàìÿòü». Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ñïè-
ñîê óæå ïîñåùåííûõ ïîçèöèé — ñïèñîê çàïðåòîâ. Îáîçíà÷èì J

i k
t
,

ñïèñîê ïîçèöèé,

êîòîðûå íà öèêëå t íåîáõîäèìî ïîñåòèòü k-ìó ìóðàâüþ, íàõîäÿùåìóñÿ â ïîçèöèè i.
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Ìóðàâüè îáëàäàþò «îáîíÿíèåì» — îíè ìîãóò óëàâëèâàòü ñëåä ôåðîìîíà,
ïîäòâåðæäàþùèé æåëàíèå ìóðàâüÿ ïðîéòè èç ïîçèöèè i â ïîçèöèþ j íà îñíîâà-
íèè îïûòà äðóãèõ ìóðàâüåâ. Êîëè÷åñòâî ôåðîìîíà íà öèêëå ñ íîìåðîì t ïðè ïå-
ðåõîäå èç ïîçèöèè i â ïîçèöèþ j îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé � ij t( ). Íà íà÷àëüíîì
ýòàïå ýòî êîëè÷åñòâî ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî.

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà k-ãî ìóðàâüÿ èç ïîçèöèè i â ïîçèöèþ j íà öèêëå ñ íî-
ìåðîì t îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
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ãäå Q — ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, L tk ( ) — çíà÷åíèå íàêðûâàþùåãî îòîáðà-
æåíèÿ íà ïåðåñòàíîâêå, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàðøðóòó k-ãî ìóðàâüÿ íà öèêëå
ñ íîìåðîì t. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà ôåðîìîíà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
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ãäå m — êîëè÷åñòâî ìóðàâüåâ, p — êîýôôèöèåíò «èñïàðåíèÿ» ( )0 1� �p .
Àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ðàáîòó, êîãäà âûïîëíåíî íåêîòîðîå ïðàâèëî îñòàíîâ-

êè, íàïðèìåð, äîñòèãíóòà ãðàíèöà ÷èñëà öèêëîâ. Ìèíèìàëüíàÿ ïî çíà÷åíèþ íà-
êðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïåðåñòàíîâêà, íàéäåííàÿ íà ïîñëåäíåì öèêëå,
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà äèñêðåòíîãî îáúåêòà — ôðàãìåíòàðíîé ñòðóê-
òóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðû â çàäà÷àõ îïòèìèçà-
öèè ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü óíèâåðñàëüíûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû íåâûñîêîé
òðóäîåìêîñòè äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷. Ïðè÷åì ýòè àë-
ãîðèòìû äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé ïåðåñòàíîâêå. Îïèñàíû òðè êëàññà ìåòàýâ-
ðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêè. Êàæäûé èç òàêèõ
àëãîðèòìîâ ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ëþáîé çàäà÷å äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, êîòî-
ðóþ óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü êàê çàäà÷ó ñ ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðîé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Whitney H. On the abstract properties of linear dependence. American Journal of Mathematics.
1935. Vol. 57, N 3. P. 509–533.

2. Korte Â., Lovasz L., Schrader R. Greedoids. Berlin: Springer-Verlag, 1991. 216 p.

3. Èëüåâ Â.Ï. Çàäà÷è íà ñèñòåìàõ íåçàâèñèìîñòè, ðàçðåøèìûå æàäíûì àëãîðèòìîì. Äèñêðåò-

íàÿ. ìàòåìàòèêà. 2009. Ò. 21, ¹ 4. Ñ. 85–94.

4. Ïåðåïåëèöà Â.À. Ìíîãîêðèòåðèàëüíûå ìîäåëè è ìåòîäû äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ.
Saarbrucken: LAP Lambert Academic Publishing GmbH&Co. KG, 2013. 336 c.

5. Äîíåöü Ã.Ï. Ãðàö³îçíà íóìåðàö³ÿ äåðåâ. Êè¿â, 2017. 144 ñ.

6. Goncalves J.F. A hybrid genetic algorithm-heuristic for a two-dimensional orthogonal packing
problem. European Journal of Operational Research. 2007. Vol. 183(3). P. 1212–1229.

130 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 6



7. Êîçèí È.Â. Ýâîëþöèîííî-ôðàãìåíòàðíàÿ ìîäåëü çàäà÷è óïàêîâêè ïåíòàìèíî. Äèñêðåòíûé

àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. 2014. Ò. 21, ¹ 6. C. 35–50.

8. Ëåáåäåâ Á.Ê., Âîðîíèí Å.È. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ ñîåäèíåíèé ïî ñëîÿì ïðè
ìíîãîñëîéíîé ãëîáàëüíîé òðàññèðîâêå ÑÁÈÑ. Èçâåñòèÿ ÞÔÓ. Òåõíè÷åñêèå íàóêè. Òåìàòè-

÷åñêèé âûïóñê: èíòåëëåêòóàëüíûå ÑÀÏÐ. 2012. ¹ 7 (132). Ñ. 14–21.

9. Êîçèí È.Â., Êðèâöóí Å.Â. Ìîäåëèðîâàíèå îäíîñëîéíûõ è äâóñëîéíûõ òðàññèðîâîê. Óïðàâëÿ-

þùèå ñèñòåìû è ìàøèíû. 2016. ¹ 2. Ñ. 58–64.

10. Ìàêñèøêî Í.Ê., Çàõîâàëêî Ò.Â. Ìîäåë³ òà ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ïîêðèòòÿ íà
ãðàôàõ òà ã³ïåðãðàôàõ. Çàïîðîæüå: Ïîëèãðàô. 2009. 244 ñ.

11. Brucker P. On the complexity of clustering problems. Beckmenn M., Kunzi H.P. (Eds.).
Optimisation and Operations Research. Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems.

1978. Vol. 157. P. 45–54.

12. Ruiz R., Maroto C. A comprehensive review and evaluation of permutation flowshop heuristics.
European Journal of Operational Research, 2005. Vol 165. P. 479–494.

13. Ñåðãèåíêî È.Â., Øèëî Â.Ï. Çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ïðîáëåìû, ìåòîäû ðåøåíèÿ, èñ-
ñëåäîâàíèÿ. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 2003. 260ñ.

14. Holland J.H. Adaptation in natural and artificial systems. Boston, MA: MIT Press. 1992. 288 p.

15. Êóðåé÷èê Â.Ì. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ñîñòîÿíèå. Ïðîáëåìû. Ïåðñïåêòèâû. Èçâåñòèÿ

ÐÀÍ. ÒèÑÓ. 1999. ¹ 1. Ñ. 144–160.

16. Dorigo Ì. Optimization, learning, and natural algorithms. PhD Thesis, Dipartimento di Elettronica,
Politechnico Di Milano, Italy. 1992. 140 p.

17. Øòîâáà Ñ.Ä. Ìóðàâüèíûå àëãîðèòìû: òåîðèÿ è ïðèìåíåíèå. Ïðîãðàììèðîâàíèå. 2005. ¹ 4.
Ñ. 1–16.

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 23.06.2017

².Â. Êîç³í, Í.Ê. Ìàêñèøêî, Â.Î. Ïåðåïåëèöÿ
ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍ² ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ Ó ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ¯ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî êîìá³íàòîðíèé îá’ºêò — ôðàãìåíòàðíó ñòðóêòóðó, ³
äîñë³äæåíî âëàñòèâîñò³ öüîãî îá’ºêòà. Ïîêàçàíî, ùî ðÿä çàäà÷ äèñêðåòíî¿
îïòèì³çàö³¿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ íà ôðàãìåíòàðí³é ñòðóê-
òóð³. Äî òîãî æ çàäà÷à îïòèì³çàö³¿ çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ áåçóìîâíî¿ êîìá³íà-
òîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ íà ìíîæèí³ ïåðåñòàâëåíü. Çàïðîïîíîâàíî âàð³àíòè àëãî-
ðèòì³â ïîøóêó íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçê³â äëÿ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷, ùî ìàþòü
ôðàãìåíòàðíó ñòðóêòóðó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèñêðåòíà îïòèì³çàö³ÿ, ôðàãìåíòàðíà ñòðóêòóðà, ëîêàëüíèé
àëãîðèòì, åâîëþö³éíèé àëãîðèòì, ìóðàøèíèé àëãîðèòì.

I.V. Kozin, N.K. Maksyshko, V.A. Perepelitsa
FRAGMENTARY STRUCTURES IN DISCRETE OPTIMIZATION PROBLEMS

Abstract. The paper considers a combinatorial object (a fragmentary structure)
and investigates the properties of this object. It is shown that a number of
discrete optimization problems can be considered as optimization problems on
a fragmentary structure. Optimization problem reduces to an unconditional
combinatorial optimization problem on a set of permutations. Variants of
algorithms to find approximate solutions for optimization problems of
fragmentary structure are proposed.

Keywords: discrete optimization, fragmentary structure, local algorithm,
evolutionary algorithm, ant algorithm.
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