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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàþòñÿ ãèáðèäíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé îáîá-
ùåííîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëü-
íî-îïðåäåëåííûõ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû íà ãèáðèäíûõ
êîìïüþòåðàõ ñ ãðàôè÷åñêèìè ïðîöåññîðàìè. Ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû ýô-
ôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ, ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ íà
òåñòîâûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîì-
ïüþòåð ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû, ãèáðèäíûé àëãîðèòì, ìåòîä èòåðàöèé íà
ïîäïðîñòðàíñòâå, ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî òèïà, ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíûõ
àëãîðèòìîâ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè èññëåäîâàíèå óñòîé÷è-
âîñòè êîíñòðóêöèé, ðàñ÷åò äèíàìèêè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû è äðóãèå, ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ÷àñòè÷íîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ÀÏÑÇ) ñ ðàçðåæåííûìè ñèì-
ìåòðè÷íûìè ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè [1].

Ðàçðàáîòêà ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÀÏÑÇ îñíîâàíà íà èçâå-
ñòíûõ, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìàõ. Â [2, 3] ïðè-
âåäåíû ÿâíûå è íåÿâíûå îäíîøàãîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ÷à-
ñòè÷íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñðåäè êîòîðûõ ìåòîä íàèñêîðåéøåãî
ñïóñêà, ìåòîä îáðàòíûõ èòåðàöèé, ñòåïåííîé ìåòîä è ïîïåðåìåííî-òðåóãîëüíûé
ìåòîä. Â ñòàòüå [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ íà îñíîâå ìåòîäà ñèììåòðè÷íîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [5] èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå
àñïåêòû ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå, ìåòîäà Ëàíöîøà äëÿ ïîèñêà
íåñêîëüêèõ ìèíèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Òðåáîâàíèÿ ê âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûì âû÷èñëåíèÿì íàìíîãî îïåðåæàþò
âîçìîæíîñòè òðàäèöèîííûõ ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ, äàæå íåñìîòðÿ íà ìíî-
ãîÿäåðíîñòü ïðîöåññîðîâ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèåì ãèáðèäíûõ êîìïüþòåðîâ, ñî÷åòàþùèõ MIMD- è SIMD-àðõèòåêòóðû,
êîòîðûå ðåàëèçóþò âû÷èñëåíèÿ íà êîìïüþòåðàõ ñ ìíîãîÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè
(CPU) è ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè (GPU). Íàèáîëåå ïîëíî èñïîëüçîâàòü ïî-
òåíöèàë òàêèõ êîìïüþòåðîâ ìîæíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè àëãîðèòìè÷åñêîãî è
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, êîòîðûå ó÷èòûâàþò íå òîëüêî ñâîéñòâà çàäà÷è, íî è
îñîáåííîñòè ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå èçâåñòíûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììû äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ
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ðàçðàáîòàíû ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ä. Äîíãàððà [6, 7]. Äëÿ ðåøåíèÿ
ÀÏÑÇ ñ áîëüøèìè ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè èçâåñòíà ïàðàëëåëüíàÿ áèáëèîòåêà
ïðîãðàìì SLEPc (Scalable Library for Eigenvalue Problem Computations) [8]. Áèá-
ëèîòåêà LIS (Library of Iterative Solvers) [9] ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è ëèíåéíîé
àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ÀÏÑÇ,
ñ ìàòðèöàìè ðàçëè÷íûõ ôîðìàòîâ íà ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðàõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì àðèôìåòèêè ðàñøèðåííîé ðàçðÿäíîñòè.

Â [10] ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ
àëãîðèòìîâ ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå äëÿ êîìïüþòåðîâ ðàçëè÷íûõ
àðõèòåêòóð. Â [11] ôîðìèðóþòñÿ ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ïîïåðåìåííî-òðå-
óãîëüíîãî ìåòîäà.

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÏÐÎÁËÅÌÀÕ ÑÎÇÄÀÍÈß ÃÈÁÐÈÄÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû ãèáðèäíûå àëãîðèòìû äëÿ
ðåøåíèÿ îáîáùåííîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Ax Bx� � , (1)

ãäå A, B — ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ðàçðåæåííûå ìàòðèöû
ïîðÿäêà n, äëÿ êîìïüþòåðîâ ñ ìíîãîÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè è ãðàôè÷åñêèìè
óñêîðèòåëÿìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê ñîçäàíèþ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ, áà-
çèðóþùèéñÿ íà ñòðóêòóðíîé ðåãóëÿðèçàöèè ðàçðåæåííîé ìàòðèöû îáùåãî
âèäà çà ñ÷åò ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðèâåäåíèè åå ê ïðîôèëüíîìó,
áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó ñ îêàéìëåíèåì èëè ëåíòî÷íîìó âèäó ñ äàëüíåéøèì èñ-
ïîëüçîâàíèåì ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâå è íåÿâíîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Îñíîâíûå ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ ñâÿçàíû ñ
ñîãëàñîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèé íà CPU è GPU, à òàêæå ñ îïòèìèçàöèåé
íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ íà êîììóíèêàöèîííûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè. Ïîä ýô-
ôåêòèâíûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîíèìàåì àëãîðèòì, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò
äîñòîâåðíîñòü ðåøåíèÿ ïðè îïòèìàëüíîì èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ.

Â ïðèâåäåííûõ íèæå ðàññóæäåíèÿõ (åñëè íå îãîâîðåíî èíîå) èñïîëüçóåòñÿ
àðõèòåêòóðà ãèáðèäíîãî êîìïüþòåðà: êàæäûé èç p âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ
íà CPU âçàèìîäåéñòâóåò ñ îäíèì (ñâîèì) GPU. Òàêóþ àðõèòåêòóðó ÷àñòî
îáîçíà÷àþò p CPU � p GPU.

Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû,
â òîì ÷èñëå è ÀÏÑÇ, â áîëüøîé ñòåïåíè çàâèñèò îò ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ
ìàòðè÷íî-ìàòðè÷íûõ è ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé, à òàêæå ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü GPU, ìàêñèìàëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè îäíîðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä
áîëüøèìè îáúåìàìè äàííûõ â óñëîâèÿõ ïîëíîé çàãðóçêè êàæäîãî GPU.

Ñôîðìóëèðóåì òàêèå òðåáîâàíèÿ ê ñîçäàíèþ ýôôåêòèâíûõ ãèáðèäíûõ àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ ÀÏÑÇ:

• äåêîìïîçèöèÿ íà ïîäçàäà÷è äëÿ âûïîëíåíèÿ íà CPU è GPU;

• ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ôàêòîðèçàöèè ðàçðåæåííûõ ìàòðèö;

• ðàâíîìåðíàÿ çàãðóçêà ïðîöåññîâ CPU è ñèíõðîíèçàöèÿ îáìåíîâ ìåæäó íèìè;

• ðåøåíèå ïîäçàäà÷, òðåáóþùèõ íàèáîëüøèõ çàòðàò êîìïüþòåðíîãî âðåìå-
íè íà GPU;

• ìèíèìèçàöèÿ îáìåíîâ ìåæäó ïðîöåññàìè CPU, à òàêæå ìåæäó CPU è GPU.

Ïðè ðàñïðåäåëåíèè ìàòðèö ìåæäó ïðîöåññàìè íà CPU âàæíî ïðåäóñìîòðåòü
ýôôåêòèâíóþ êîìïüþòåðíóþ êîíôèãóðàöèþ (òîïîëîãèþ) èç ïðîöåññîâ è èõ ðàâíî-
ìåðíóþ çàãðóçêó (áàëàíñèðîâêó íàãðóçêè), ÷òîáû èçáåæàòü ýôôåêòà Ãàéäíà [12],
êîòîðûé ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà. Êàê ïî-
êàçàëè èññëåäîâàíèÿ, áëî÷íî-öèêëè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
ìåæäó ïðîöåññàìè CPU, à òàêæå òîïîëîãèÿ ñâÿçåé «ãèïåðêóá» ìåæäó èñïîëüçóå-
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ìûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè äëÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ.

ÃÈÁÐÈÄÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÅÒÎÄÀ ÈÒÅÐÀÖÈÉ ÍÀ ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ìåòîä èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäå-
íèÿ r ìèíèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ çàäà÷è (1) ñ ëåíòî÷íîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Äàííûé ìåòîä
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà îáðàòíûõ èòåðàöèé è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
äëÿ çàäà÷è (1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ Et ( , , ... )t �1 2 , êîòîðàÿ ñõî-
äèòñÿ ê ïîäïðîñòðàíñòâó E� , ñîäåðæàùåìó èñêîìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû [5].
Íà t-é èòåðàöèè âû÷èñëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Et , è åñëè
äîñòèãíóòà òðåáóþùàÿñÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ èñ-
êîìûå ñîáñòâåííûå ïàðû.

Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ äëÿ t � �1 2, , ñëåäóþùèõ ïîäçàäà÷:

• íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ÑËÀÓ:

AX Yt t� �1; (2)

• âû÷èñëåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû:

W BXt t� ; (3)

• âû÷èñëåíèå ïðîåêöèé ìàòðèö À è B íà ïîäïðîñòðàíñòâî Et :

A X Y X AXt t
T

t t
T

t� ��1 , B X W X BXt t
T

t t
T

t� � ; (4)

• ðåøåíèå ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîåêöèé:

A Z B Zt t t t t� � ; (5)

• âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåíèÿ

Y W Zt t t� . (6)

Åñëè ïîñëå ñ èòåðàöèé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-

ñà, íàïðèìåð
� �

�
�i

c
i
c

i
t

( ) ( )

( )

�
	

�1

, òî ïðîâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èòåðàöèÿ è â êà÷åñ-

òâå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ïðèíèìàþòñÿ � �i i
c* ( )� �1 ( , , , )i r� �1 2 è

ïåðâûå r ñòîëáöîâ ìàòðèöû X X Z
c c

* �
� �1 1

(èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ: 0 1 2
 	 	� � � 	 	� r ...).

Êàê èçâåñòíî [5], èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ëèíåéíî, ïðè÷åì ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè � i îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì � �q / 1, ãäå q — ðàçìåðíîñòü èòåðèðóå-
ìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Eq . Â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ àëãîðèòìà ðåêîìåí-
äóåòñÿ âûáèðàòü q r r� �min (2 , )8 .

Ïîñêîëüêó íà êàæäîé èòåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå ÑËÀÓ (2) ñ îäíîé è

òîé æå ìàòðèöåé A, òî òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå, íàïðèìåð LLT , ýòîé ìàòðèöû

âûïîëíÿåòñÿ îäèí ðàç äî íà÷àëà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óñòðîéñòâàìè. Äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1) ìàòðèöà A ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòíûå áëîêè AI J, ïîðÿäêà s .
Ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè è íèæíåãî èëè âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà (â çàâèñèìîñ-
òè îò èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ) íåíóëåâûõ áëîêîâ ýòîé ðàçðåæåííîé ñèììåòðè÷-
íîé ìàòðèöû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó CPU â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíîìåðíîé
áëî÷íî-öèêëè÷åñêîé ñõåìîé. Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå áëîê AI J, õðàíèòñÿ â CPU ñ ëîãè÷åñ-
êèì íîìåðîì ( )I l p� mod ( ðåçóëüòàò îïåðàöèè k jmod — îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà j,
� 	 	 �1 2l p — ñäâèã, îáû÷íî l � �1). Àíàëîãè÷íî ðàñïðåäåëÿþòñÿ áëîêè íèæíåé

òðåóãîëüíîé ìàòðèöû L èëè âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû LT . Òàêèì îáðàçîì,
èìååì ñòðîêè êâàäðàòíûõ ìàòðè÷íûõ áëîêîâ ïîðÿäêà s .
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Òàêàÿ æå áëî÷íî-öèêëè÷åñêàÿ ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû B è ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö èòåðèðóåìûõ âåêòîðîâ X t , Yt , Wt .
Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðàñïðåäåëÿòü è õðàíèòü òîëüêî íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû B â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ïîääèàãîíàëüíûå, äèàãîíàëüíûå è íàääèàãî-
íàëüíûå. Ýòî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò àëãîðèòì óìíîæåíèÿ òàêîé ìàòðèöû íà ïðÿ-
ìîóãîëüíóþ, íåñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàÿ îáùèé îáúåì äàííûõ.

Â ïàìÿòè GPU õðàíÿòñÿ êîïèè òåõ áëîêîâ (â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì
ìåæäó CPU) ìàòðèö A, B, X t , Yt , Wt , êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèé íà GPU â ñîîòâåòñòâèè ñ èñïîëüçóåìûì âàðèàíòîì ãèáðèäíîãî àëãî-
ðèòìà (âûáîð âàðèàíòà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ðåøàåìîé çàäà÷è è òåõíè÷åñ-
êèìè îñîáåííîñòÿìè GPU).

Ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëåíèé ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óñòðîéñòâàìè. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå ðåøåíèå ÷àñòè÷íîé ÀÏÑÇ (1) ìåòîäîì èòåðàöèé
íà ïîäïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ïîäçàäà÷è (ðàçëè÷íîé âû÷èñëè-
òåëüíîé ñëîæíîñòè).

1. Ôîðìèðîâàíèå ðàñïðåäåëåííîé ìåæäó ïðîöåññàìè ìàòðèöû Y0 íà÷àëüíûõ
èòåðèðóåìûõ âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òîáû ìàòðèöà Bt èç (4) áûëà ïîëîæèòåëüíî- îïðåäå-
ëåííîé. Ýòà îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà CPU, ïðè÷åì áåç îáìåíîâ äàííûìè ìåæäó
ïðîöåññàìè, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ïðåäëîæåííûé â [10] ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì.

2. LLT -ôàêòîðèçàöèÿ ðàçðåæåííîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåí-
íîé ìàòðèöû A (íà CPU è GPU), èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ãèáðèäíûé ïëèòî÷íûé àë-
ãîðèòì [13] äëÿ ñëó÷àÿ ëåíòî÷íîé ìàòðèöû.

3. Âûïîëíåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2)–(6), â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî
t � �1 2, , âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíû ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óñòðîéñòâàìè ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

• äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (2) èñïîëüçóåòñÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå LLT -ðàçëîæåíèå ìàòðè-

öû A , ò.å. ðåøàþòñÿ äâå ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè: LV Y
t

�
�1

è L X VT
t � ;

• âû÷èñëåíèÿ (3) ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû W BXt t� â çàâèñèìîñòè îò
ñòðóêòóðû (ðàçðåæåííàÿ èëè äèàãîíàëüíàÿ) ìàòðèöû B, ðàçìåðíîñòè èòåðèðóå-
ìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ GPU è îáúåìà èõ ïàìÿòè âû-
ïîëíÿþòñÿ èëè íà CPU, èëè íà CPU è GPU, èëè íà GPU;

• âû÷èñëåíèÿ (4) ïðîèçâåäåíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ
ïðîåêöèé ìàòðèö A è B íà ïîäïðîñòðàíñòâî âûïîëíÿþòñÿ íà GPU, à ñáîðêà ìàòðèö
ïðîåêöèé (ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëüøå îäíîãî GPU) ïðîâîäèòñÿ êàæäûì ïðîöåññîì
íà CPU; òàêîé ïîäõîä ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò îáúåì äàííûõ, êîòîðûìè îáìåíèâà-
þòñÿ CPU è GPU; íà GPU âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ìîæíî
âûïîëíÿòü àñèíõðîííî ñ äðóãèìè âû÷èñëèòåëüíûìè îïåðàöèÿìè èëè îáìåíàìè;

• äëÿ ðåøåíèÿ ïîëíîé îáîáùåííîé ÀÏÑÇ (5) ñ ó÷åòîì ñðàâíèòåëüíî íå-
áîëüøîãî ïîðÿäêà ìàòðèö ïðîåêöèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ßêîáè; çàäà÷à ðåøàåòñÿ
êàæäûì ïðîöåññîì íà CPU; â òàêîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò íåîáõîäèìîñòü îáìåíîâ
äàííûìè ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè;

• ïðîâåðêà óñëîâèé îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âûïîëíÿåòñÿ êàæ-
äûì ïðîöåññîì íà CPU;

• âû÷èñëåíèå (6) íîâîé ìàòðèöû èòåðèðóåìûõ âåêòîðîâ Yt (èëè ìàòðèöû

ïðèáëèæåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ X *) âûïîëíÿåòñÿ íà GPU â ñîîòâåòñòâèè

ñ ðàñïðåäåëåíèåì äàííûõ (âû÷èñëÿåòñÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû Yt èëè X *), ïðè÷åì

íåò íåîáõîäèìîñòè â îáìåíàõ äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óñòðîéñòâàìè.

4. Èññëåäîâàíèå äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ — âû÷èñëåíèå îöåíîê ïîãðåø-
íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [10]). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê îòíî-
ñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåííûõ ïðèáëèæåíèé ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè, àíàëîãè÷íûå îïåðàöèÿì, âûïîëíÿåìûì â èòåðàöèîííîì
ïðîöåññå. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ îïåðàöèé èñïîëüçóþòñÿ òå æå ãèáðèäíûå àëãî-
ðèòìû, ÷òî è â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå.
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Ýôôåêòèâíîñòü ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà. Èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëî-
æåííîãî ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäîëîãèÿõ èç [10, 15]. Êàê îãîâîðåíî
âûøå, ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïüþòåð ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû ñ p CPU è p GPU.

Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
óñêîðåíèÿ S T Tp p� 1 / è êîýôôèöèåíòàìè ýôôåêòèâíîñòè E S pp p� / . Çäåñü
(äëÿ ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû) T1 — âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà àðõèòåêòóðå
1 CPU + 1 GPU, Tp — âðåìÿ ðåøåíèÿ ýòîé æå çàäà÷è íà àðõèòåêòóðå
p CPU � p GPU. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì

T O t O t n O t O tC G G o oG oG cG cG1 1 1� � � �/ ,
(7)

T O t O t n O t O t O t O tp p C pG G o o o oG oG c c cG cG� � � � � �/ ,

ãäå tC , tG — ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íà CPU è GPU ñîîòâåòñòâåííî îä-
íîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé; no— êîëè÷åñòâî òàêèõ
îïåðàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íà GPU; to , toG —
âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ îáìåíà îäíèì ìàøèííûì ñëîâîì ìåæäó MPI-ïðîöåñ-
ñàìè íà CPU èëè ìåæäó CPU è GPU ñîîòâåòñòâåííî; Oo , OoG — îáúåì (êî-
ëè÷åñòâî ìàøèííûõ ñëîâ) îáìåíîâ, âûïîëíÿåìûõ îäíèì CPU è GPU ñîîòâåò-
ñòâåííî; tc , tcG — âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ñèíõðîíèçàöèè äâóõ MPI-ïðîöåñ-
ñîâ èëè MPI-ïðîöåññà è åãî GPU ñîîòâåòñòâåííî; Oc , OcG — êîëè÷åñòâî
òàêèõ ñèíõðîíèçàöèé, âûïîëíÿåìûõ îäíèì MPI-ïðîöåññîì. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóð â ôîðìóëàõ (7) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñèíõðîí-
íîñòü èëè àñèíõðîííîñòü ðàáîòû CPU è GPU. Ïðè àñèíõðîííîé ðàáîòå ñëåäó-
åò ñóììèðîâàíèå çàìåíÿòü îïðåäåëåíèåì ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè è ðåøåíèè ÷àñòè÷íîé ÀÏÑÇ (1) ñ ñèììåòðè÷íûìè ìàòðè-
öàìè ÷àñòü ýòàïîâ (ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû íà÷àëüíûõ èòåðèðóåìûõ âåêòîðîâ,

LLT -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, âû÷èñëåíèå îöåíîê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ) èìååò
ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, à äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà (2)–(6) êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó
âûïîëíåííûõ èòåðàöèé. ×èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ íàõîæäåíèÿ r ìèíè-
ìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé O r( ), ïðè-
÷åì îíî òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòü q èòåðèðóåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, T T c Tp p
F

I p
I� �( ) ( )1 , à êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî

ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S
T

T

T

T
S

c T

T
Sp

p

p
F

p

p
F I p

I

p

p
It� � �1

1( )
( )

( )
( ) , (8)

ãäå cI — êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, T Tp
F

p
I( ) ( ), 1 — ñîîòâåòñòâåííî âðåìÿ ðåøåíèÿ

ïîäçàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è âðåìÿ âûïîë-

íåíèÿ îäíîé èòåðàöèè íà p CPU � p GPU; S Sp
F

p
It( ) ( ), — êîýôôèöèåíòû óñêîðå-

íèÿ àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïîäçàäà÷.

Äàëåå, ââåäåì äëÿ àðõèòåêòóðû p CPU � p GPU îáîçíà÷åíèÿ: Tp
LLT( ) — âðå-

ìÿ äëÿ LLT -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A; T kp
SS( ) ( ) — âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

âèäà (2) ñ k ïðàâûìè ÷àñòÿìè (èñïîëüçóÿ âû÷èñëåííîå ðàíåå LLT -ðàçëîæåíèå

ìàòðèöû ñèñòåìû); T T kp
Fo

p
Io( ) ( ), ( ) — ñîîòâåòñòâåííî âðåìåíà âûïîëíåíèÿ

îñòàëüíûõ îïåðàöèé ïðè ðåøåíèè ïîäçàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì àðèôìåòè-

÷åñêèõ îïåðàöèé è âûïîëíåíèè îäíîé èòåðàöèè. Òîãäà Tp
F( ) è Tp

I( )1 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

T T T q T T T q Tp
F

p
LLT

p
SS

p
Fo

p
I

p
SS

p
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) , ( )� � � � �1 ( ) ( )Io q . (9)
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Çàìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå ôîðìóëû äëÿ âñåõ T
1
(*) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâèâ

â ôîðìóëû äëÿ Tp
(*) çíà÷åíèå p �1, ïðè ýòîì äëÿ âñåõ òàêèõ âðåìåí ñïðàâåä-

ëèâû ôîðìóëû (7). Òîãäà êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåòî-
äà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå äëÿ àðõèòåêòóðû p CPU � p GPU, áàçèðóÿñü
íà (8), ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

S
T

T
S q S qp

p
F

p

p
LLT

p
LLT

p
SS

p
SS

p
Fo� � �

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )� � � S

p

Fo( )�
�



�
�
� �

� ��
�

c T

T
q S q q S q

I p
I

p

p
SS

p
SS

p
Io

p

Io
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

� �

�
�
� ,

(10)

ãäå � p p p
FT T(*) (*) ( )/� , � p p p

IT T(*) (*) ( )/� 1 , S p
(*) — êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ãèá-

ðèäíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäçàäà÷è (âûïîëíåíèÿ îïåðà-
öèé), à âåðõíèå èíäåêñû è ïàðàìåòðû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåê-

ñàìè è ïàðàìåòðàìè â (9) äëÿ âðåìåí Tp
(*) .

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöû çàäà÷è (1) ÿâëÿþòñÿ ëåíòî÷íûìè.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: m mA B, — ïîëóøèðèíà ëåíòû ìàòðèö A è B ñîîòâåòñòâåí-

íî (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n O m kk
A� �( ),10 1, m mA B� è m qA �� ); � B — ñðåäíåå

êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â îäíîé ñòðîêå ìàòðèöû B (êàê ïðàâèëî,
� B Bm

 ). Ïðè p �1 îáìåíû ìåæäó MPI-ïðîöåññàìè (CPU) — ýòî îïåðàöèè
ìóëüòèðàññûëêè è ìóëüòèñáîðêè, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà äåðåâà. Òàêæå ââåäåì âðåìåíà äëÿ îáìåíà ìàññèâîì èç d

äâîéíûõ ñëîâ ìåæäó ïàðîé CPU: t d t dt
C

E
s o

( ) ( ) � � , à äëÿ àðõèòåêòóðû

CPU + GPU èìååì t d t dt
G

E
sG oG

( ) ( ) � � .

Äëÿ ñëó÷àÿ èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ñèììåò-
ðè÷íîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöåé (ñì. [13, 14]) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó (ïðå-
íåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ñàìûõ ìàëûõ ïîðÿäêîâ).

Ëåììà 1. Ïðè óñëîâèè n q r�� � è m spA � äëÿ âðåìåí, çàòðà÷èâàåìûõ ãèá-

ðèäíûì àëãîðèòìîì íà LLT -ðàçëîæåíèå ëåíòî÷íîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû è íà
ðåøåíèå äâóõ ÑËÀÓ ñ íèæíåé è âåðõíåé òðåóãîëüíûìè ëåíòî÷íûìè ìàòðèöàìè
íà àðõèòåêòóðå p CPU � p GPU, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

T
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o
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SS( ) ( ) �

(12)
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Èñïîëüçóÿ (11), (12) è ó÷èòûâàÿ âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ðÿäà
îïåðàöèé âû÷èñëåíèé è îáìåíîâ íà CPU è GPU èëè ðàçíûìè ïîòîêàìè íà GPU, à
òàêæå ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè ìåíüøåãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè êî-

ýôôèöèåíòîâ óñêîðåíèÿ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ LLT -ðàçëîæåíèÿ ëåíòî÷íîé ñèììåò-
ðè÷íîé ìàòðèöû è ðåøåíèÿ ÑËÀÓ âèäà (2) íà àðõèòåêòóðå p CPU � p GPU:

S p
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Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê Tp
Fo( ) è T kp

Io( ) ( ) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî â îá-

ùåì ñëó÷àå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âûïîëíÿåòñÿ ïðè
âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû B íà ( )n k� -ìàòðèöó è ïðè âû-
÷èñëåíèè ìàòðèö èëè âåêòîðîâ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûå ïðîèç-
âåäåíèÿ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ. Êîëè÷åñòâî îñòàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,
âûïîëíÿåìûõ îäíèì èç p GPU, íàìíîãî ìåíüøå è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïðè óñëîâèÿõ n q r�� � , m mA B� è 1 	 

� B Bm äëÿ âðåìåí
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Èç (14) âèäíî, ÷òî âðåìÿ Tp
Fo( ) ñóùåñòâåííî ìåíüøå çíà÷åíèé Tp

LLT( ) è

T qp
SS( ) ( ) èç (9), ïîýòîìó èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîëîæèâ â (10) � p

Fo( ) � 0 .

Âëèÿíèå T qp
Io( ) ( ) çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ m qA B, � è : åñëè q ñóùåñòâåííî

áîëüøå � B , òî â (15) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì � B ; åñëè

mA B�� � è m qA �� , òî â (9) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü T qp
Io( ) ( ) . Èç (15) òàêæå ñëåäóåò
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Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü óñêîðåíèå è ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ãèáðèä-
íîãî àëãîðèòìà â öåëîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå
ïðè óñëîâèÿõ n q�� , m mA B� , m qA �� , m spA � è � B Bm

 èìååò ìåñòî îöåíêà
êîýôôèöèåíòîâ óñêîðåíèÿ

S
c

S q S qp
p

p I
p
LLT

p
LLT

p
SS

p
SS�

�
� �

�

�
� �( ( ) ( ))( ) ( ) ( ) ( )

�
�

�
c

c
q S q q S qI

p I
p
SS

p
SS

p
Io

p
Io

�
� �( ( ) ( ) ( ) ( ))( ) ( ) ( ) ( ) , (17)

ãäå � p p
LLT

p
SS

p
IT T q T� �( ( )) /( ) ( ) ( )1 ; Tp

I( )1 ïðåäñòàâëåíî â (9); äëÿ âû÷èñëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ � p p p
FT T(*) (*) ( )/� è � p p p

IT T(*) (*) ( )/� 1 èñïîëüçóþòñÿ ôîðìó-



ëû (11), (12), (14), (15), ïðè÷åì â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ìàëûå ïî îòíîøå-

íèþ ê äðóãèì ñëàãàåìûå îòáðàñûâàþòñÿ; êîýôôèöèåíòû S p
(*) óñêîðåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíû ôîðìóëàìè (13) è (16).

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé E S pp p� / .

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ îöåíîê (11)–(17) ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü

ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòüþ

àëãîðèòìà LLT -ðàçëîæåíèÿ, íàïðèìåð ãèáðèäíîãî ïëèòî÷íîãî àëãîðèòìà [16],

à òàêæå ýôôåêòèâíîñòüþ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ íèæíåé è âåðõíåé ðàçðå-

æåííûìè òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, åñëè âðåìÿ, çàòðà÷åííîå

íà ïåðåñûëêó äàííûõ ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè, áóäåò ìåíüøå

âðåìåíè âû÷èñëåíèé, òî ýòè àëãîðèòìû ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ àñèíõðîííîñòè

áóäóò èìåòü êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîñòè, áëèçêèå ê åäèíèöå.

Íà ýôôåêòèâíîñòü ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé îáîáùåííîé

ÀÏÑÇ ìåòîäîì èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàåò

êîëè÷åñòâî cI âûïîëíåííûõ èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè.

Îáû÷íî ïðè ïîñòîÿííîì r çíà÷åíèå cI òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòü

èòåðèðóåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà q. Êàê ñëåäóåò èç îöåíîê (12) è (15), îáúåì âû-

÷èñëåíèé ïðîïîðöèîíàëåí q. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ q âîçíèêàåò íåäîñòàòî÷íàÿ çàãðóæåííîñòü GPU (ò.å. ôàêòè÷åñêè

óìåíüøàåòñÿ çíà÷åíèå no ) ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà îáìåíîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê

ñíèæåíèþ ðåàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ óâåëè÷åíèå

ðàçìåðíîñòè èòåðèðóåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà (äî ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ no ) ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çà ñ÷åò ñî-

êðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà.
Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà ëåíòî÷íûõ ìàòðèöàõ ðàçëè÷-

íûõ ïîðÿäêîâ, áûëè òàêæå èñïîëüçîâàíû ìàòðèöû èç êîëëåêöèè Ôëîðèäñêîãî

óíèâåðñèòåòà [17] (òàáë. 1).

Íà ðèñ. 1, à äàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ îò êîëè÷åñòâà GPU. Ïðîâå-

äåííûå ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò îá îáåñïå÷åíèè õîðîøåé ìàñøòàáèðóå-

ìîñòè, ò.å. âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîïîðöèîíàëüíî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì êîëè-

÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Òàêæå îáåñïå÷èâàåòñÿ áîëåå âûñîêàÿ ýôôåê-

òèâíîñòü äëÿ ìàòðèö ñ áîëüøîé ïîëóøèðèíîé ëåíòû (ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà

óëó÷øàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïîëóøèðèíû ëåíòû èñõîäíûõ ìàòðèö). Íà ðèñ. 1, á

ïðèâåäåíà äèàãðàììà ñ óêàçàíèåì óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà èòåðàöèé ïðè ðàçíîì êî-

ëè÷åñòâå è òèïàõ ïëèòîê. Èñïîëüçîâàíèå ïëèòîê îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà â LLT -ðàç-

ëîæåíèè è â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü õîðîøóþ ñáàëàíñèðîâàí-

íîñòü çàãðóçêè èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ, ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü

âðåìÿ ðåøåíèÿ è ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà âû-

÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà è åãî õàðàêòåðèñòèê ðåêîìåíäóåìûé ïîðÿäîê ïëèòîê

ñîñòàâëÿåò 512 äëÿ CPU è 192�256 äëÿ GPU. Ðàçðàáîòàííûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì

ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà

ðàçëè÷íîãî òèïà è àäàïòèðîâàòüñÿ ê ñòðóêòóðå ìàòðèöû çàäà÷è.
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Ò à á ë è ö à 1 . Òåñòîâûå ëåíòî÷íûå ìàòðèöû èç êîëëåêöèè Ôëîðèäñêîãî óíè-
âåðñèòåòà

Íàçâàíèå
çàäà÷è

Ïðîáëåìíàÿ îáëàñòü Ïîðÿäîê ìàòðèöû (ïîëóøèðèíà ëåíòû)

G2_circuit Structural problem 150 102 (65 956)

Bone010 Model reduction problem 986 703 (26 572)

Emila_923 Structural problem 923 136 (34 175)



ÃÈÁÐÈÄÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÅÒÎÄÀ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÃÐÀÄÈÅÍÒÎÂ

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ âîçíèêàåò îáîáùåííàÿ ÀÏÑÇ (1) ñ äèàãî-
íàëüíîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé B. Ýòà çàäà÷à ëåãêî ñâîäèòñÿ ê
ñòàíäàðòíîé ÀÏÑÇ — çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæè-

òåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû C B AB� � �1 2 1 2/ / : Cy y� � , ãäå y B x� 1 2/ .

Ïðè ýòîì ðàçðåæåííàÿ ñòðóêòóðà èñõîäíîé ìàòðèöû îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Äà-
ëåå ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.

Îáîáùåííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íîé ïðîá-
ëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Ax x� � (18)

ïðåäñòàâëåí â [4] ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:
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Ðèñ. 1. à — ãðàôèêè óñêîðåíèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ðàçíîãî ÷èñëà GPU äëÿ çàäà÷ G2_circuit (1), Bone010 (2), Emila_923 (3); á — äèàãðàììà
ñ óêàçàíèåì óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå ïðè ðàçíûõ êîëè÷åñòâå è òèïàõ
âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ äëÿ áëîêîâ — ðàçìåð 64, — ðàçìåð 128, — ðàçìåð 192,

— ðàçìåð 256, — ðàçìåð 512
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k� � �( ) ( ) ;� 1 f x A x I x x( ) [ ( ) ] / || ||� � � 2 , (20)

� �	k
k k k k

k

k N

Z x f x A x I p

p

�

�

� �

�

0 0 2
1

1

, , , ...,

( ( ) ( ), [ ) ] )

( , [A x I p
k

k k�
�

�

�
�

�
� ��	 ) ] )

, , , , ...,
1

1 2 3
�( )

( , )

( , )
x

Ax x

x x
� .

Çäåñü ïàðàìåòð � k ìîæåò áûòü âûáðàí êàê òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíê-

öèîíàëà � �( )x pk k� , N — ìîìåíò âîññòàíîâëåíèÿ, ìàòðèöà Z x k( ) âûáèðàåòñÿ

èç óñëîâèé óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà è îñîáåííîñòåé àðõè-
òåêòóðû ïàðàëëåëüíîãî êîìïüþòåðà. Íàïðèìåð, Z x( ) ìîæíî âûáðàòü íà îñíîâå
ìåòîäà âåðõíåé ñèììåòðè÷íîé ðåëàêñàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå åñëè èñõîäíóþ ìàòðèöó ïðåäñòàâèòü â âèäå

A I L LT� � �

÷åðåç åäèíè÷íóþ, íèæíþþ è âåðõíþþ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, òî

Z x I L x I L xT( ) ( )( ( )) ( ( ))� � � �� �
 
 
 
2 1 1
� �

, (21)

ãäå
�
L x

x
L( )

( )
�

�

1

1 �
, 
 — ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè. Â [4] óñòàíîâëåíà ñõîäè-

ìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà è îáîñíîâàí âûáîð ïàðàìåòðà 
 .
Ðàññìîòðèì ãèáðèäíûé àëãîðèòì ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ðàçðå-

æåííûõ ìàòðèö. Èäåîëîãè÷åñêîé ïðåäïîñûëêîé èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèäíûõ âû÷èñ-
ëåíèé ïðè îáðàáîòêå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíîå ïðèâåäåíèå ñòðóêòóðû èñõîäíîé ìàòðèöû ê ðàçðåæåííîìó áëî÷-
íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ îêàéìëåíèåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé:

~
A P AP

D C

D C

D C

D C

T

p p

� �

� �

1 1

2 2

3 3

1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

�

�

�

� � � � � �

�

C C C C Dp p1 2 3 1� �

�

�
















�

�

�
�
�
�
�
�
�

,

ãäå P — ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê, à áëîêè Di è Ci ñîõðàíÿþò ðàçðåæåííîñòü,
p — êîëè÷åñòâî äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ â ìàòðèöå. Åñòåñòâåííûì äëÿ ìåòîäà
ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîðÿäîê ïîñëåäíåãî äèàãîíàëüíîãî
áëîêà íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäêè äðóãèõ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à (18) ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å:
~
Ay y� � .

Äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ïîëó÷åííîé ìàòðèöû
~
A öåëåñîîá-

ðàçíî èñïîëüçîâàòü áëî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî áëîêîâ ñëåäóåò
âûáèðàòü ñ ó÷åòîì êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ, êîòîðûå çàäåéñòâîâàíû â ðàñ÷åòàõ.
Ðåàëèçóåòñÿ òàêîå ðàñïðåäåëåíèå áëîêîâ (ïîäìàòðèö) ìåæäó ïðîöåññàìè
íà CPU: ïðîöåññû ñ íîìåðàìè 0 1	 
 �³ ð ñîõðàíÿþò áëîêè Di �1 è Ci �1, à ïðî-
öåññ ñ íîìåðîì p �1ñîõðàíÿåò áëîê D p . Çäåñü p — îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîöåññîâ.

Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðà-
äèåíòîâ íà îñíîâå ìåòîäà ñèììåòðè÷íîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè äëÿ ðàçðåæåííîé
áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (19)–(21) â îñíîâíîì ðåøåíèåì äâóõ ñèñòåì:

(
~

( )) ( )I L x y z x� �

�

, (
~

( ) ) ( )I L x w y xT� �

�

,

ãäå z x f x( ) ( ) ( )� �
 
2 ; ïðè ýòîì w p pk k
k

k� � �� 1.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (
~

( ))I L x y z� �
 ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðè-

öåé ñâîäèòñÿ ê îäíîâðåìåííîìó è íåçàâèñèìîìó ðåøåíèþ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì

êàæäûì ïðîöåññîì (êðîìå ïîñëåäíåãî): (
~

( ))I D x y zq q q� �
 ; q ( 1 	 
q p) — íî-

ìåð ïðîöåññà (CPU), è ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì ~ ( )y C x yq q q� .

Äàëåå âñå ïðîöåññû ïåðåñûëàþò ~yq ïîñëåäíåìó ( p-ìó) ïðîöåññó, êîòîðûé

âû÷èñëÿåò âåêòîð yp , ðåøàÿ ñèñòåìó (
~

( )) ~I D x y z yp p p q

q

p

� � �
�

�

�

1

1

.

Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà (
~

)I L w yT� �
 . Ïðè ýòîì p-é ïðîöåññ ðåøàåò ñèñòå-

ìó (
~

( ))I D x w yp
T

p p� �
 , à çàòåì ðàññûëàåò ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû wp äðóãèì

ïðîöåññàì, êîòîðûå íåçàâèñèìî ðåøàþò ñèñòåìû (
~

( )) ( )I D x w y C x wq
T

q q q
T

p� � �
 .

Â ãèáðèäíîì àëãîðèòìå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íàèáîëåå ñëîæíû-
ìè àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ïî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèå
ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà ïëîòíûé âåêòîð, à òàêæå ðåøåíèå äâóõ ñèñòåì ñ áëî÷-
íî-òðåóãîëüíûìè ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà, åñëè íå îãîâîðåíî
èíîå, âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè ðàíåå, è äîïîëíèòåëüíî
ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: nz Di( ) — êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â i-ì
áëîêå òðåóãîëüíîé ìàòðèöû, ni — ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñêîðåíèÿ èñïîëüçóåì ôîðìóëó S T Tp p� 1 / . Ïðè ýòîì
ó÷òåì, ÷òî áîëüøèíñòâî îïåðàöèé âûïîëíÿåòñÿ íà GPU è âðåìåíåì ñèíõðîíèçà-
öèè è ïåðåñûëêàìè äàííûõ ìåæäó CPU è GPU ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè ðåøåíèè
òðåóãîëüíîé ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà, êðîìå ïîñëåäíåãî, âû-

ïîëíÿåòñÿ 2 2 3nz D nz C ni pi i(
~

) ( )� � àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, äëÿ óìíîæåíèÿ ðàç-

ðåæåííîé ìàòðèöû íà ïëîòíûé âåêòîð âûïîëíÿåòñÿ 2 2nz D nz C ni pi i(
~

) ( )� � îïåðà-

öèé. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå
äëÿ ðåàëèçàöèè îäíîé èòåðàöèè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà íà îäíîì GPU, ìîæíî

îöåíèòü âåëè÷èíîé OkGi

i

p

�

�

�
1

2

, ãäå O nz D nz C nkGi i pi i� � �10 10 9(
~

) ( ) , à çàòðà÷åííîå

âðåìÿ íà îäíó èòåðàöèþ ñîñòàâëÿåò T O
t

n
kGi

i

p
G

o
1

1

1

�
�

�

� ; Ok è OkG — êîëè÷åñòâî

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ îäíèì èç k CPU è k GPU ñîîòâåòñòâåííî.

Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà âûïîëíåíèå îäíîé èòåðàöèè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà íà àð-

õèòåêòóðå p CPU + p GPU, îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé max
1 1	 	i p-

kGi
G

o

O
t

n
. Ïðè ðåøåíèè

òðåóãîëüíûõ ñèñòåì îáúåì ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ ìåæäó CPU ðàâåí n pp log 2 , à ïðè

óìíîæåíèè ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà ïëîòíûé âåêòîð ñîñòàâëÿåò 3 22( log ) /n pp .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòà óñêîðåíèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Åñëè n np
i p

i


	 	 �
min

1 1
, à äëÿ îïåðàöèé ìóëüòèñáîðêè è ìóëüòèðàñ-

ñûëêè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì äåðåâà, òî êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ãèáðèäíîãî àë-
ãîðèòìà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ îêàéìëåíèåì (19) ñîñòàâëÿåò

S

O
t

n

O
t

n
t n p t

p

kGi

i

p
G

o

i p-
kGi

G

o
cG p c

�

� �

�

�

	 	

�
1

1

2max
1 1

log G pn p3 22( log ) /

,

ãäå O nz D nz C nkGi i pi i� � �10 10 9(
~

) ( ) .
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Ðèñ. 2. à — ãðàôèêè óñêîðåíèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè
ðàçíîãî ÷èñëà GPU äëÿ çàäà÷ G2_circui (1), Bone010 (2), Emila_923 (3); á — äèàãðàììà ñ óêàçàíèåì
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè ðàçíûõ êîëè÷åñòâå è òèïàõ
âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ äëÿ áëîêîâ — ðàçìåð 64, — ðàçìåð 128, — ðàç-
ìåð 192, — ðàçìåð 256, — ðàçìåð 512
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Êàê è äëÿ àëãîðèòìà ìåòîäà èòåðàöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâå, èññëåäîâàíèå ýô-
ôåêòèâíîñòè ïðîâîäèëîñü íà ðàçðåæåííûõ ìàòðèöàõ èç [17].

Íà ðèñ. 2, à ïðèâåäåíû ãðàôèêè óñêîðåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ìàòðèöû ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðî-
öåññîâ CPU è GPU. Äàííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ðàçðàáîòàííûé àëãî-
ðèòì õîðîøî ìàñøòàáèðóåòñÿ, îáåñïå÷èâàÿ ðàâíîìåðíóþ çàãðóçêó âû÷èñëèòåëüíûõ
óñòðîéñòâ âíå çàâèñèìîñòè îò èõ òèïà, ïîäòâåðæäàÿ òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Íà ðèñ. 2, á ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà ñ óêàçàíèåì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ãèá-
ðèäíîãî àëãîðèòìà. Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàòü,
÷òî èñïîëüçóåìûå ïîäõîäû îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðåëëå-
ëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñêîëüêèõ GPU.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâîäèëàñü íà ðàçëè÷íûõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, â ÷àñòíîñòè ðåøàëàñü çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñëîèñòîãî
äâóõêîìïîíåíòíîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû [18] ïðè
ðàâíîìåðíîì îäíîîñíîì ñæàòèè àðìèðóþùèõ ñëîåâ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé
ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè êîìïîçèòíûõ ñòðóêòóð ïðèìåíÿåòñÿ ñòàòè-
÷åñêèé ìåòîä òðåõìåðíîé ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ âòî-
ðîãî âàðèàíòà òåîðèè ìàëûõ äîêðèòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿ-
íèå îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïëîñêîé çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè êóñî÷-
íî-îäíîðîäíûõ òåë äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
òðåõñëîéíîìó ýëåìåíòó ïåðèîäè÷íîñòè â ñëó÷àå ìàòåðèàëà è òðåõñëîéíîìó ýëå-
ìåíòó ñòðóêòóðû ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè, ñâîáîäíûìè îò íàïðÿæåíèé, â ñëó÷àå
êîìïîçèòíîãî îáðàçöà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàòè÷åñêîãî ìåòîäà Ýéëåðà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñâî-
äèòñÿ ê îáîáùåííîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, â êîòîðîé ìèíèìàëüíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêóþ çàãðóçêó, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u u u� ( , )1 2 îïðåäåëÿåò ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ðàçëè÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè íà ïåðñîíàëüíîì ñó-
ïåðêîìïüþòåðå ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðû Èíïàðêîì_pg [19] (îäèí âû÷èñëèòåëü-
íûé óçåë, äâà ÷åòûðåõÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Xeon 5606, äâà GPU Tesla K40). Ïðî-
ãðàììû, ðåàëèçóþùèå ãèáðèäíûå àëãîðèòìû, íàïèñàíû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ Ñ++ ñ èñïîëüçîâàíèåì íà CPU ñèñòåìû MPI è áèáëèîòåêè ïðîãðàìì
Intel MKL [20], à äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà GPU èñïîëüçîâàëè òåõíîëîãèþ
CUDA, áèáëèîòåêè ïðîãðàìì cuBLAS è cuSPARSE [21]. Íèæå ïðèâåäåí ëèñòèíã
ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è: ïîðÿäîê ìàòðèö A è B: 12282, ïîëóøèðèíà ëåíòû
ìàòðèöû A : 6212, ïîëóøèðèíà ëåíòû ìàòðèöû B : 71.

Ôðàãìåíò ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà Èíïàðêîì_pg

Problem solving: total time = 10.0033e+00

Results: SOLUTION WAS CALCULATED by 20 iterations

FIRST 3 EIGENVALUES

Eigenvalues (calculated) Estimates of Errors

1.248665556779830e-01 1.893e-06

1.248734577580778e-01 8.894e-07

1.248765574182433e-01 2.837e-06

Â ïðîòîêîëå ïðåäñòàâëåíû òðè âû÷èñëåííûõ ìèíèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MATLAB [22] áûëî ïîëó÷åíî
çà 340 ñ. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâå íà Èíïàðêîì_pg ñîñòàâëÿåò 10,0033 ñ, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî â 30 ðàç
áûñòðåå, ÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì MATLAB.

Ïðîâîäèëñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðàçðàáîòàííûõ ãèá-
ðèäíûõ àëãîðèòìîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàëëåëüíûìè àëãîðèòìàìè äëÿ
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MIMD-êîìïüþòåðîâ. Äëÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íåÿâíîãî ìåòîäà ñîïðÿæåí-
íûõ ãðàäèåíòîâ íàèáîëüøåå óñêîðåíèå äëÿ MIMD-êîìïüþòåðà ïðè èñïîëüçîâà-
íèè âîñüìè ïðîöåññîâ ïîëó÷åíî îò ïÿòè äî øåñòè ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîé âåðñèåé ïðîãðàììû (1 CPU). Äëÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ïðè èñïîëüçîâà-
íèè îäíîãî GPU ïîëó÷åíî óñêîðåíèå îò 6,5 äî 7,5 ðàç, à ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ
GPU — îò 9 äî 11 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèåé ïðîãðàììû. Ðå-
çóëüòàòû ðåøåíèÿ ïàðàëëåëüíûì è ãèáðèäíûì àëãîðèòìàìè ìåòîäà èòåðàöèè íà
ïîäïðîñòðàíñòâå ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè âîñüìè ïðîöåññîâ íà CPU ïî-
ëó÷åíî óñêîðåíèå â ÷åòûðå ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèåé ïðî-
ãðàììû, à ïðè èñïîëüçîâàíèè GPU ïîëó÷åíî óñêîðåíèå â øåñòü è äåâÿòü ðàç äëÿ
îäíîãî è äâóõ GPU ñîîòâåòñòâåííî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èçëîæåííûõ ñõåì ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ (ðàçáèåíèå íà áëî-
êè; ðàñïðåäåëåíèå ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óñòðîéñòâàìè; îáðàáîòêà áëîêîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íåíóëåâûì áëîêàì) ëåæèò â ïëîñêîñòè ðàñøèðåíèÿ òèïîâ îáðàáàòûâàå-
ìûõ ñòðóêòóð ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ïðîôèëüíûå.

Ïðîâåäåííàÿ àïðîáàöèÿ ïðåäëîæåííûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ íà ðåøåíèè
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñâèäåòåëüñòâóåò î ïåðñïåêòèâíîñòè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ â ðàç-
âèòèè àëãîðèòìè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé.

Â äàëüíåéøåì öåëåñîîáðàçíî ìîäèôèöèðîâàòü ïðåäëîæåííûé ãèáðèäíûé

àëãîðèòì ìåòîäà èòåðàöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâå, çàìåíèâ LLT -ðàçëîæåíèå ðàçðå-

æåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû åå LDLT -ðàçëîæåíèåì. Ýòî ïîçâîëèò ïðîâîäèòü
áîëåå ãëóáîêîå àïîñòåðèîðíîå èññëåäîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ (íàïðè-
ìåð, [6]), à òàêæå íàõîäèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñîáñòâåííûå âåêòîðû) â ñåðåäèíå ñïåêòðà.

Èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ â äàëüíåéøåì áóäóò
íàïðàâëåíû íà èõ ðåàëèçàöèþ äëÿ ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé àðõèòåêòóðû
Maxwell è Pascal, ïîçâîëÿþùèõ ðåàëèçîâûâàòü äèíàìè÷åñêèé ïàðàëëåëèçì è íå-
ïîñðåäñòâåííûé îáìåí äàííûìè ìåæäó ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè áåç ó÷àñòèÿ
öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ îïòèìèçàöèÿ ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ äëÿ íîâûõ ïðîöåññîðîâ Intel Xeon Phi âòîðîãî ïîêîëåíèÿ. Òàêæå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àðèôìåòèêè
ïîâûøåííîé ðàçðÿäíîñòè ïðè ðåøåíèè ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷.
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Î.Ì. Õ³ì³÷, Î.Â. Ïîïîâ, Î.Â. ×èñòÿêîâ
Ã²ÁÐÈÄÍ² ÀËÃÎÐÈÒÌÈ ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß ÀËÃÅÁÐÀ¯×ÍÎ¯ ÏÐÎÁËÅÌÈ ÂËÀÑÍÈÕ
ÇÍÀ×ÅÍÜ Ç ÐÎÇÐ²ÄÆÅÍÈÌÈ ÌÀÒÐÈÖßÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Çàðîïîíîâàíî ã³áðèäí³ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ ÷àñòêîâî¿ óçàãàëü-
íåíî¿ ïðîáëåìè âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ ñèìåòðè÷íèõ äîäàòíî-îçíà÷åíèõ ðîç-
ð³äæåíèõ ìàòðèöü ð³çíî¿ ñòðóêòóðè íà ã³áðèäíèõ êîìï’þòåðàõ ç ãðàô³÷íèìè
ïðîöåñîðàìè, íàâåäåíî êîåô³ö³ºíòè åôåêòèâíîñò³ àëãîðèòì³â, ïðîâåäåíî àï-
ðîáàö³þ ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòì³â íà òåñòîâèõ òà ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: àëãåáðà¿÷íà ïðîáëåìà âëàñíèõ çíà÷åíü, êîìï’þòåð ã³áðèä-
íî¿ àðõ³òåêòóðè, ã³áðèäíèé àëãîðèòì, ìåòîä ³òåðàö³é íà ï³äïðîñòîð³, ìåòîäè
ãðàä³ºíòíîãî òèïó, åôåêòèâí³ñòü ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòì³â.

A.N. Khimich, A.V. Popov, O.V. Chistyakov
HYBRID ALGORITHMS FOR SOLVING THE ALGEBRAIC EIGENVALUE PROBLEM
WITH SPARSE MATRICES

Abstract. Hybrid algorithms for solving a partial generalized eigenvalue problem
for symmetric positive-definite sparse matrices of different structures on hybrid
computers with graphic processors are proposed, coefficients for the efficiency
of the algorithms are obtained, and approbation of the developed algorithms for
test and practical problems is carried out.

Keywords: algebraic eigenvalue problem, computer of hybrid architecture,
hybrid algorithm, subspace iteration method, conjugate gradient methods,
efficiency of parallel algorithms.
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