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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä äîñë³äæåííÿ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ
M E n m/ / /2 , M E n/ / /2 � , ó òîìó ÷èñë³ ñèñòåì ³ç çàñòîñóâàííÿì âèïàäêîâî-
ãî â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü. Îòðèìàíî ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ îá÷èñ-
ëåííÿ ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ òà ñòàö³îíàð-
íèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîáóäîâàí³ àëãîðèòìè ïåðåâ³ðåíî íà ïðèêëàäàõ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ³ì³òàö³éíèõ ìîäåëåé, ñòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ ³íñòðóìåíòàëüíèõ
çàñîá³â GPSS World.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: áàãàòîêàíàëüíà ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ, åðëàíã³âñüêèé ÷àñ
îáñëóãîâóâàííÿ, âèïàäêîâå â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü, ìåòîä ô³êòèâíèõ ôàç, ðå-
êóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ñòàö³îíàðí³ õàðàêòåðèñòèêè.

ÂÑÒÓÏ

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ ç åðëàíã³âñüêèìè ðîçïîä³ëàìè, çîêðå-
ìà ñèñòåìè M E ns/ / / � , çàñòîñîâóþòü ìåòîä ô³êòèâíèõ ôàç, çàïî÷àòêîâàíèé
À.Ê. Åðëàíãîì [1]. Äëÿ åðëàíã³âñüêîãî ðîçïîä³ëó ïîðÿäêó s ÷àñó îáñëóãîâóâàí-
íÿ ïðèïóñêàþòü, ùî êîæíå çàìîâëåííÿ ïîñë³äîâíî ïðîõîäèòü s ôàç îáñëóãîâó-
âàííÿ, òðèâàëîñò³ ÿêèõ ðîçïîä³ëåí³ çà ïîêàçíèêîâèìè çàêîíàìè ç ïàðàìåòðàìè
� � �1 2, , ,� s â³äïîâ³äíî.

Âðàõóâàííÿ ôàç âèìàãàº ô³êñàö³¿ â³äïîâ³äíèõ ñòàí³â ³ ïðèçâîäèòü äî
ãðîì³çäêîñò³ îïèñó ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ ç ðîçïîä³ëàìè ôàçîâîãî òèïó. Áåçïî-
ñåðåäíº ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü äëÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ñòàí³â óñêëàä-
íþºòüñÿ ÷åðåç âåëèêó ðîçì³ðí³ñòü ìàòðèö³ êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìè. Òîìó íàé-
äîö³ëüí³øèì º àëãîðèòì³÷íèé ï³äõ³ä, ùî ïåðåäáà÷àº îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè
ð³âíÿíü àáî ó âèãëÿä³ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë, àáî ó âèãëÿä³ ìàòðè÷íî-ðåêóðåíòíèõ
ñï³ââ³äíîøåíü ³ àëãîðèòì³â [2–9]. Çàïðîïîíîâàíèé ó ñòàòòÿõ [8, 9] ìåòîä ´ðóí-
òóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ïðÿìèõ ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü, âèâåäåíèõ áåçïîñå-
ðåäíüî ç ð³âíÿíü ñèñòåìè äëÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé. Â³í íå ì³ñòèòü ³òåðàö³é
³ íå ïåðåäáà÷àº ïîïåðåäí³õ ïåðåòâîðåíü ñèñòåìè ð³âíÿíü. Ó ðîáîòàõ [8, 9] ðîçðîá-
ëåíî ðåêóðåíòí³ àëãîðèòìè äëÿ ñèñòåì M E m/ / /2 2 , M E/ / /2 2 � , M E m/ / /2 3 ³
M E/ / /2 3 � ÿê ñòàíäàðòíèõ, òàê ³ ñèñòåì ç âèïàäêîâèì â³äêèäàííÿì çàìîâëåíü.

Ìåòîþ äîñë³äæåíü, âèêëàäåíèõ ó ñòàòò³, º ïîáóäîâà ðåêóðåíòíèõ àëãîðèòì³â
äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåìàõ îáñëóãîâó-
âàííÿ M E n m/ / /2 ³ M E n/ / /2 � ( )n � 2 , ó òîìó ÷èñë³ â ñèñòåìàõ ³ç çàñòîñóâàííÿì
âèïàäêîâîãî â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü. Âèïàäêîâå â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ â ñèñòåìàõ îáñëóãîâóâàííÿ ç ìåòîþ çàïîá³ãàííÿ ïåðåâàíòàæåííÿì ³ ïîëÿãàº
â òîìó, ùî êîæíå çàìîâëåííÿ, ÿêå íàäõîäèòü, ìîæå áóòè â³äêèíóòå ç ïåâíîþ
éìîâ³ðí³ñòþ, ÿêà çàëåæèòü â³ä äîâæèíè ÷åðãè â ìîìåíò íàäõîäæåííÿ çàìîâëåííÿ,
íàâ³òü ÿêùî áóôåð ùå ïîâí³ñòþ íå çàïîâíåíèé [10–12].

ÑÈÑÒÅÌÀ M E n m/ / /2 Ç ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌ Â²ÄÊÈÄÀÍÍßÌ ÇÀÌÎÂËÅÍÜ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó M E n m/ / /2 , äå m — ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü, ÿê³
îäíî÷àñíî ìîæóòü ïåðåáóâàòè ó ÷åðç³. Âõ³äíèé ïîò³ê çàìîâëåíü — íàéïðîñ-
ò³øèé, òîáòî ³íòåðâàëè ÷àñó ì³æ ìîìåíòàìè ïðèáóòòÿ ñóñ³äí³õ çà ÷àñîì çàìîâ-
ëåíü — íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè, ïîêàçíèêîâî ðîçïîä³ëåí³ ç ïàðàìåò-
ðîì �. ×àñ îáñëóãîâóâàííÿ êîæíîãî çàìîâëåííÿ ðîçïîä³ëåíèé çã³äíî ç óçàãàëü-
íåíèì çàêîíîì Åðëàíãà äðóãîãî ïîðÿäêó, òîáòî º ñóìîþ äâîõ íåçàëåæíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïîêàçíèêîâî ðîçïîä³ëåíèõ ç ïàðàìåòðàìè � �1 2, â³äïîâ³äíî.

Ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ äëÿ ñòàí³â ñèñòåìè: s0 — â ñèñòåì³ íåìàº çàìîâ-
ëåíü; sk ij( ) — â ñèñòåì³ º k çàìîâëåíü ( )1 � � �k n m , ³ ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü, ÿê³ ïå-
ðåáóâàþòü íà ïåðø³é òà äðóã³é ôàçàõ îáñëóãîâóâàííÿ, ñòàíîâèòü i òà j â³äïîâ³äíî.
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Íåõàé p0 ³ pk ij( ) — ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ðíîñò³ ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè ó ñòàíàõ s0
³ sk ij( ) â³äïîâ³äíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî ç ìåòîþ çàïîá³ãàííÿ ïåðåâàíòàæåííÿì ó ñèñòåì³ îáñëóãî-
âóâàííÿ çä³éñíþºòüñÿ âèïàäêîâå ïðîð³äæóâàííÿ âõ³äíîãî ïîòîêó çàìîâëåíü çà-
ëåæíî â³ä äîâæèíè ÷åðãè. Íåõàé f k� ( ) — çàëåæí³ñòü ³íòåíñèâíîñò³ ïîòîêó çà-
ìîâëåíü, îòðèìàíîãî ï³ñëÿ ïðîð³äæóâàííÿ, â³ä ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ó ñèñòåì³.
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Ïðîð³äæóâàííÿ âõ³äíîãî ïîòîêó çàìîâëåíü ìîæå çä³éñíþâàòèñÿ øëÿõîì âè-
ïàäêîâîãî â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü çã³äíî ç òàêèì ïðàâèëîì: ÿêùî â ìîìåíò ïðèáóòòÿ
çàìîâëåííÿ ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ îáñëóãîâóâàííÿ äîð³âíþº
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ìîâëåííÿ ïðèéìàºòüñÿ íà îáñëóãîâóâàííÿ ç ³ìîâ³ðí³ñòþ � �k k(0 1� � , � n m� � 0)
³ îòðèìóº â³äìîâó (â³äêèäàºòüñÿ) ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1� � k . ²íîä³ ðîçãëÿäàþòü ÷àñòêîâèé
âèïàäîê ö³º¿ ñòðàòåã³¿, çàô³êñóâàâøè ïîðîãîâå çíà÷åííÿ h ( )n h n m� � � � �1 1 ³ ïðè-
ïóñêàþ÷è, ùî � k �1 ïðè n k h� � � �1 1, ³ � � �k � � �( )0 1 äëÿ h k n m� � � �1.
ßêùî âèêîíàíà óìîâà 0 1� �� k , äå k — ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ â ìîìåíò
ïðèáóòòÿ çàìîâëåííÿ, òî ³íòåíñèâí³ñòü íàéïðîñò³øîãî ïîòîêó çàìîâëåíü, ÿê³ ïðèé-
ìàþòüñÿ íà îáñëóãîâóâàííÿ, ñòàíîâèòü � ��k k� .

Ââàæàþ÷è, ùî n � 2, äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ñèñòåìè
M E n m/ / /2 ç âèïàäêîâèì â³äêèäàííÿì çàìîâëåíü îòðèìóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü:
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Ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) äàþòü çìîãó îá÷èñëþâàòè ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ð-
íîñò³ ~

( )pk ij ó âèãëÿä³ ë³í³éíèõ ôóíêö³é â³ä ïàðàìåòð³â q k n mk ( )1 1� � � �
ó òàê³é ïîñë³äîâíîñò³:

~
( )pn m n� 0 ; ~
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Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â q k n mk ( )1 1� � � � ìîæíà âèêîðèñ-
òàòè áóäü-ÿê³ n m� �1 ð³âíÿíü ç (2). Ð³âíÿííÿ (2) íå âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ âèâå-
äåííÿ ñï³ââ³äíîøåíü (4). Îñê³ëüêè îäíå ç ð³âíÿíü (2) íå óâ³éøëî â ñèñòåìó äëÿ
çíàõîäæåííÿ qk ( )1 1� � � �k n m , éîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïåðåâ³ðêè ïðà-
âèëüíîñò³ îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (1)–(3).

Çà äîïîìîãîþ óìîâè íîðìóâàííÿ (3) âèçíà÷àºìî ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ðíîñò³ çà
ôîðìóëàìè

p p p pk k

k
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k k i i
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~ ~
( , )p pk k k i i
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0

, 1 � �k n; ~ ~
( , )p pk k n i i

i

n

� �
�



0

, n k n m� � � �1 ,

äå pk — ñòàö³îíàðíà éìîâ³ðí³ñòü íàÿâíîñò³ ó ñèñòåì³ k çàìîâëåíü.
Ñòàö³îíàðí³ õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè M E n m/ / /2 ç âèïàäêîâèì â³äêèäàí-

íÿì çàìîâëåíü, à ñàìå ñåðåäíþ ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåì³ E( )C , ñåðåäíþ äîâ-
æèíó ÷åðãè E( )Q , éìîâ³ðí³ñòü îáñëóãîâóâàííÿ çàìîâëåííÿ, ÿêå íàä³éøëî íà âõ³ä
ñèñòåìè (â³äíîñíó ïðîïóñêíó çäàòí³ñòü ñèñòåìè) Psv , ³ ñåðåäí³é ÷àñ î÷³êóâàííÿ
E( )W îá÷èñëþºìî çà ôîðìóëàìè:

E( )C kp

k

n m

k�
�

�



1

, E( ) ( )Q k n p

k n

n m

k� �
� �

�



1

, E
E

P
( )

( )
W

Q
�

� sv

,

Psv � � � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�



�

�
n p n k pk

k

n

( ) ( )1 0

1

1

, �
� �

� �
�

�
��

�

�
��

�
1 1

1 2

1

.

(5)

Âèðàç äëÿ Psv îòðèìàíî ÿê â³äíîøåííÿ ñåðåäíüî¿ ê³ëüêîñò³ îáñëóæåíèõ çàìîâ-
ëåíü çà îäèíèöþ ÷àñó äî ³íòåíñèâíîñò³ âõ³äíîãî ïîòîêó âñ³õ çàìîâëåíü.

ßêùî âèïàäêîâå â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü íå çàñòîñîâóºòüñÿ, òîáòî ðîçãëÿ-
äàºòüñÿ ñòàíäàðòíà ñèñòåìà M E n m/ / /2 , òî â ð³âíÿííÿõ (1), (2) ³ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿõ (4), (5) íåîáõ³äíî ïîêëàñòè:

f k� �( ) � , g k� �( ) � 1, n k n m� � � �1; Psv � � �1 pn m .

ÑÈÑÒÅÌÈ ÁÅÇ ÎÁÌÅÆÅÍÍß ÍÀ ÄÎÂÆÈÍÓ ×ÅÐÃÈ

Äëÿ ñèñòåìè M E n/ / /2 � îáìåæåííÿ íà äîâæèíó ÷åðãè íå ³ñíóº, òîìó äëÿ
³ñíóâàííÿ ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ïîâèííà âèêîíóâàòèñü
óìîâà � �� n . Ó ðàç³ çàñòîñóâàííÿ âèïàäêîâîãî â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü ïðèïóñ-
òèìî, ùî éìîâ³ðíîñò³ � k âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç ïðàâèëîì: 0 1� �� k äëÿ

n k h� � � �1 1 ³ � �k � �
~

1 ïðè k h� , äå h n� �2 . Òîä³ äëÿ ³ñíóâàííÿ ñòàö³îíàð-

íîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü ïîâèííà âèêîíóâàòèñü óìîâà �� �
~

� n .

Â³äøóêàííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé p kk ( )� 0 äëÿ
ñèñòåì áåç îáìåæåííÿ íà äîâæèíó ÷åðãè çâîäèòüñÿ äî âèêîðèñòàííÿ îòðèìàíèõ
âèùå ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü m . ×èñëî N m n� � âèáè-
ðàºìî íàñò³ëüêè âåëèêèì, ùîá âèêîíóâàëàñü îäíà ç óìîâ (àáî êîæíà ç óìîâ), ùî
çàäàþòü òî÷í³ñòü âèçíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé. Ö³ óìîâè ìîæíà çàäàòè,
íàïðèêëàä, ó âèãëÿä³:

E E( ) ( )( ) ( )C CN N� ��1 1� , E E( ) ( )( ) ( )Q QN N� ��1 2� . (6)

Òóò �1, �2 — äîäàòí³ ÷èñëà, ùî çàäàþòü òî÷í³ñòü îá÷èñëåíü, E( ) ( )C N ³

E( ) ( )Q N — íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê E( )C ³ E( )Q , îá÷èñ-

ëåí³ ç âèêîðèñòàííÿì ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé p k Nk N( ) ( )0 � � ; pk N( ) —

íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíî¿ éìîâ³ðíîñò³ pk , îòðèìàíå â ðåçóëüòàò³

óñ³êàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü äëÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé.

ßêùî âèïàäêîâå â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü íå çàñòîñîâóºòüñÿ, òî (6) ìîæíà

çàì³íèòè óìîâîþ
�

�
�� � � �

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�


n p n k pN k N

k

n

( ) ( )( ) ( )1 0

1

1

, (7)

ÿêà âèïëèâàº ç ð³âíÿííÿ áàëàíñó � �n p n k pk

k

n

( ) ( )1 0

1

1

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�


 , ñïðàâåäëèâî-

ãî äëÿ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ áåç âòðàò çàìîâëåíü.

ÏÐÈÊËÀÄÈ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè âèçíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ñèñòåì

îáñëóãîâóâàííÿ: M E/ / /2 4 30, M E/ / /2 10 �, M E/ / /2 20 53, M Eh / / /2 20 �.
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Ïîçíà÷åííÿ M h ìè âèêîðèñòîâóºìî äëÿ ñèñòåì ç âèïàäêîâèì â³äêèäàííÿì çà-

ìîâëåíü (çàñòîñîâóºìî ñòðàòåã³þ ç ô³êñîâàíèì ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì h).

Çàäàìî ïàðàìåòðè ïîêàçíèêîâèõ ðîçïîä³ë³â: � � 44 15/ äëÿ ñèñòåìè
M E/ / /2 4 30 ; � �16 3/ äëÿ ñèñòåìè M E/ / /2 10 �; � �16 äëÿ ñèñòåì
M E/ / /2 20 53 , M Eh / / /2 20 � . Äëÿ ðîçïîä³ë³â Åðëàíãà ïîêëàäåìî: � �1 21 2� �, .

Äëÿ ñèñòåìè M Eh / / /2 20 � çàäàìî: h � 25, � k �1 ïðè 21 1� � �k h ³ � �k � �
~

/2 3

äëÿ k h� .
Çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé pk ³ ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê

äëÿ ñèñòåì M E/ / /2 4 30, M E/ / /2 10 � , M E/ / /2 20 53, M Eh / / /2 20 � , çíàé-
äåí³ ç âèêîðèñòàííÿì ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü, îòðèìàíèõ âèùå, ïîäàíî ó
òàáë. 1–3. Ó òàáëèöÿõ íàâåäåíî òàêîæ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü, ðåàë³çîâàíèõ çà
äîïîìîãîþ ³ì³òàö³éíèõ ìîäåëåé ðîçãëÿíóòèõ ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ äëÿ çíà-

÷åííÿ ÷àñó ìîäåëþâàííÿ t �106 (äëÿ ñèñòåìè M E/ / /2 4 30 t �107). ²ì³òàö³éí³

ìîäåë³ ïîáóäîâàíî ³ç çàëó÷åííÿì ³íñòðóìåíòàëüíèõ çàñîá³â GPSS World [13].
Ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé pk çíà-

÷åííÿ N âèáèðàëîñü íàñò³ëüêè âåëèêèì, ùîá äëÿ ñèñòåìè M E/ / /2 10 � âèêîíó-

âàëàñü óìîâà (7) ïðè � � �10 6 , à äëÿ ñèñòåìè M Eh / / /2 20 � — óìîâè (6) ïðè

� �1 2
510� � � . Îòðèìàí³ ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ N äëÿ öèõ ñèñòåì â³äïîâ³äíî

äîð³âíþþòü 58 ³ 73.
Àíàë³çóþ÷è ðåçóëüòàòè, ïîäàí³ â òàáë. 3, áà÷èìî, ùî óïðàâë³ííÿ ³íòåí-

ñèâí³ñòþ âõ³äíîãî ïîòîêó øëÿõîì âèïàäêîâîãî â³äêèäàííÿ çàìîâëåíü äàº çìîãó
çíà÷íî çìåíøèòè ñåðåäíþ äîâæèíó ÷åðãè çà ðàõóíîê íåñóòòºâîãî çíèæåííÿ ïðî-
ïóñêíî¿ çäàòíîñò³ ñèñòåìè. Òàê, ñåðåäíÿ äîâæèíà ÷åðãè â ñèñòåì³ M Eh / / /2 20 �
íà 89,2% ìåíøà, í³æ ó ñèñòåì³ M E/ / /2 20 53, à â³äíîñíà ïðîïóñêíà çäàòí³ñòü
ìåíøà ëèøå íà 1,4%.
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Ò à á ë è ö ÿ 1

k

Çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé pk

M E/ / /2 4 30 M E/ / /2 10 �

Ðåêóðåíòíèé
ìåòîä

GPSS World
Ðåêóðåíòíèé

ìåòîä
GPSS World

0 0,000142 0,000142 0,000272 0,000262

1 0,000637 0,000619 0,002174 0,002158

2 0,001450 0,001449 0,008708 0,008762

3 0,002271 0,002260 0,023263 0,023246

4 0,002860 0,002862 0,046639 0,046970

5 0,003368 0,003383 0,074887 0,074792

6 0,003869 0,003871 0,100392 0,100331

7 0,004402 0,004447 0,115737 0,116339

8 0,004991 0,005004 0,117463 0,117815

9 0,005651 0,005707 0,107241 0,107124

10 0,006395 0,006388 0,090298 0,089960

15 0,011846 0,011753 0,025704 0,025872

20 0,021940 0,021939 0,006332 0,006401

25 0,040636 0,040508 0,001539 0,001562

30 0,075221 0,075345 0,000374 0,000374

40 – – 0,000022 0,000018

50 – – 0,000001 0,000004



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ô³êòèâíèõ ôàç ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè äëÿ îá÷èñëåííÿ
ñòàö³îíàðíîãî ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ çàìîâëåíü â ñèñòåìàõ òèïó M E n m/ / /2 ³
M E n/ / /2 �, â òîìó ÷èñë³ ó ñèñòåìàõ ç âèïàäêîâèì â³äêèäàííÿì çàìîâëåíü.
Çàïðîïîíîâàíèé ðåêóðåíòíèé ìåòîä íå ì³ñòèòü ³òåðàö³é ³ ïåðåòâîðåíü ï³äãî-
òîâ÷îãî õàðàêòåðó, ùî äàº çìîãó ñêîðîòèòè îáñÿã îá÷èñëåíü ïîð³âíÿíî ç â³äî-
ìèìè ìåòîäàìè. Çà äîïîìîãîþ îòðèìàíèõ ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü
âäàºòüñÿ ñêîðîòèòè ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü, ÿê³ íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè äëÿ çíàõîäæåí-
íÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé, ç ( )( ) /n n m� � �1 2 2 2 äî n m� �1.
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Ò à á ë è ö ÿ 2

k

Çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé pk

M E/ / /2 20 53 M Eh / / /2 20 �

Ðåêóðåíòíèé
ìåòîä

GPSS World
Ðåêóðåíòíèé

ìåòîä
GPSS World
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Ò à á ë è ö ÿ 3

Ñèñòåìà Ìåòîä
Çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê

E( )C E( )Q E( )W Psv

M E/ / /2 4 30
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M E/ / /2 10 �
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GPSS World 9,302 1,305 0,245 1,000

M E/ / /2 20 53
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M Eh / / /2 20 �
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GPSS World 24,972 5,268 0,401 0,821
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Þ.Â. Æåðíîâûé, Ê.Þ. Æåðíîâûé
ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÄËß ÌÍÎÃÎÊÀÍÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ñ ÝÐËÀÍÃÎÂÑÊÈÌ ÂÐÅÌÅÍÅÌ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ
M E n m/ / /2 , M E n/ / /2 �, â òîì ÷èñëå ñèñòåì ñ ïðèìåíåíèåì ñëó÷àéíîãî
îòáðàñûâàíèÿ çàÿâîê. Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå è ñòàöèîíàðíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ïðîâåðåíû íà ïðèìåðàõ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé, ñîçäàííûõ ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòàëüíûõ
ñðåäñòâ GPSS World.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, ýðëàíãîâñêîå
âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ, ñëó÷àéíîå îòáðàñûâàíèå çàÿâîê, ìåòîä ôèêòèâíûõ
ôàç, ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Yu.V. Zhernovyi, K.Yu. Zhernovyi
RECURRENCE RELATIONS FOR MULTICHANNEL QUEUEING SYSTEMS
WITH SECOND-ORDER ERLANGIAN SERVICE TIMES

Abstract. We propose a method to analyze queueing systems M E n m/ / /2 ,

M E n/ / /2 �, including the case of random dropping of customers. Recurrence
relations are obtained to compute the stationary distribution of the number of
customers in the system and the steady-state characteristics. The developed
algorithms are tested on examples using simulation models constructed with the
use of the GPSS World tools.

Keywords: multichannel queueing systems, Erlangian service times, random
dropping of customers, fictitious phase method, recurrence relations, steady-state
characteristics.
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