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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÓÑËÎÂÈÉ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÑÒÈ ÂÅÉÂËÅÒÎÂ,
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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà âåéâëåòîâ, îñíîâàííûõ íà ïîëèíîìàõ
ßêîáè. Ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè âåéâëåòû ÿâëÿþòñÿ âçàèì-
íî-îðòîãîíàëüíûìè, à òàêæå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áàçèñ âåéâëåòîâ õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòíîøåíèåì Ðèòöà. Ýòè çàäà÷è ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ
ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, ðàíåå ïðåäëîæåííîãî àâ-
òîðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåéâëåòû, ïîëèíîìû ßêîáè, óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè,
ïîèñê êîðíåé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçâèòèåì òåîðèè âåéâëåòîâ è åå ïðàê-

òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ñôåðà ïðèìåíåíèÿ âåéâëåòîâ ðàñøèðÿåòñÿ âñëåäñòâèå èõ

ñâîéñòâà îïèñûâàòü ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ñèãíàëîâ â ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ìàñ-

øòàáàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò èõ èñïîëüçîâàòü äëÿ çàäà÷ òåëåêîììóíèêàöèé, ãåîôèçè-

êè, àñòðîôèçèêè, îáðàáîòêè àóäèî- è âèäåîñèãíàëîâ, áèîìåäèöèíû è ò.ä. [1].

Êàæäàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ îñîáîãî êëàññà âåéâëåòîâ.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíûé êëàññ âåéâëåòîâ — ïîëèíîìèàëüíûå,

îñíîâàííûå íà ïîëèíîìàõ ßêîáè. Ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèçà èñïîëüçîâàëàñü òåî-

ðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, ïðåäñòàâëåííàÿ â ðàáîòàõ [2, 3]. Öåëüþ äàííîãî

èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îòâåòîâ íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

— ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàåìûå âåéâëåòû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè?

— ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ âåéâëåòîâ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå

Ðèòöà?

Ïîèñê îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñèñòåì íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ðåøàþòñÿ ïðåäëîæåí-

íûì àâòîðàìè ìåòîäîì [4].

Â ðàçä. 1 äàíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ïîëèíîìèàëüíûõ âåéâëåòàõ,

îñíîâàííûõ íà ìíîãî÷ëåíàõ ßêîáè. Âîïðîñû îðòîãîíàëüíîñòè è ìèíèìèçàöèè

îòíîøåíèÿ Ðèòöà ðàññìîòðåíû â ðàçä. 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî.

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ñëåäóÿ ðàáîòå [2], èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî âåéâëåòà n-ãî
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ãäå �( ) îáîçíà÷åíà ãàììà-ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, ïîëèíîì (1) îáû÷íî íîðìèðóåò-

ñÿ ìíîæèòåëåì

K
n a n b

n a b n a b n
�

� � � �

� � � � � �

� �2 1 1

2 1 1

1� � � �

�

( ) ( )

( ) ( ) !

182 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 4

© Â.Þ. Ñåìåíîâ, Þ. Ïðåñòèí, 2018



òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè � � �P x P xn m n
m( , ) ( , )( ), ( )� � � � � .

Òàêæå äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà Bn , îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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2. ÓÑËÎÂÈß ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÑÒÈ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [2, òåîðåìà 2.8a] äëÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ âåé-

âëåòîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

� n r st s r n s r, ( ) , , , , , ;� � �0 1 2 � . (3)

Óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà B Bn n
T ÿâëÿåòñÿ

äèàãîíàëüíîé, ìàòðèöà Bn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2). Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ

óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (3) äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé n.

2.1. Ñëó÷àé n � 2. Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ óñëîâèÿ (3) ñâîäÿòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

� n t, ( )1 2 0� ,
ò.å.

P t P t P t P t3 1 3 2 4 1 4 2 0( ) ( ) ( ) ( )� � . (4)

Íà ðèñ. 1 êðóæêàìè ïîêàçàíû ëèíèè îðòîãîíàëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå (4), à òî÷-

êàìè — ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ � � 0.5, � �1. Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå ëèíåéíîé çàâè-

ñèìîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñîîòíîøåíèåì P t P t P t P t3 1 4 2 3 2 4 1 0( ) ( ) ( ) ( )� � , ñëåäóþ-

ùèì èç óñëîâèÿ det ( )B2 0� [2].

Ëåììà 1 [3]. Ïîëèíîì Q x P x P x( ) ( ) ( )� �4 3� èìååò êàê ìèíèìóì òðè êîðíÿ

íà îòðåçêå [ , ]�1 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî �.

Íà îñíîâàíèè ëåììû 1 ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî t1 ñóùåñòâóþò êàê ìèíèìóì òðè çíà÷åíèÿ t2 , óäîâ-

ëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì

P t4 1 0( ) � . Òîãäà ñîîòíîøåíèå (3) ñâîäèòñÿ ê P t P t3 1 3 2 0( ) ( ) � . Â ñîîòâåòñòâèè

ñî ñâîéñòâàìè îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ óñëîâèÿ P t3 1 0( ) � è P t4 1 0( ) � íèêîãäà

íå âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå P t3 2 0( ) � èìååò ñî-

ãëàñíî [3, òåîðåìà 5.2] òðè êîðíÿ.
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Ðèñ. 1. Ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (4) (îòìå÷åíû êðóæêàìè) è ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè (îòìå÷åíû òî÷êàìè) äëÿ � � 0.5, � � 1

t1

t2



Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì P t4 1 0( ) � . Òîãäà óñëîâèå (3) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

P t P t4 2 3 2 0( ) ( )� �� , (5)

ãäå � � P t P t3 1 4 1( ) / ( ). Íî ñîãëàñíî [3, òåîðåìà 5.2] óðàâíåíèå (5) èìååò êàê

ìèíèìóì òðè êîðíÿ íà îòðåçêå [ , ]�1 1 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.2. Ñëó÷àé n � 3. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (3) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå èç

òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè — t t t1 2 3, , :

P t P t P t P t P t P t4 2 4 1 5 2 5 1 6 2 6 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � ,

P t P t P t P t P t P t4 3 4 1 5 3 5 1 6 3 6 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � , (6)

P t P t P t P t P t P t4 3 4 2 5 3 5 2 6 3 6 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � .

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèìåíåí ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè ìåòîä ðåøåíèÿ

ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà îïåðàòîðå Êðàâ÷èêà [4]. ×èñ-

ëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ �, � � 0 èìååò ìåñòî ðàçëè÷íîå êî-

ëè÷åñòâî êîðíåé ñèñòåìû (6).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ãðàôèê êîëè÷åñòâà êîðíåé ñèñòåìû (6), à òàêæå ãðàôèê

èçìåíåíèÿ âòîðîãî êîðíÿ (t2) äëÿ � �� îò � 0.9 äî 5.16 ñ øàãîì 0.02. Èíòåðåñ

âûçûâàåò «ñêà÷îê» êîëè÷åñòâà êîðíåé îò 8 äî 12, ïðîèñõîäÿùèé ïðè � � 0.222

(ïðîâîäèëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîâåðêà ñ âûáîðîì øàãà äëÿ � , ðàâíûì 0.00001).

2.3. Ñëó÷àé n � 4. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (3) ñâîäèòñÿ ê ïåðåîïðåäåëåííîé

ñèñòåìå èç øåñòè óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè:

P t P t P t P t P t P t P t P t5 2 5 1 6 2 6 1 7 2 7 1 8 2 8 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � ) � 0,

P t P t P t P t P t P t P t P t5 3 5 1 6 3 6 1 7 3 7 1 8 3 8 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � ) � 0,

P t P t P t P t P t P t P t P t5 3 5 2 6 3 6 2 7 3 7 2 8 3 8 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � ) � 0,
(7)

P t P t P t P t P t P t P t P t5 4 5 1 6 4 6 1 7 4 7 1 8 4 8 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � ) � 0,

P t P t P t P t P t P t P t P t5 4 5 2 6 4 6 2 7 4 7 2 8 4 8 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � ) � 0,

P t P t P t P t P t P t P t P t5 4 5 3 6 4 6 3 7 4 7 3 8 4 8 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � ) � 0.

Ïðåæäå âñåãî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

— ïîëèíîì ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà (� � 0.5, � � 0.5);
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Ðèñ. 2. Ïðèìåð èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà êîðíåé (à) è ãðàôèê èçìåíåíèÿ âòîðîãî êîðíÿ ñèñòåìû (4)
äëÿ ðàçëè÷íûõ � (á)
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— ïîëèíîì ×åáûøåâà òðåòü-

åãî ðîäà (� � � 0.5, � � 0.5);

— ïîëèíîì ×åáûøåâà ÷åò-

âåðòîãî ðîäà (� � 0.5, � � � 0.5).

Íàëè÷èå ðåøåíèé äëÿ ýòèõ

ñëó÷àåâ äîêàçàíî äàëåå. Äëÿ òîãî

÷òîáû íàéòè äðóãèå ïàðû ( , )� � ,

ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (7) èìååò ðå-

øåíèå, ðàññìîòðèì öåëåâóþ ôóíê-

öèþ

J t t t t Cij

i j

( , , , , , )� � 1 2 3 4
2�

�
� , (8)

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñóììó

êâàäðàòîâ ïîääèàãîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû Cn ïðè C B Bn n n� T .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f J t t t t
t t t t

( , ) min ( , , , , , )
, , ,

� � � ��
1 2 3 4

1 2 3 4 .

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè f ( , )� � äëÿ � � �( , ]1 10 . Ìèíèìèçàöèÿ

ôóíêöèè (8) îñóùåñòâëÿëàñü ñ ïîìîùüþ óòèëèòû fminsearch ïðîãðàììíîãî ïàêå-

òà Matlab. Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ýòîé ôóíêöèè çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïðèáëè-

æåíèÿ, äëÿ êàæäîãî � ðàññìîòðåíî 500 ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Â ðåçóëüòàòå íàéäåíû øåñòü çíà÷åíèé � , äëÿ êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå

ðåøåíèé ñèñòåìû (7). Îíè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

2.4. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. Ïîêàæåì, ÷òî

ìàòðèöó B Bn n
T ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà

âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ðîäîâ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n � 4 è ( , ) ( . , . ), ( . , . ), ( . , . )� � � � �{ }0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5

ìàòðèöà B Bn n
T ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé äëÿ t t tn1 2, , ,� , ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè

ïîëèíîìà P xn
� �, ( ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé � � 0.5, � � 0.5 îïèñàí â [2].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé � � � 0.5, � � 0.5, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ïîëèíîìû

×åáûøåâà òðåòüåãî ðîäà:

P t
n

tn ( )
cos ( / )

cos ( / )
, cos�

�
�

1 1 2

2�

�

�
�.
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê ëîãàðèôìà ôóíêöèè f ( , )� �

�

f (�	 �


T à á ë è ö à 1

Ïàðàìåòðû Ïðåäïîëàãàåìûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) äëÿ ñëó÷àÿ � ��

� � 1 � 0.626 1.715 2.018 2.506 3.909 4.191 4.797

t1 � 1 � 0.453 � 0.896 � 0.696 � 0.704 � 0.760 � 0.804 � 0.653

t2 � 0.131 � 0.242 � 0.531 � 0.546 � 0.568 � 0.644 � 0.711 � 0.534

t3 � 0.131 � 0.503 0.331 0.674 0.568 0.644 0.239 0.649

t4 1 1.261 0.766 0.806 0.704 0.760 0.645 0.755

f ( , )� � 10 23� 10 18� 10 20� 10 21� 10 19� 10 16� 10 19� 10 9�
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ
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Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ äëÿ ÿäåð Äèðèõëå:
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sin( / )

sin /
kx

n x

xk

n

�
� �

�
�
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2
.

Ïðèìåíÿÿ åå äëÿ x n� �2 2 1� / ( ), ïîëó÷àåì
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l

n l�
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�
�1

2
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â (9), èìååì
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
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�
�
�

�

2 1

4
2 1
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�
cos

( )
, ,..., n�1

,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ � � � 0.5, � � 0.5.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé � � 0.5, � � � 0.5, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ïîëè-

íîìû ×åáûøåâà ÷åòâåðòîãî ðîäà:

P t
n

tn ( )
sin( / )

sin( / )
, cos�

�
�

1 1 2

2�

�

�
�.
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Íóëè ïîëèíîìà P xn ( ) èìåþò âèä
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ
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Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà òðåòüåãî

ðîäà. Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì

B B
n

r

n

n n

r

T diag�
�

�
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�

�




�

�
�
�

�

2 1

4
2 1

2 1
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�
sin

( )
, ,...,n�1

,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ � � 0.5, � � � 0.5.

3. ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÎÒÍÎØÅÍÈß ÐÈÒÖÀ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [2] îòíîøåíèå Ðèòöà èìååò âèä

R
B B

B B

n n

n n

�
�

�

max

min

( )

( )

T

T
, (10)

ãäå ìàòðèöà Bn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2), à � min , � max îáîçíà÷åíû ñîîò-

âåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B Bn n
T .

Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå âðåìåííûõ ñäâèãîâ ( , , , )t t tn1 2 � òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû ìèíèìèçèðîâàòü îòíîøåíèå (10). Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû C ðàâíû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé è åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (ýðìèòî-

âîé), åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå C U DU� T , ãäå D — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,

çàïîëíåííàÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû C èU U ET � (E — åäèíè÷íàÿ ìàò-
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ðèöà). Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå D E� � , òî C U E U U U E� � �T T( ) ( )� � � , ÷òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.1. Ñëó÷àé n � 2. Â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèÿ ëåììû 2 ìîæíî óïðîñòèòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 3. Ìàòðèöà C B Bn n� T ðàçìåðà 2 2� ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ñ ðàâíûìè

äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ

óñëîâèé:

b b b b11 22 21 12� � �, (11)

èëè

b b b b11 22 21 12� � �, . (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáîâàíèå òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà

B B
b b

b b

b b

b b
n n
T �

�

�
		




�
��

�

�
		




�
��

11 21

12 22

11 12

21 22

áûëà äèàãîíàëüíîé ñ ðàâíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, îçíà÷àåò âûïîëíå-

íèå óñëîâèé

b b b b
11
2

21
2

12
2

22
2 0� � � � , (13)

b b b b11 12 21 22 0� � . (14)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (14) íà 2i è ïðèáàâëÿÿ åãî ê óðàâíåíèþ (13), ïîëó÷àåì

( ) ( )b ib b ib11 12
2

22 21
2 0� � � � � . (15)

Äàëåå çàïèøåì ðàçíîñòü êâàäðàòîâ â ôîðìóëå (15)

( )( )b b ib ib b b ib ib11 22 12 21 11 22 12 21 0� � � � � � � ,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 3.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå b P t b P t b P t11 3 1 12 3 2 21 4 1� � �( ), ( ), ( ),

b P t22 4 2� ( ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìû (11), (12) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

P t P t P t P t3 1 4 2 3 2 4 10 0( ) ( ) , ( ) ( )� � � � (16)

èëè

P t P t P t P t3 1 4 2 3 2 4 10 0( ) ( ) , ( ) ( )� � � � . (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (17) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (16), åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè t1 è t2 . Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ

òîëüêî ñèñòåìà (16).

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû êîðíè ñèñòåìû (16) êàê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ åå óðàâíåíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ � �� � 0.

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî êîðíåé ñèñòåì (16) è (17) êàê

ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà � (â ýòîì ïðèìåðå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî � �� ).

Òåîðåìà 3. Äëÿ � �� ñèñòåìà (16) èìååò êàê ìèíèìóì òðè ðåøåíèÿ âíóòðè

èíòåðâàëà [ , ]�1 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì ïîëèíîìîâ ßêîáè

P x P xn
n

n
( , ) ( , )( ) ( ) ( )� � � �� � �1 . (18)

Ñäåëàåì çàìåíó t t2 1� � â ñèñòåìå (16). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñò-

âî (18), ïîëó÷àåì, ÷òî P t P t4 1 4 1( ) ( )� � è P t P t3 1 3 1( ) ( )� � � . Òàêèì îáðàçîì, ñèñ-

òåìà (16) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

P t P t3 1 4 1 0( ) ( )� � . (19)
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 [3] óðàâíåíèå (19) èìååò êàê ìèíèìóì òðè êîðíÿ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ � �� ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì

øåñòü ïàð ( , )t t1 2 , äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîå îòíîøåíèå Ðèòöà R �1.

3.2. Ñëó÷àé n � 3. Ïåðåä íàõîæäåíèåì îïòèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ Ðèòöà îá-

ñóäèì, ìîæåò ëè îíî â ïðèíöèïå äîñòè÷ü çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî åäèíèöå.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 ïðè îòíîøåíèè Ðèòöà, ðàâíîì åäèíèöå, äîëæíû âûïîëíÿòü-

ñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè. Ïîýòîìó ïðîâåäåì ïîèñê ìèíèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ

Ðèòöà ñðåäè êîððåëÿöèîííûõ ìàòðèö B B
3 3
T , èìåþùèõ äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó.

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ � �� � � 0.9 ñó-

ùåñòâóåò âîñåìü êîðíåé (÷åòûðå ñèììåò-

ðè÷íûõ ïàðû) ñèñòåìû (6), êîòîðûì ñîîò-

âåòñòâóþò îòíîøåíèÿ Ðèòöà: 14.4374,

5.1908, 8.3788, 1.2204, 8.3788, 5.1908,

1.2204, 14.4374. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè òî-

÷åê îðòîãîíàëüíîñòè æåëàåìîãî îòíîøå-

íèÿ Ðèòöà R �1 íå äîñòèãàåòñÿ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ n � 3, � �� � � 0.9 íå ìî-

æåò áûòü â ïðèíöèïå äîñòèãíóòî.

Ãðàôèê ìèíèìàëüíî äîñòèæèìîãî

îòíîøåíèÿ Ðèòöà (êàê ôóíêöèè �)

äëÿ òî÷åê îðòîãîíàëüíîñòè ïðåäñòàâëåí

íà ðèñ. 6. Â ýòîì ïðèìåðå ïîëàãàåòñÿ,

÷òî � �� .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îðòîãîíàëüíîñòüþ è ìèíèìèçàöèåé îòíî-

øåíèÿ Ðèòöà äëÿ âåéâëåòîâ, îñíîâàííûõ íà ïîëèíîìàõ ßêîáè, è ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

— äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèíîìîâ âòîðîãî ðîäà (n � 2) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëè-

íèé îðòîãîíàëüíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëèíîìà ßêîáè (� �� ) äî-

êàçàíà äîñòèæèìîñòü îïòèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ Ðèòöà;

— äëÿ ïîëèíîìîâ òðåòüåãî ðîäà (n � 3) äëÿ ðàçëè÷íûõ � �, ÷èñëåííî âûäåëå-

íû òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü ïîëèíîìîâ, è ïîêàçàíî, ÷òî ýòè

òî÷êè íå îáåñïå÷èâàþò ìèíèìàëüíîãî äîñòèæèìîãî îòíîøåíèÿ Ðèòöà;
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Ðèñ. 4. Êîðíè ñèñòåìû (16) êàê ïåðåñå÷å-
íèÿ ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ åå óðàâíå-
íèÿì äëÿ � �� � 0

Ðèñ. 5. Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî êîðíåé ñèñòåì (16)
è (17) êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà �

t1

t2

�

Ê
î
ë
è

÷
åñ

òâ
î

ê
î
ð
í

åé

Ðèñ. 6. Ìèíèìàëüíî äîñòèæèìîå îòíîøåíèå
Ðèòöà (êàê ôóíêöèÿ �) äëÿ òî÷åê îðòîãîíàëü-
íîñòè ïðè n � 3

�

Î
òí

î
ø

åí
òè

å
Ð

è
òö

à



— äëÿ ñëó÷àÿ n � 4 ÷èñëåííî íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðåäïîëîæè-

òåëüíî îáåñïå÷èâàþùèå îðòîãîíàëüíîñòü, òàêæå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ n � 2 óñëîâèå

îðòîãîíàëüíîñòè äîñòèæèìî äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åò-

âåðòîãî ðîäîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëèíîìîâ ßêîáè.
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Àíîòàö³ÿ. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âåéâëåòiâ, ùî áàçóþòüñÿ íà ïîëiíîìàõ
ßêîái. Ðîçãëÿíóòî óìîâè, çà ÿêèõ öi âåéâëåòè º âçàºìíî-îðòîãîíàëüíèìè,
à òàêîæ óìîâè, çà ÿêèõ áàçèñ âåéâëåòiâ õàðàêòåðèçóºòüñÿ ìiíiìàëüíèì
âiäíîøåííÿì Ðiòöà. Äîñë³äèòè òàê³ çàäà÷³ ìîæëèâî, ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìè
íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ³ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó, ðàí³øå ðîçðîáëåíîãî àâòîðàìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âåéâëåòè, ïîëiíîìè ßêîái, óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi, ïîøóê
êîðåíiâ.

V. Semenov, J. Prestin
INVESTIGATING THE WAVELET ORTHOGONALITY CONDITIONS BASED
ON JACOBI POLYNOMIALS

Abstract. The authors analyze the properties of wavelets based on Jacobi
polynomials. In particular, orthogonality conditions for these wavelets are
considered, as well as minimization of the Riesz ratio. These problems lead to
the solution of systems of nonlinear equations by the method proposed earlier
by the authors.

Keywords: wavelets, Jacobi polynomials, orthogonality conditions, rootfinding.
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