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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíû äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ãåîôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â óñëîâèÿõ ó÷åòà ÿâ-
ëåíèÿ ðåëàêñàöèè äàâëåíèÿ. Ìîäåëè áàçèðóþòñÿ íà ïîíÿòèÿõ îáîáùåííûõ
ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî è Õèëüôåðà êàê ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà îò
ôóíêöèè ïî äðóãîé ôóíêöèè. Â ðàìêàõ óêàçàííûõ ìîäåëåé ïîëó÷åíû àíà-
ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ôèëüòðàöèîííûõ êðàåâûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ
çàäà÷ó ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûå
ïðîöåññû ãåîôèëüòðàöèè, äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè,
ïðîèçâîäíûå Êàïóòî è Õèëüôåðà, êðàåâûå çàäà÷è, íåëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ãåîôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ

â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ èõ ïðîòåêàíèÿ — îäíî èç àêòóàëüíûõ ïðåäìåòíûõ íà-

ïðàâëåíèé ãåîìàòåìàòèêè, ãåîèíôîðìàòèêè, ãåîìåõàíèêè, ðàçâèâàþùååñÿ ïðå-

èìóùåñòâåííî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ íà îñíîâå îáùåïðè-

íÿòûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ òåîðèè ñïëîøíîé ñðåäû [1–4]. Ïðè ýòîì áîëüøèíñòâî

èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ãåîïîðèñòûõ ñðåäàõ

áàçèðóåòñÿ íà êëàññè÷åñêèõ çàêîíàõ ïåðåíîñà, íåàäåêâàòíûõ â óñëîâèÿõ ñó-

ùåñòâåííîãî îòêëîíåíèÿ ñèñòåìû îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ [1, 5]. Êðîìå òîãî,

â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïåðåíîñà ïîñòóëèðîâàíî òàêîå âåñüìà æåñòêîå îãðàíè-

÷åíèå íà ïðîöåññû, êàê áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîâðåìåííûì ôèçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì.

Ïîïûòêè òåîðåòè÷åñêîãî ó÷åòà ýôôåêòîâ íåðàâíîâåñíîñòè (â ÷àñòíîñòè, ýô-

ôåêòîâ ïàìÿòè) ïðè íåñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé ñðåäå ïðèâåëè ê ñî-

çäàíèþ òåîðèè ðåëàêñàöèîííîé ôèëüòðàöèè, ïåðâîå íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå

êîòîðîé, ïî-âèäèìîìó, ñîäåðæèòñÿ â èçâåñòíîé ðàáîòå [4].

Ýôôåêòèâíûé ñîâðåìåííûé ïîäõîä â îïèñàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ñèñòå-

ìàõ, äëÿ êîòîðûõ âàæåí ó÷åò íåëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñâîéñòâ,

ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåöåëîãî ïîðÿä-

êà [6–11]. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [10] ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ïî-

ëó÷åíû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ôèëüòðàöèîííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïî ìîäåëèðîâàíèþ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ðåëàêñàöèîííûõ ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåñ-

ñîâ â ïîðèñòûõ è òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ìàññèâàõ êîíå÷íîé ìîùíîñòè, à â [11]

ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìè-

êè ðåëàêñàöèîííîãî ôèëüòðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè íàëè÷èè íåëîêàëüíûõ ãðàíè-

÷íûõ óñëîâèé. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [12] ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ êîíâåêòèâíîé

äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ â ïîäçåìíûõ ôèëüòðàöèîííûõ ïîòîêàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû íîâûå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ ãåîôèëüòðàöèè ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè äàâëåíèÿ, áà-

çèðóþùèåñÿ íà ïîíÿòèÿõ ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî è Õèëüôåðà îò ôóíêöèè ïî äðó-

ãîé ôóíêöèè, à òàêæå ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷
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íåêëàññè÷åñêîé òåîðèè ðåëàêñàöèîííîé ôèëüòðàöèè, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó, èìåþùóþ

íåëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàíåå ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé õà-

ðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ïðè èõ ïîñòðîåíèè ó÷èòûâàëàñü âîçìîæíîñòü â èçâåñòíîì ñìûñëå óïðàâëå-

íèÿ ïðîöåññîì ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåãî âûáîðà «ïðîáíûõ»

ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÄËß ÎÏÈÑÀÍÈß
ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÃÅÎÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÐÅËÀÊÑÀÖÈÈ ÄÀÂËÅÍÈß

Êàê èçâåñòíî [1–4], ïðîöåññû ðåëàêñàöèîííîé ôèëüòðàöèè êàïåëüíî-ñæèìàå-

ìîé æèäêîñòè â ãåîïîðèñòûõ ñðåäàõ îïèñûâàþòñÿ âìåñòî êëàññè÷åñêîãî çàêî-
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ãäå ux — ñêîðîñòü ãåîôèëüòðàöèè, p — äàâëåíèå, k 
 0 — êîýôôèöèåíò ïðîíè-

öàåìîñòè ñðåäû, � 
 0 — âÿçêîñòü æèäêîñòè, � p — âðåìÿ ðåëàêñàöèè äàâëåíèÿ.

Ñîîòíîøåíèå (1) óñòàíàâëèâàåò ôàêò íàðóøåíèÿ «ðàâíîâåñíîãî» ñîîòâåòñòâèÿ

ìåæäó ñêîðîñòüþ ôèëüòðàöèè è ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ, ïîñòóëèðóåìîãî êëàññè÷åñ-

êèì çàêîíîì Äàðñè, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ðåëàêñàöèîííûõ ýôôåêòîâ [2–4].

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé äèíàìèêè àíîìàëüíûõ ôèëüòðàöèîííûõ ïðî-

öåññîâ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ (â ÷àñòíîñòè, ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû) âìåñòî ñîîòíî-

øåíèÿ (1) èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå îáîáùåííûå ñîîòíîøåíèÿ îñíîâíîãî çàêîíà

ôèëüòðàöèè, íàïðèìåð [9]
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Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (1) èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ôèëüòðàöèîííîãî
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(� * — êîýôôèöèåíò óïðóãîåìêîñòè ïëàñòà) ïîëó÷àåì èçâåñòíîå óðàâíåíèå ðå-

ëàêñàöèîííîé ôèëüòðàöèè (àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ ôèëüòðàöèè â òðåùèíîâà-

òî-ïîðèñòîé ñðåäå) ñëåäóþùåãî âèäà [2–4]:
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ãäå � ��� k / ( )* — êîýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäíîñòè [2, 3].

Èñïîëüçóÿ âìåñòî (3) îáîáùåííîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïîòîêà â âèäå [14]
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(Dt
( )� — îïåðàòîð äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà ïî ïåðåìåííîé t

ïîðÿäêà � ( )0 1� �� ), ïîëó÷àåì èç (2), (5) óðàâíåíèå ôèëüòðàöèè

D p
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ïðè � �, �1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (4). Îòìåòèì, ÷òî

óðàâíåíèåì âèäà (6) òàêæå ìîäåëèðóåòñÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ äèíà-

ìèêà ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ [15].

52 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 5



ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 5 53

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè àíîìàëüíûõ ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ áîëüøåé ñòå-

ïåíè îáùíîñòè ìîæíî äîñòè÷ü çàìåíîé â óðàâíåíèè (6) ïðîèçâîäíîé Êàïóòî–Ãå-

ðàñèìîâà îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà — òàê íàçûâàåìîé g-Êà-

ïóòî äðîáíîé ïðîèçâîäíîé [16, 17]. Òîãäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
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ãäå g g t� ( ) — íåêîòîðàÿ «ïðîáíàÿ» ôóíêöèÿ (â ÷àñòíîñòè, ïðè g t t( ) � óðàâ-

íåíèå (7) ïåðåõîäèò â (6)).

Ôèëüòðàöèîííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèè âèäà (7),
ïîçâîëÿåò â íåêîòîðîì ñìûñëå óïðàâëÿòü ïðîöåññîì ìîäåëèðîâàíèÿ èçó÷àåìîãî
ÿâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåãî âûáîðà «ïðîáíîé» ôóíêöèè g t( ).

ÐÅØÅÍÈÅ ÏÅÐÂÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÏÐÎÌÅÆÓÒÊÀ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Â ðàìêàõ ìîäåëè, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèè (7), ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ðåëàêñàöèîííîãî
ôèëüòðàöèîííîãî ïðîöåññà â ãåîìàññèâå êîíå÷íîé ìîùíîñòè l ñ ïðîíèöàåìû-
ìè ãðàíÿìè. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêà-
íèþ â îáëàñòè ( , ) ( , )0 0l � � � ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:
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p t( , )0 0� , p l t( , ) � 0, (9)

p x p x( , ) ( )0 0� . (10)

Çäåñü D p x tt g,
( ) ( , )� — îáîáùåííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà ïî

ïåðåìåííîé t ïîðÿäêà � îò ôóíêöèè p ïî ôóíêöèè g, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøå-
íèåì [16, 17]
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ãäå g t C( ) [ , )� � �1 0 , � 
 �g t t( ) ( )0 0 , g( )0 0� , �( )z — ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà,

p x0 ( ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â ìàññèâå.
(Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå g t t( ) � èç (11) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, íà êî-
òîðîì áàçèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå îáùåïðèíÿòîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïó-
òî–Ãåðàñèìîâà [6, 7, 13].)

Âûïîëíÿÿ â (8)–(10) çàìåíó � � g t( ) ( ( )t g� �1 � , g g( ( ))� �1 � �, g � �1 0 0( ) ),

ñâîäèì ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ñ òðàäèöèîííûìè

äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè

D U x
x

U x D U xp�
�

�
�� � � � �( ) ( )( , ) ( ( , ) ( , ))�

�

�
�

2

2
( , )0 1� �� � , (12)

U ( , )0 0� � , U l( , )� � 0, (13)

U x p x( , ) ( )0 0� (14)

(D f
�

�( ) — îïåðàòîð ñòàíäàðòíîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà ïî-

ðÿäêà � îò ôóíêöèè f ( )� ïî ïåðåìåííîé � [7, 13], U x p x g( , ) ( , ( ))� �� �1 ). Ïðè-

ìåíèì ê çàäà÷å (12)–(14) êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âèäà

U U x x dxn

l

n( ) ( , )sin ( )� � �� �
0

�
	

n
n

l
n N� �

�

�
	




�
�, . (15)



Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàäà÷ó

D U D U Un n p n n n�
�

�
�� �� � � �� �( ) ( )( ) ( ) ( )� � �2 2 0, (16)

U p x x dxn n

l

n( ) ( )sin ( )0 0

0

� � �
 � ( )n N� . (17)

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ê (16), (17) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïî ïåðåìåííîé � íàõîäèì

�

( )U s
s s

s s
n n

n p

n p n

�
�

� �

� �



� �

� � �

� �

� �

1 1

( , )� ��n n n N� �2 , (18)

ãäå
�

( )U sn — îáðàç ôóíêöèè U n ( )� â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëàñó,

s — ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Èç ñîîòíîøåíèÿ (18) ñ ó÷åòîì ðåçóëü-

òàòîâ ðàáîò [7, 13, 18] èìååì

U En n n p
r r

r
r

n

r

( ) ( ) [ ( )( )
, ( )

� 
 � � � � �� �
� � �

�� � � ��
� �

�

�

�

1
1

0

�

� ��
� � �

�� � � � �� �
� � �

�
n p r

r
nE

, ( )( )
( )]

1 1
1 ( )n N� , (19)

ãäå E z
� �
�

,
( ) — òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [19].

Âîçâðàùàÿñü â ñîîòíîøåíèè (19) â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé

ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â âèäå

p x t
l

g t E gn p
r r

r
r

n( , ) ( ) ( ( )) [ (( )
, ( )

� � ��
� �

�2
1

1� � �� �
� � �

� ( ))t

rn

�
�

�

�

�

��
01

� ��
� � �

�� � � 
 �� �
� � �

�
n p r

r
n ng t E g t( ( )) ( ( ))] sin (

, ( )( )1 1
1

nx). (20)

Îòìåòèì, ÷òî, ïîëîæèâ â (20) g t t( ) � , ïîëó÷èì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

ôèëüòðàöèîííîé êðàåâîé çàäà÷è â ðàìêàõ ìîäåëè, ñîäåðæàùåé òðàäèöèîí-

íûå [7, 13] äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà.

Åñëè â ñîîòíîøåíèè (20) ïîëîæèòü g t t( ) ( )� 
� � 0 , òî ïîëó÷èì ðåøåíèå ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷è â ðàìêàõ ìîäåëè, ñîäåðæàùåé ïðîèçâîäíûå Êàïóòî–Êàòóãàìïîëà [20].

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé � p � 0. Çäåñü âìåñòî (8) èìååì óðàâíåíèå

ôèëüòðàöèè âèäà

D p x t
p

x
t g,
( ) ( , )� ��

�

�

2

2
. (21)

Èç (20) ïîëó÷àåì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (21), (9), (10) â âèäå

p x t
l

E g t xn n

n

n( , ) ( ( ))sin ( )� �
�

�

�
2

1


 � ��
� , (22)

ãäå E z� ( ) — êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [19]. Ïðè ýòîì ïðèâå-
äåííûå â ðàáîòå [16] ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñîãëàñíî (22) ïîêàçûâàþò, ÷òî
â çàâèñèìîñòè îò âèäà ôóíêöèè g t( ) ðåøåíèå (22) ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êàê
«ñâåðõìåäëåííûå», òàê è «ñâåðõáûñòðûå» äèôôóçèîííûå ðåæèìû.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (22) ïðè � �1, g t t( ) � ïîëó÷àåì ðåøå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùåé ôèëüòðàöèîííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ óïðóãîãî ðåæèìà ôèëüòðàöèè

�

�
�

�

�

p

t

p

x
�

2

2
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â âèäå

p x t
l

e p d xnt
l

n

n

n( , ) ( )sin( ) sin( )� �

�

�

��
2

0

01

� 
 � 
 
 � ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ïðèâåäåííûì, íàïðèìåð, â [21].

ÄÀËÜÍÅÉØÅÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ
È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÃÅÎÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Óâåëè÷åíèå ñòåïåíè îáùíîñòè ðàññìîòðåííîé ãåîôèëüòðàöèîííîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèåì â óðàâíå-

íèÿõ ìîäåëè âìåñòî îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî–Ãåðàñèìîâà îò ôóíêöèè

ïî ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà îò ôóíêöèè

ïî äðóãîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì [16]:

D f t I
g t

d

dt
I f tt g t g t g,

,
,
( )

,
( )( )( )

( )
( )� � � � � ��

�
� � �1 1 11

( , , ( ) ).0 1 0 1 0� � � � � 
� � g t (23)

Çäåñü I f tt g, ( )
 — äðîáíûé èíòåãðàë ïîðÿäêà 
 îò ôóíêöèè f ïî äðóãîé ôóíê-

öèè g, îïðåäåëÿåìûé òàêèì îáðàçîì [13]:

I f t
f g d

g t g
t g

t

, ( )
( )

( ) ( )

[ ( ) ( )]








� � �

�
�

�

� ��
1

1
0

�
. (24)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ïðè g t t( ) � , ïîëó÷àåì îáùåïðèíÿòóþ ïðîèçâîäíóþ Õèëü-

ôåðà ïîðÿäêà � òèïà � îò ôóíêöèè f t( ), îáîçíà÷àåìóþ D f tt
� �, ( ) [22].

Ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî [22, 23], ïðîèçâîäíàÿ Õèëüôåðà îáîáùàåò ïîíÿòèÿ
äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî è Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ, èñïîëüçîâàíèå äàííîé ïðî-
èçâîäíîé ïðè ìîäåëèðîâàíèè äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ôèëüòðàöè-
îííûõ ïðîöåññîâ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ôèëüòðàöèîííûå ìîäåëè
áîëüøåé îáùíîñòè, ÷åì îáû÷íî ïðèìåíÿåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ïðè ýòîì,
â ðàìêàõ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé
Õèëüôåðà âèäà (23), äîïîëíèòåëüíî îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü íåêîòîðûì îáðà-
çîì óïðàâëÿòü ïðîöåññîì ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåãî ïîäáîðà
ôóíêöèé g t( ) èç íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî êëàññà ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè
ãåîôèëüòðàöèîííîãî ïðîöåññà (ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè äàâëåíèÿ) â ðàìêàõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà îáîáùåíèè ôèëüòðàöèîííîãî çàêîíà Äàðñè âèäà

u
k

x
p D px p t g� �

�

�
�

�
� � �( ),

, , (25)

ãäå Dt g,
,� � — îïåðàòîð îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà, îïðåäåëÿåìûé ñîãëàñ-

íî (23), (24). (Çàìåòèì, ÷òî èç (25) ïðè � �1, � �� ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (2).)

Ïîñòóëèðóÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àíîìàëüíûõ ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ

âûïîëíåíèå (âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (3)) îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà
�

�
� �

u

x
D p x tx

t g� � �*
,
, ( , ) 0, (26)

ïîëó÷àåì èç (25), (26) îñíîâíîå óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèëüòðà-

öèè â âèäå

D p x t
x

p D pt g p t g,
,

,
,( , ) ( )� � � �� ��

�

�
�

2

2
( )0 1� �� . (27)

Óðàâíåíèå (27), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (7), ïîñêîëüêó ïðè
� �1 èç (27) ñëåäóåò (7). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèåì âèäà (27) îïèñûâà-
åòñÿ òàêæå äèíàìèêà ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ.
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Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèëüòðàöèè, áàçèðóþùåéñÿ íà óðàâíå-

íèè (27), çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ðåëàêñàöè-

îííîãî ôèëüòðàöèîííîãî ïðîöåññà â ãåîìàññèâå êîíå÷íîé ìîùíîñòè l, íàïðèìåð,

ñ ïðîíèöàåìûìè ãðàíÿìè, â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

â îáëàñòè ( , ) ( , )0 0l � � � êðàåâîé çàäà÷è äëÿ (27) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

p t p l t( , ) , ( , )0 0 0� � , (28)

I p x p xt g,
( )( ) ( , ) ( )1 1

00� � � �� � , (29)

ãäå p x0 ( ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðîöåññà,

I f tt g,
( )( ) ( )1 1� �� � — äðîáíûé èíòåãðàë ïîðÿäêà ( )( )1 1� �� � îò ôóíêöèè f ïî

äðóãîé ôóíêöèè g, îïðåäåëÿåìûé ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (24).

Âûïîëíèâ, êàê è âûøå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (8)–(10), çàìåíó � � g t( ), ïåðåïè-

øåì ðàññìàòðèâàåìóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (27)–(29) â âèäå

D U x
x

U x D U xp�
� �

�
� �� � � � �, ,( , ) ( ( , ) ( , ))�

�

�
�

2

2
( )0 1� �� , (30)

U U l( , ) , ( , )0 0 0� �� � , (31)

I U x p x
�

� �( )( ) ( , ) ( )1 1
00� � � � (32)

(D f
�
� �, — îïåðàòîð ñòàíäàðòíîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà îò f ( )� ïî

ïåðåìåííîé � [22, 23]).

Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å (30)–(32) êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå âèäà (15), ïîëó÷àåì â îáëàñòè èçîáðàæåíèé çàäà÷ó

D U Un n n�
� � � � �, ( ) ( )� � 0, (33)

I U n n�
� � 
( )( ) ( )1 1 0� � � � ( )n N� , (34)

ãäå

�
��

�� �
n

n

n p

�
�

2

21
, 
 �n

l

np x x dx� � 0

0

( )sin ( ) ( )n N� .

Â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëàñó îòíîñèòåëüíî âðåìåííîé� ïåðåìåí-

íîé t èç ñîîòíîøåíèé (33), (34) íàõîäèì

�

( )
( )

U s
s

s
n n

n

�
�

�



�

� �

�

1

( )n N� ,

ãäå
�

( )U sn — îáðàç ôóíêöèè U n ( )� â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëàñó, s —

ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Îòñþäà ñ ó÷åòîì [7, 13, 19] èìååì

U En n n( ) ( )( )( )
, ( )� 
 � � �� �

� � � �
�� �� �

� �
1 1

1 ( )n N� , (35)

ãäå E z� �, ( ) — äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [13, 19].

Âîçâðàùàÿñü â ñîîòíîøåíèÿõ (35) â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé

ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â âèäå

p x t
l

g t E g tn n

n

( , ) ( ( )) ( ( ))( )( )
, ( )� �� �

� �
�

2 1 1
1
 �� �

� � � �
�

1

�

� sin ( )� nx .
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Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè g t t( ) ( )� 
� � 0 ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-

þùåé ôèëüòðàöèîííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè ñ ïðîèçâîäíîé Õèëüôå-

ðà–Êàòóãàìïîëà [24] â âèäå

p x t
l

t E tn n

n

( , ) ( )sin( )( )
, ( )� �� �

� �
�

�

�
2 1 1

1

1


 �� � �
� � � �

�� ( )� nx .

ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÐÅËÀÊÑÀÖÈÎÍÍÎÃÎ
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÏÐÈ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÕ
ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîãî ðåøåíèÿ ôèëüòðàöèîííîé êðàåâîé

çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ðåëàêñàöèîííîãî ôèëüòðàöèîííîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèåì âèäà (27).

Â ðàìêàõ óêàçàííîé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèëüòðà-

öèè ìîäåëèðîâàíèå íåðàâíîâåñíîé äèíàìèêè ôèëüòðàöèîííîãî ïðîöåññà â ãåî-

ìàññèâå åäèíè÷íîé ìîùíîñòè ñ ïðîíèöàåìîé íèæíåé ãðàíüþ â ïðåäïîëîæå-

íèè, íàïðèìåð, ðàâåíñòâà ðàñõîäîâ æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíè ìàññèâà ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ â îáëàñòè � � � � � �{ }( , ): ,x t x t T0 1 0 ñëåäóþùåé çàäà÷è:

D p x t
x

p D pt g p t g,
,

,
,( , ) ( )� � � �� ��

�

�
�

2

2
, (36)

p t( , )1 0� , p t p tx x( , ) ( , )0 1� ( )0 � �t T , (37)

I p x h xt g,
( )( ) ( , ) ( )1 1 0� � � �� � ( )0 1� �x , (38)

ãäå h x( ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé, Dt g,
,� � —

îïåðàòîð îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèÿìè

(23), (24). Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàäà÷è

Ñàìàðñêîãî–Èîíêèíà [25] ïðèìåíèòåëüíî ê äèôôóçèîííûì óðàâíåíèÿì

ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè âèäà (36). Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ïîäõîä, ðàç-

ðàáîòàííûé â [25, 26] äëÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä

�� � �X x X x( ) ( )�2 0 ( )0 1� �x ,

X ( )1 0� , � � �X X( ) ( )0 1 ,

ãäå �2 — ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äàííîé ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷è, êàê èçâåñòíî [25, 26], ðàâíû � 	n n� 2 ( ).n N� Ñîîòâåòñòâóþùèå óêà-

çàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè èìå-

þò âèä

�0 2 1( ) ( )x x� � , � �1 4 1n nx x x( ) ( )cos ( )� � , � �2 4n nx x( ) sin ( )� ( ).n N� (39)

Ñèñòåìà ôóíêöèé (39), êàê ïîêàçàíî â [26, 27], çàìêíóòà, ìèíèìàëüíà è îáðà-

çóåò áàçèñ Ðèññà â L2 0 1( , ). Â ðàáîòå [27] äëÿ íåå âûïèñàíà ñèñòåìà ñîáñòâåí-

íûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è, èìåþùàÿ âèä

� 0 1( )x � , � �1n nx x( ) cos ( )� , � �2n nx x x( ) sin ( )� ( )n N� . (40)

Ñèñòåìû (39), (40) îáðàçóþò áèîðòîãîíàëüíóþ íà èíòåðâàëå ( , )0 1 ñèñòåìó

ôóíêöèé, ëþáóþ ôóíêöèþ èç L2 0 1( , ) ìîæíî ðàçëîæèòü â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä.

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è (36)–(38) â âèäå áèîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

p x t p t x p t xkn kn

nk

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� �
�

�

�
��0 0

11

2

� � . (41)



Ðàçëîæèâ â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä ôóíêöèþ íà÷àëüíèõ óñëîâèé çàäà÷è h x( ):

h x h x h xkn kn

nk

( ) ( ) ( )� �
�

�

�
��0 0

11

2

� � ,

h h x x0 0� ( ( ), ( ))� , h h x xkn kn� ( ( ), ( ))� ( , , )k n N� �1 2 ,

ïîëó÷èì íà îñíîâàíèè (36)–(38) òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ Êîøè äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà:

D p t I p ht g t g,
,

,
( )( )( ) , ( )� � � �

0
1 1

0 00 0� � �� � , (42)

D p t p t I p ht g n n n t g n n,
,

,
( )( )( ) ( ) , ( )� � � ��1 1
1 1

1 10 0� � � �� � , (43)

D p t p t F t I pt g n n n n t g n,
,

,
( )( )( ) ( ) ( ), ( )� � � ��2 2
1 1

2 0� � �� � � h n2 , (44)

ãäå

�
��

� ��
n

n

p n

�
�

2

21
, F t p tn

n p n

p n

n( )
( )

( )�
�

�

2 1

1 2 1

�� � �

� ��
( )n N� .

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (42)–(44) ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå ñ èñïîëüçî-

âàíèåì îïåðàöèîííîãî ìåòîäà [7, 13]. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

p t
h

g t0
0 1 1

1
( )

( ( ))
( ( )) ( )( )�

� �
� �

� � � �

� � ,

p t h g t E g tn n n1 1
1 1

1( ) ( ( )) ( ( ))( )( )
, ( )� �� �

� �
� �

� � � �
�� , (45)

p t h g t E g tn n n2 2
1 1

1( ) ( ( )) ( ( ))( )( )
, ( )� � �� �

� �
� �

� � � �
��

�
�

�

� � �
�

2 1

1

1

2

1 1
2

�� � �

�� �

� � �
� � �

n p n n

p n

h
g t E

( )
( ( )) ( )( )

, (1
2

�
�

�
��

)
( ( ))ng t . (46)

Îòíîñèòåëüíî óñëîâèé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ èç ñîîòíîøåíèÿ (41) îòìåòèì ñëå-

äóþùåå. Ïóñòü h x C( ) [ , ]� 2 0 1 . Òîãäà, êàê èçâåñòíî [28], èìåþò ìåñòî ñîîòíîøå-

íèÿ | |h
C

kn

n

�
�2

( , , , )k C n N� 
 �1 2 0 . Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ôóíê-

öèè E z� �, ( ) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé | |z [7, 13], èìååì èç (45) äëÿ ëþáîãî t t� 
0 0
îöåíêó

| ( )| ( , ,p t
C C M

C M nn

n n n

p n

n n

1
1

2

1

2

2

2

1

2 1 1

1
0� �

�
� 


� � �

� ��

�� �
� N ). (47)

Äàëåå, èç (46) ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî t t� 
0 0 àíàëîãè÷íóþ îöåíêó

| ( )|
| ( )|

p t
C C

n

n n n n

n p n

p n

2
2

2

3

2 2 2

1

1
� �

�

�
�

� � � �

� � �

� ��

� �
�

�

	
	




�

�
�

� 
 �
1

0
2 2

4

3

2

2 2
� � �n n n

C
C M

M n N( , ). (48)

Ñ ó÷åòîì îöåíîê (47), (48) çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿäû èç (41) (â ñèëó ìàæîðàíòíîãî
ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îáëàñòè � � � �[ , ]0 1
� [ , ]� T äëÿ ëþáîãî � 
 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ p x t( , ) íåïðåðûâíà â �T �
� �[ , ] ( , ]0 1 0 T . Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ è íåïðåðûâíîñòü â �T ôóíêöèé

p p D px xx t g, , ,
,� � .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ ãåî-
ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ ïðîòåêàíèÿ, c ó÷åòîì ÿâëåíèÿ
ðåëàêñàöèè äàâëåíèÿ, ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâûå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, áàçèðóþùèåñÿ íà ïîíÿòèÿõ äðîáíûõ ïðîèçâîä-
íûõ Êàïóòî è Õèëüôåðà îò ôóíêöèè ïî äðóãîé ôóíêöèè.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ïðè èõ ïîñòðîåíèè ó÷èòûâàëàñü âîçìîæíîñòü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå óïðàâëåíèÿ
ïðîöåññîì ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåãî âûáîðà «ïðîáíûõ» ôóíêöèé,
ââîäèìûõ â îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà.

Â ðàìêàõ óêàçàííûõ ìîäåëåé ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ íåêëàññè÷åñêîé òåîðèè ðåëàêñàöèîííîé ôèëüòðàöèè, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó
ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
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V.M. Bulavatsky
MATHEMATICAL MODELS AND PROBLEMS OF FRACTIONAL-DIFFERENTIAL DYNAMICS
OF SOME RELAXATIONAL FILTRATIONAL PROCESSES

Abstract. Fractional-differential mathematical models for describing the
dynamics of geofiltration processes under pressure relaxation are constructed.
The models are based on the concepts of the generalized Caputo and Hilfer
derivatives, as derivatives of fractional order of a function with respect to
another function. Within the framework of these models, analytical solutions of
some filtration boundary-value problems inclusive with a problem with nonlocal
boundary conditions are obtained.

Keywords: mathematical modelling, locally non-equilibrium processes of
geofiltration, fractional-differential mathematical models, Caputo and Hilfer’s
derivatives, boundary-value problems, nonlocal boundary conditions.
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