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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà íà
ãðàôaõ. Ïðèâîäèòñÿ íîâàÿ ìîäåëü çàäà÷è â òåðìèíàõ áàçû ïîëèìàòðîèäà.
Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî íàéòè ãðèäè àëãîðèòìîì ïîñëå îïðå-
äåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå (ÇÌÐ) òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
âåðøèí çàäàííîãî ãðàôà íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ÷èñëîì ðåáåð ìåæäó âåðøèíàìè èç ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òî è ÿâëÿ-
åò ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî äâóäîëüíîãî ïîäãðàôà. Ýòà
ïðîáëåìà èìååò ðÿä ïðèëîæåíèé â ÑÁÈÑ è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå [1], è èç-
âåñòíî, ÷òî îíà NP-ïîëíàÿ. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ÇÌÐ ïðåäëîæåíû òàêèå ìîäå-
ëè, êàê çàäà÷è ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïå-
ðåìåííûìè è êàê çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2, 3], â êîòîðûõ
ïåðåìåííûå îïðåäåëÿþò ìåðó ïðèñîåäèíåíèÿ âåðøèí ê îäíîé èëè äðóãîé
äîëè äâóäîëüíîãî ãðàôà. Ïîýòîìó â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ÇÌÐ â îñíîâíîì èñ-
ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à èíôîðìà-
öèÿ, ñâÿçàííàÿ ñî ñòðóêòóðîé äàííîãî ãðàôà, ïî÷òè íå ó÷èòûâàåòñÿ. Â îòëè÷èå
îò ýòèõ ïîäõîäîâ ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ÇÌÐ íà ïëàíàðíûõ
ãðàôàõ [7, 8] áûëè ïðåäëîæåíû èìåííî íà áàçå îñíîâíûõ ñâîéñòâ ýòèõ ãðà-
ôîâ. Â [3, 4] ÇÌÐ òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. ÇÌÐ â ýòîì ñëó÷àå èíòåðåñíà òåì, ÷òî àëãîðèòì [4] ãàðàíòè-
ðóåò 0,878 îïòèìàëüíîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòîò ëó÷-
øèé ðåçóëüòàò, â [6] ïðè àíàëèçå âðåìåííîé ñëîæíîñòè ñòàíäàðòíûõ òåñòîâûõ
çàäà÷ íà ñëó÷àéíî ãåíåðèðîâàííûõ ãðàôàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå
ìåòîäîâ ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [5] äëÿ ðåøåíèÿ ÇÌÐ íà ãðà-
ôàõ ñ ÷èñëîì âåðøèí áîëåå 1000 ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè, ïî-
ñêîëüêó âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü èõ î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå, çàäà÷è î ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà ñ
íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì öâåòîâ è ÇÌÐ ÿâëÿþòñÿ áëèçêèìè ïðîáëåìàìè. Òàê,
åñëè ÷àñòíûé ñëó÷àé ëþáîé èç ýòèõ ïðîáëåì äîïóñêàåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ, òî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè
îñòàëüíûõ çàäà÷ òàêæå ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìû. Â äàííîé ñòàòüå ÇÌÐ ôîð-
ìóëèðóåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà âûïóêëîé ôóíê-
öèè íà ñïåöèàëüíîì ìíîãîãðàííèêå, à åñëè áîëåå òî÷íî, òî ÇÌÐ ñâîäèòñÿ ê íà-
õîæäåíèþ ñïåöèàëüíîé áàçû ïîëèìàòðîèäà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðåäëîæåí
ïðîñòîé êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì, ïî ñóòè èäåíòè÷íûé ïîëèíîìèàëüíîìó àëãî-
ðèòìó ðåøåíèÿ ÇÌÐ íà ïëàíàðíûõ ãðàôàõ [7]. Èíûìè ñëîâàìè, öåëü ñòàòüè —
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ãðàôà G ðåøåíèå ÇÌÐ ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ãðèäè (æàäíûì) àëãîðèòìîì ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ïîä-
õîäÿùèõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ äëÿ ïðîñìîòðà âåðøèí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ ÇÌÐ ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïóòåì ïðîñìîòðà íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ ñëå-
äîâàíèé âåðøèí â èõ ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé òîïîëîãèè
ãðàôà G, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ãðèäè àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïî÷òè îïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÇÌÐ íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå.
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Èç ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ðàçðàáîòàí ýòîò àëãîðèòì,

òàêæå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé çàäà÷è îïðå-

äåëåíèÿ ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí ãðàôà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïîëèíîìè-

àëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ÇÌÐ íà îáùèé ñëó÷àé.

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß È ÒÅÐÌÈÍÎËÎÃÈß

Ïóñòü çàäàí ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô G V E� ( , ) c ìíîæå-

ñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà

S V� ìíîæåñòâî ðåáåð ñ äâóìÿ èëè ñ îäíîé êîíå÷íîé âåðøèíîé â S îáîçíà-

÷èì �( )S , à ìíîæåñòâî ðåáåð ñ êîíå÷íûìè âåðøèíàìè â S îáîçíà÷èì �( )S .

Ïóñòü �( )S = �( )S | è � �( ) | ( )|S S� — äâå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïîäìíî-

æåñòâàõ ìíîæåñòâà V . Èçâåñòíî, ÷òî �( )S — ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

�( )S + � � �( ) ( ) ( )T S T S T� � � � ,

è �( )S — ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

� � � �( ) ( ) ( ) ( )S T S T S T� � � � � ,

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ S è T ìíîæåñòâà V . Ïîýòîìó � �( ) ( )S S	 —

òàêæå ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ S ìíîæåñòâà V .

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà u R V
 è ïîäìíîæåñòâà S V� áó-

äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ u S u

S

( ) �


� �
�

.

Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê

EP z R z S S S S VV( ) { ; ( ) ( ) ( ), }� � � �	 � 
 � 	 � ,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì ïîëèìàòðîèäîì (extended polymatroid),

îïðåäåëåííûì ôóíêöèåé � �( ) ( )S S	 .

Îòìåòèì, ÷òî �( )S , �( )S — ìîíîòîííûå ôóíêöèè è � �( ) ( )V V� � | |E . Ïî-

ýòîìó ëþáîé âåêòîð z EP
 	( )� � íàçûâàåòñÿ áàçîé ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîè-

äà, åñëè z V( ) � 0 ; çäåñü z V( ) îáîçíà÷àåò z

V

�
�

� . Êðîìå ðàñøèðåííîãî ïîëèìàò-

ðîèäà EP ( )� �	 ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîãîãðàííèêè:

P x R x S S S VV( ) { ; ( ) ( ), }� �� 
 � � ,

Q y R y S S S VV( ) { ; ( ) ( ), }� �� 
 � � ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïîëèìàòðîèäîì è ñóïåðïîëèìàòðîèäîì ñîîòâåòñòâåííî.

Âåêòîðû x P
 ( )� è y Q
 ( )� ÿâëÿþòñÿ áàçàìè äëÿ P ( )� è Q( )� , åñëè

x V E( ) | |� è y V E( ) | |� .

Îòìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ôèêñèðîâàííîãî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ L

âåðøèí ãðàôà G V E� ( , ) ãðèäè àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ðàçëè÷íûå áàçû äëÿ P ( )� è

äëÿ Q( )� . Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíîå óïîðÿäî-

÷åíèå L âåðøèí ãåíåðèðóåò áàçû x P
 ( )� è y Q
 ( )� .

ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÐÀÇÐÅÇ È ÑÏÅÖÈÀËÜÍÀß ÁÀÇÀ

Âíà÷àëå êðàòêî èçëîæèì èäåþ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÇÌÐ íà ïðîñòîì ïðèìåðå

ïóòåì ñâåäåíèÿ ÇÌÐ íà ãðàôå Ïåòåðñåíà (ðèñ. 1) ê íàõîæäåíèþ ñïåöèàëüíîé

áàçû äëÿ EP ( )� �	 . Ïóñòü L n� � �{ }� �1 � — ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí

ãðàôà G V E� ( , ) . Êàæäîìó ëèíåéíîìó óïîðÿäî÷åíèþ L âåðøèí ãðàôà G ìîæíî

ñîïîñòàâèòü áàçó z L( ) ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîèäà EP ( )� �	 . Òàê êàê � �	 —

íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ è � �( ) ( ) | |V V E� � , òî z V( ) � 0. Çíà÷èò åñëè z� 
 0 äëÿ

íåêîòîðûõ � 
V , òî ñóùåñòâóþò äðóãèå âåðøèíû w V
 , äëÿ êîòîðûõ zw � 0 .
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Cut L Cut L z L EP( ) max{ ( ); ( ) ( )}* � 
 	� � ,

ãäå Cut L z L

V

( ) | ( )|�


� �
�

. Ïóñòü âåðøèíû ýòîãî ãðà-

ôà, íîìåðà êîòîðûõ óêàçàíû âíóòðè êðóãîâ

(ñì. ðèñ. 1), ðàñïîëîæåíû â ëèíåéíîì óïîðÿäî÷å-

íèè L0 òàêèì îáðàçîì: {1, 7, 8, 4, 2, 3, 6, 9, 5, 10}.

Îòíîñèòåëüíî L0 ãðèäè àëãîðèòì îïðåäåëÿåò áàçó

z L( ) { , , , , , , , , , }0 3 3 3 3 1 1 1 3 3 3� 	 	 	 	 	 	 ðàñøèðåííî-

ãî ïîëèìàòðîèäà EP ( )� �	 , äëÿ êîòîðîé

Cut L( )0 24� . Ïðè ýòîì ÷èñëî ðåáåð, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííûé ãðàô

ñòàíîâèòñÿ äâóäîëüíûì, ðàâíî

| | ( ) / ( )E Cut L	 � 	 �0 2 15 12 3.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáåð (2,3), (6,9) è (5,10) ïîëó÷àåì äâóäîëü-

íûé ïîäãðàô ñ ÷èñëîì ðåáåð 12 20� Cut L( ) / è ìíîæåñòâîì âåðøèí

U � { , , , }1 7 8 4 è S V U� �\ { , , , , , }2 3 6 9 5 10 äëÿ êàæäîé äîëè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî Cut L Cut L Cut L( ) ( ) ( )* � �0 äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ óïîðÿäî÷åíèé L âåðøèí ãðà-

ôà Ïåòåðñåíà. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíûé ðàçðåç îòäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî U

îò ïîäìíîæåñòâà S . Äàëåå áîëåå äåòàëüíî èçëîæèì ýòó èäåþ äëÿ íàõîæäåíèÿ

ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå ñ åäèíè÷íûìè âåñàìè ðåáåð.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà áàç äëÿ P ( )� , Q( )� è EP ( )� �	 .

Ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå L* âåðøèí íàçîâåì îïòèìàëüíûì, åñëè

Cut L Cut L( ) ( )* � äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ óïîðÿäî÷åíèé L .

Ëåììà 1. Ëþáóþ áàçó z ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîèäà EP ( )� �	 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå z x y� 	 , ãäå x P
 ( )� è y Q
 ( )� — áàçû P ( )� è Q( )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áàçû x P
 ( )� è y Q
 ( )� ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè òî÷êà-

ìè ìíîãîãðàííèêîâ P ( )� è Q( )� . Èç èõ îïðåäåëåíèÿ ëåãêî óâèäåòü, ÷òî âåêòîð

z x y� 	 ïðèíàäëåæèò EP ( )� �	 è z V( ) � 0, ò.å. z ÿâëÿåòñÿ áàçîé ðàñøèðåííîãî

ïîëèìàòðîèäà EP ( )� �	 .

Ïóñòü òåïåðü âåêòîð z ÿâëÿåòñÿ áàçîé EP ( )� �	 . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z —

êðàéíÿÿ òî÷êà ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîèäà EP ( )� �	 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâó-

þò òàêèå áàçû x è y, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè òî÷êàìè ìíîãîãðàííèêîâ P ( )�
è Q( )� , ïðè ýòîì z x y� 	 .

Èç îïðåäåëåíèÿ �( )S è �( )S ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî � � �( ) ( ) \ ( )S S S� ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçðåçîì, îïðåäåëåííûì ïîäìíîæåñòâîì S ìíîæåñòâà V , ò.å. �( )S ñîäåð-

æèò ðåáðà, èìåþùèå îäíó êîíå÷íóþ âåðøèíó â S , à äðóãóþ — â V S\ . Ïîýòîìó

� � �( ) ( ) | ( ) |S S S	 � . Äîïóñòèì, ÷òî áàçû x P
 ( )� è y Q
 ( )� ãåíåðèðîâàíû ëèíå-

éíûì óïîðÿäî÷åíèåì L âåðøèí. Ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíòîâ x� è y� áàç x è y

ãðèäè àëãîðèòìîì ïîëó÷àåì, ÷òî | ( )| ( ) ( )� S x S y S� 	 äëÿ ïîäìíîæåñòâà S , â êîòî-

ðîì ñîõðàíÿåòñÿ [9] óñòàíîâëåííûé ïîðÿäîê âåðøèí â L , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

x S y S S( ) ( ) | ( )|	 � � . Ïóñòü z x y� � �� 	 äëÿ âñåõ � 
V . Òîãäà z S S( ) | ( )|� � äëÿ

ïîäìíîæåñòâà S , â êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ óñòàíîâëåííûé â L ïîðÿäîê âåðøèí,

è z S S( ) | ( )|� � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêîé âåêòîð z ñîâïàäàåò ñ áàçîé äëÿ

EP ( )� �	 , ãåíåðèðîâàííîé ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åíèåì L .

Èç äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà òàêæå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 1 â ñëó÷àå,

êîãäà áàçû z, x è y ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè áàç äëÿ EP ( )� �	 , P ( )� è

Q( )� ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà ê

max ( )Cut L , âíà÷àëå ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ÇÌÐ íà äâóäîëüíîì ãðàôå
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Ðèñ. 1. Ãðàô Ïåòåðñåíà



GB U S Eb� ( , , ) ñ ìíîæåñòâàìè âåðøèí U , S è ðåáåð Eb . Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèè

� è � îïðåäåëåíû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà U S� .

Ïóñòü L U Sb � ( , ) — ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèíû ãðàôà GB. Îáîçíà÷èì

Bd� ñòåïåíü âåðøèíû äâóäîëüíîãî ãðàôà GB U S Eb� ( , , ) . Îòíîñèòåëüíî Lb ãðè-

äè àëãîðèòì îïðåäåëÿåò áàçó x, ãäå x Bdu u� äëÿ âñåõ u U
 è x� � 0 äëÿ âñåõ � 
S

ïîëèìàòðîèäà P ( )� . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ãðèäè àëãîðèòì îïðåäåëÿåò áàçó y,

ãäå y� � 0 äëÿ âñåõ � 
U è y Bd� �� äëÿ âñåõ � 
S ñóïåðïîëèìàòðîèäà Q( )� .

Ñîãëàñíî ëåììå 1 ïîëó÷àåì

| ( ) | | |z L x y Bdu b u u u� 	 � äëÿ âñåõ u U
 ,

| ( ) | | |z L x y Bds b s s s� 	 � äëÿ âñåõ s S
 .

Ïîýòîìó

Cut L Bd Bd Eb u

u U

s

s S

b( ) | |� � �

 

� � 2 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Cut L( ) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ îòíîñè-

òåëüíî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ Lb âåðøèí ãðàôà GB. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî L S U� ( , ) — òàêæå îïòèìàëüíîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå

âåðøèí ãðàôà GB.

Ðàññìîòðèì ÇÌÐ íà ïðèìåðå ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî ãðàôà G V E� ( , ) ñ åäè-

íè÷íûìè âåñàìè ðåáåð. Âíà÷àëå îòìåòèì ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñâîéñòâî îïðåäåëå-

íèÿ áàç P ( )� è Q( )� ãðèäè àëãîðèòìîì.

Ñâîéñòâo 1. Ïóñòü L — íåêîòîðîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí ãðàôà

G V E� ( , ) . Åñëè â L âåðøèíà � ïðåäøåñòâóåò âåðøèíå w , òî ðåáðî ( , )� w ãðàôà

G V E� ( , ) îðèåíòèðóåòñÿ êàê äóãà �w . Ïóñòü òàêæå G L V A( ) ( , )� îáîçíà÷àåò

îðãðàô, ïîëó÷åííûé ïîñëå îðèåíòàöèè ðåáåð ãðàôà G V E� ( , ) . Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî x� � �� �| ( ) | è y� � �� 	| ( ) | äëÿ âñåõ âåðøèí � 
V ; çäåñü � �� ( ) è � �	 ( ) —

ìíîæåñòâà äóã, âõîäÿùèõ â � è âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû � â îðãðàôå

G L V A( ) ( , )� .

Âûïóêëóþ îáîëî÷êó áàç (êðàéíèõ òî÷åê) ïîëèìàòðîèäà P ( )� îáîçíà÷èì

Hull( )� [9]:

Hull x R x S S S V x V VV( ) { ; ( ) ( ), , ( ) ( )}� � �� 
 � � � .

Ïóñòü d� — ñòåïåíü âåðøèíû � 
V â ãðàôå G V E� ( , ) . Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùóþ çàäà÷ó:

f x d x Hull

V

* max | |; ( )� 	 

�
�
�

�
�
�


� 2 � �
�

� , (1)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîé çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà âûïóêëîé

ôóíêöèè íà âûïóêëîé îáîëî÷êå áàç ïîëèìàòðîèäà P ( )� .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî äâóäîëüíîãî ïîäãðàôà GB U S Eb� ( , , )

ñ ïîäìíîæåñòâàìè âåðøèíU S V� � ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G V E� ( , ) âûïîëíÿåò-

ñÿ ðàâåíñòâî f Eb* | |� 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå L U Sb � ( , ) âåðøèí

ãðàôà G V E� ( , ) . Ïóñòü x Hull* ( )
 � — áàçà, îïðåäåëåííàÿ ãðèäè àëãîðèòìîì îò-

íîñèòåëüíî L U Sb � ( , ) . Òàê êàê x� � �* | ( ) |� � è y� � �* | ( )|� 	 â îðãðàôå G Lb( ) , òî

x y d� � �
* *� � , ïîýòîìó

| | | |* * *2x d x y

VV

� � � �
��

	 � 	



�� .

Î÷åâèäíî, ÷òî x yu u
* *
 äëÿ âåðøèí u U
 , à y xs s

* *
 äëÿ âåðøèí s S
 , òàê êàê

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âêëþ÷èâ âåðøèíó u â S èëè s â U , îïðåäåëÿåì äâóäîëü-

íûé ãðàô ñ ÷èñëîì ðåáåð, ïðåâûøàþùèì | |Eb . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
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GB U S Eb� ( , , ) — ìàêñèìàëüíûé äâóäîëüíûé ïîäãðàô. Ïîýòîìó | |* *x yu u	 �

� 	x yu u
* * äëÿ u U
 è | |* * * *x y y xs s s s	 � 	 äëÿ s S
 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x Bdu u� äëÿ âñåõ u U
 è xs � 0 äëÿ âñåõ s S
 , à òàêæå

÷òî yu � 0 äëÿ âñåõ u U
 è y Bds s� äëÿ âñåõ s S
 . Èç îïðåäåëåíèÿ x * ãðèäè àë-

ãîðèòìîì îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ Lb ñëåäóåò, ÷òî x xu u
* � ,

x xs s
* � è y yu u

* � , y ys s
* � äëÿ âñåõ u U
 è s S
 .

Ïóñòü x xu u
* 
 äëÿ íåêîòîðûõ u U
 . Òîãäà èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò âûïîëíè-

ìîñòü óñëîâèÿ yw
* 
 0 äëÿ âåðøèí w U
 , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè äëÿ íåêî-

òîðûõ ðåáåð ( , )u w E
 . Êðîìå òîãî, x y xu w u
* *	 �� , ãäå yw

*� — ñóììèðîâàíèå

ïî ðåáðàì ( , )u w E
 , äëÿ êîòîðûõ u, w U
 .

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê | |* * * *x y x yu u u u	 � 	 äëÿ âñåõ âåðøèí èç U è âåðøèíà w

ñëåäóåò çà âåðøèíîé u â Lb , òî x y xu w u
* *	 �� ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1.

Àíàëîãè÷íî åñëè y ys s
* 
 äëÿ íåêîòîðûõ s S
 , òî xw

* 
 0 äëÿ âåðøèí w S
 ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè äëÿ íåêîòîðûõ ðåáåð ( , )w s E
 . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

| |* * * *x y y xs s s s	 � 	 , äëÿ âåðøèí s S
 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

y x ys w s
* *	 �� .

Ñëåäîâàòåëüíî,

f x y x y x y

V

u u

u U

s s

s S

*
* * * * * *| | | | | |� 	 � 	 � 	 �


 
 

� � �� �
�

� 	 � 	 �

 

� �( ) ( )* * * *x y y xu u

u U

s s

s S

x y Eu s b

s Su U

� �



�� 2| | ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 z x y� 	 äëÿ áàç x P
 ( )� , y Q
 ( )� è z EP
 	(� �� . Ïî-
ýòîìó f Cut L* *( )� , ò.å. ÇÌÐ ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ «îïòèìàëüíîãî» ëèíåéíî-
ãî óïîðÿäî÷åíèÿ L* âåðøèíû ãðàôà G.

Â ñëó÷àå, êîãäà G — ïëàíàðíûé ãðàô, îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî
óïîðÿäî÷åíèÿ L* ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ íà
ïîäãðàôå, èìåþùåãî âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè â äâîéñòâåííîì ãðàôå ê ãðàôó G.
Åñëè G — íå ïëàíàðíûé è íå äâóäîëüíûé ãðàô, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí òðåáóåòñÿ ïðîñìîòð íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ ñëåäî-
âàíèÿ âåðøèí â èõ ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé òîïîëîãèè ãðàôà
G. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âèäíî, ÷òî | | | |E E nb c� 	 , ãäå nc — êîëè÷åñòâî
ìèíèìàëüíûõ ðåáåð, ïîêðûâàþùèõ íå÷åòêèå öèêëû (odd-circuit cover [7]) â ãðàôå G.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïåðâîíà÷àëüíîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ðåøåíèå ÇÌÐ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî àëãîðèòìà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÌÐ

Input: ïðîñòîé ãðàô G V E� ( , ) .

Output: ìíîæåñòâà U è S òàêèå, ÷òî U S V� � è U S� � �;
begin(algorithm)

for ( � 
V) do
� � 
� �{ ; ( , ) };w w E

end for
íàéòè âåðøèíó �1 ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ;
k � 1;
L0 1: { };� �
âñå ðåáðà ( , )�1 w èç E çàìåíèòü äóãîé �1w ;
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ïîìåòèòü âñå ðåáðà èç ��1;
while (ñóùåñòâóþò âåðøèíû � 
E L\ 0 , äëÿ êîòîðûõ

�� ñîäåðæèò íåïîìå÷åííûå ðåáðà) do

k k: ;� � 1
ñðåäè íèõ íàéòè âåðøèíó �k ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè;
L L k0 0: { , };� �
âñå ðåáðà ( , )�k w èç E çàìåíèòü äóãîé �k w ;
ïîìåòèòü âñå ðåáðà èç ��k ;

end while

while (k V� | |) do

if (ñóùåñòâóþò âåðøèíû � 
E L\ 0 , äëÿ êîòîðûõ

�� ñîäåðæèò òîëüêî ïîìå÷åííûå ðåáðà)
do

k k: ;� � 1
ñðåäè íèõ íàéòè âåðøèíó �k ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè;
L L k0 0: { , };� �

end if

else do

k k: ;� � 1
íàéòè âåðøèíó �k E L
 \ 0 , äëÿ êîòîðîé àáñîëþòíîå çíà÷åíèå
ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà ïîìå÷åííûõ è íåïîìå÷åííûõ ðåáåð
ìàêñèìàëüíîå;
L L k0 0: { , };� �
ïîìåòèòü âñå íåïîìå÷åííûå ðåáðà ( , )�k w èç ��k , çàìåíèòü èõ
äóãàìè �k w ;
end else

end while

for (� 
V) do

x� � �� �| ( )|; // â îðãðàôå G L V A( ) ( , )0 � ,
y� � �� 	| ( )|; // â îðãðàôå G L V A( ) ( , )0 � .

end for

U x y V� 
 
{ ; , };� �� �
S x y V� � 
{ ; , };� �� �

end(algorithm)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé î÷åâèäíî.

Óòâåðæäåíèå 1. Àëãîðèòì îïðåäåëÿåò âåêòîðû x x V� 
( ; )� � è y y V� 
( ; )� � ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áàçàìè x P
 ( )� è y Q
 ( )� îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷å-
íèÿ L0 âåðøèí ãðàôà G V E� ( , ) .

Óòâåðæäåíèå 2. Àëãîðèòì îïðåäåëÿåò äâóäîëüíûé ãðàô ñ ïîäìíîæåñòâàìè

âåðøèí U è S äëÿ êàæäîé äîëè çà âðåìÿ O V(| | )2 .

Îáîçíà÷èì P x y� 
 
{ ; , }� � �0 0 .

Óòâåðæäåíèå 3. Àëãîðèòì îïðåäåëÿåò áàçó x P
 ( )� , äëÿ êîòîðîé

f x d f
d

nc

PV

0 2 2
2

� 	 � 	 	
�

�
�

�

�
�




�� | | *� �

�

��

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî f E x y

P

0 2� 	


�| | min{ , }� �
�

. Ïîýòîìó

f E n x y f n x yb c

P

c

P

0 2 2 2� � 	 � � 	 �

 

� �| | min{ , } min{ , }*� �
�

� �
�

� 	 	
�

�
�

�

�
�



�f

d
nc

P

* 2
2

�

�

.

Hà ðèñ. 2 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ðåáðà äâóäîëüíîãî ïîäãðàôà GB,
îïðåäåëåííîãî ïðåäëîæåííûì ãðèäè àëãîðèòìîì ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì ëèíåéíîì
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óïîðÿäî÷åíèè âåðøèí. Êàê âèäèì, äîñòàòî÷íî óäàëèòü
óêàçàííûå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè øåñòü ðåáåð, ÷òîáû
îïðåäåëèòü äâóäîëüíûé ïîäãðàô GB.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí ïîë-
íîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è, êàê ðåçóëüòàò ýòî-
ãî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íàõîäèò òî÷íîå ðåøåíèå
ÇÌÐ íà ýòèõ ãðàôàõ. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ëèíåé-
íîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðîáëå-
ìîé äëÿ íåïîëíûõ ãðàôîâ. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè îïòèìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí ìîæíî, íàïðèìåð,
ïðèìåíèòü ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíî-
ãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ óìåíüøåíèÿ | |P . Ñïåöèôèêó çàäà÷è (1) ìîæíî
òàêæå èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíèâàíèÿ äâóäîëüíîé ïëîòíîñòè (bipartite density) ðàç-
ëè÷íûõ êóáè÷åñêèõ èëè íåêóáè÷åñêèõ ãðàôîâ.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 08.12.2017

Ô.À. Øàð³ôîâ
ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÎÇÐ²ÇÓ ÃÐ²Ä² ÀËÃÎÐÈÒÌÎÌ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ðîçð³çó íà ãðà-
ôàõ. Íàâåäåíî íîâó ìîäåëü çàäà÷³ â òåðì³íàõ áàçè ïîë³ìàòðî¿äà. Ïîêàçàíî,
ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ìîæíà çíàéòè ãð³ä³ àëãîðèòìîì ï³ñëÿ òîãî, ÿê âèçíà÷å-
íî îïòèìàëüíå ë³í³éíå âïîðÿäêóâàííÿ âåðøèí.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàêñèìàëüíèé ðîçð³ç, äâî÷àñòêîâèé ï³äãðàô, ë³í³éíå âïî-
ðÿäêóâàííÿ.

F.A. Sharifov
FINDING MAXIMUM CUT BY THE GREEDY ALGORITHM

Abstract. The paper considers the problem of finding the maximum cut on
graphs. A new model of the problem is given in terms of the base of
polymatroid. It is shown that the problem solution can be found by the greedy
algorithm after the optimal linear ordering of the vertices has been determined.

Keywords: maximum cut, bipartite subgraph, linear ordering.
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