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Àííîòàöèÿ. Îïèñàíû ñâîéñòâà àïïàðàòà ïîëèýäðàëüíûõ êîãåðåíòíûõ ìåð
ðèñêà, åãî âçàèìîñâÿçè ñ çàäà÷àìè ðîáàñòíîé è ðîáàñòíîé ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ îïòèìèçàöèè, à òàêæå åãî ïðèìåíåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.
Ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ ðîáàñòíûõ êîíñòðóêöèé ïîëèýäðàëüíûõ
êîãåðåíòíûõ ìåð ðèñêà è èõ ìèíèìèçàöèè, êîòîðûå ñâåäåíû ê ñîîòâåòñòâó-
þùèì çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèýäðàëüíàÿ êîãåðåíòíàÿ ìåðà ðèñêà, Conditional
Value-at-Risk, ðîáàñòíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ðîáàñòíàÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ îïòèìè-
çàöèÿ, ìíîæåñòâî íåîïðåäåëåííîñòè, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòàõ [1–6] ðàññìàòðèâàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïîëèýäðàëüíûõ êîãå-
ðåíòíûõ ìåð ðèñêà (ÏÊÌÐ), ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ îöåíêè ðèñêà â çàäà÷àõ
îïòèìèçàöèè ñî ñëó÷àéíûìè (íåîïðåäåëåííûìè) ïàðàìåòðàìè. Âíà÷àëå îí
ââîäèëñÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñ.â.) [1], à çàòåì ðàçâèâàëñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ
óñëîâèé íåîïðåäåëåííîñòè: ñ íåòî÷íûìè âåðîÿòíîñòÿìè [2–4] è ñöåíàðíûìè
îöåíêàìè [5], à òàêæå èõ êîìáèíàöèÿìè. Â [6] àïïàðàò ÏÊÌÐ èñïîëüçîâàëñÿ
äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðîáàñòíîé îïòèìèçà-
öèè â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà.

Ðàçâèòèå àïïàðàòà ÏÊÌÐ ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ «ðîáàñòíàÿ ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ îïòèìèçàöèÿ» [7–9], â êîòîðîì îïòèìèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïî íàèõóäøå-
ìó ñðåäíåìó ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Òàêîé ïîäõîä, ïðè-
ìåíÿåìûé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, ïðèâîäèò ê ðåøåíèÿì áîëåå íàäåæíûì,
÷åì ïðè îïòèìèçàöèè ïî ñðåäíåìó (ñ ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé),
è áîëåå ãèáêèì, ÷åì ïðè îïòèìèçàöèè ïî íàèõóäøåìó çíà÷åíèþ (ìèíèìàêñå).
Ëîãèêà ðàçâèòèÿ àïïàðàòà ÏÊÌÐ ñîñòîèò â ó÷åòå íåîïðåäåëåííîñòåé çàäà÷è â ðî-
áàñòíûõ êîíñòðóêöèÿõ ìåð ðèñêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà àïïàðàòà ÏÊÌÐ, îïèñàíû åãî
ïðèìåíåíèå è âçàèìîñâÿçü ñ çàäà÷àìè ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè. Èç íîâûõ ðåçóëü-
òàòîâ ïðåäñòàâëåíû ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ ðîáàñòíîé êîíñòðóêöèè ÏÊÌÐ (áîëåå
îáùåé, ÷åì â [3]) è åå ìèíèìèçàöèè, à òàêæå èõ ñâåäåíèå ê ñîîòâåòñòâóþùèì çà-
äà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ).

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÊÌÐ

Êàê ïðàâèëî, â ïðèëîæåíèÿõ íå èìååòñÿ èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè, à ëèøü
ïðåäñòàâëåí íàáîð íàáëþäåíèé, ñòàòèñòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ î êîòîðûõ ìîæ-
íî ó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷. Èíîãäà âåðîÿòíîñòè òåõ èëè èíûõ
ñîáûòèé ìîæíî ëèøü íåòî÷íî îöåíèâàòü [10] èëè çàïèñûâàòü ñâÿçûâàþùèå èõ
ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ. Òîãäà ñöåíàðíûå âåðîÿòíîñòè, ó÷èòûâàåìûå ïðè ïðè-
íÿòèè ðåøåíèé, îöåíèâàþòñÿ íåêîòîðûì ìíîãîãðàííèêîì. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ
òàêæå âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà ñîçäàåòñÿ íàáîð ñöåíàðèåâ áóäóùåãî ðàçâèòèÿ
ñîáûòèé è ìîäåëèðóþòñÿ ïîñëåäñòâèÿ èõ ðåàëèçàöèè, íî íåâîçìîæíî òî÷íî
îöåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñöåíàðíûå âåðîÿòíîñòè.

Íàïðèìåð, ïóñòü âåêòîð ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé p0 îöåíèâàåòñÿ ëèøü ñíè-
çó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðàìè pl è pu , ò.å. ñëåäóþùèì ìíîãîãðàííûì
ìíîæåñòâîì íåîïðåäåëåííîñòè U P :
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Èëè ïóñòü èìååì óðíó ñ øàðàìè, íàïðèìåð êðàñíûìè, ÷åðíûìè è æåëòûìè.
Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî, ÷òî â íåé 30 êðàñíûõ øàðîâ, à îáùåå êîëè÷åñòâî ÷åð-
íûõ è æåëòûõ øàðîâ íå ìåíüøå 60, íî íå áîëüøå 70. Îáîçíà÷èì pi ,
i �1 2 3, , , âåðîÿòíîñòè âûáîðà èç óðíû êðàñíûõ, ÷åðíûõ è æåëòûõ øàðîâ ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìíîæåñòâî U P èìååò âèä:
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Åñëè â òàêèõ óñëîâèÿõ èçâåñòíû âûèãðûøè X ( )� , çàâèñÿùèå îò ðåàëèçàöèè
íåêîòîðîãî ñöåíàðèÿ �, òî ìîæíî îöåíèòü íàèõóäøèå ïî ìíîæåñòâó U P ñðåäíèå
ïîòåðè â êà÷åñòâå ìåðû ðèñêà

�( ) sup [ ] :X E X P UP P� � �{ }. (3)

Â äàëüíåéøåì ìíîãîãðàííèê äëÿ îöåíêè ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé áóäåì îïè-
ñûâàòü

Q p Bp c p� � �{ }: , 0 , (4)

ãäå B — ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà è c — âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà Q â (4) óäîáíî ðàçäåëèòü íà ñòàíäàðòíóþ è ñîäåð-
æàòåëüíóþ [3] ÷àñòè
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ïðåäñòàâëÿþò ñòàíäàðòíîå äëÿ âåðîÿòíîñòåé óñëîâèå pii
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Ñîîòâåòñòâåííî B1 è ñ1 ïðåäñòàâëÿþò ñîäåðæàòåëüíóþ (íåôîðìàëüíóþ)
÷àñòü îïèñàíèÿ ìíîãîãðàííèêà â (4). Íàïðèìåð, ýòà ÷àñòü âûãëÿäèò êàê
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äëÿ ìíîæåñòâà U P èç (2).

Âî ìíîæåñòâî (4) ìîæíî âêëþ÷èòü è äðóãóþ èíôîðìàöèþ, íàïðèìåð î ïåð-
âûõ ìîìåíòàõ ñ.â. Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ÿâèëèñü àðãóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ êîí-
ñòðóêöèé, ãäå ìíîæåñòâî ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëåíî â âèäå íåêîòîðî-
ãî ìíîãîãðàííèêà. Â ïîäîáíîì âèäå äëÿ äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåííûõ (ä.ð.) ñ.â.
ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ðÿä èçâåñòíûõ ìåð ðèñêà [1–3].

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� � P0 çàäàíà ñ.â. X R:� � .
Â [11] äëÿ îöåíêè ðèñêà ñ.â. ôèíàíñîâîãî ïîòîêà X ââîäèëîñü ïîíÿòèå êîãåðåí-
òíîé ìåðû ðèñêà (ÊÌÐ), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

�( ) sup [ ] :X E X P QP� � �{ }, (7)
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ãäå EP [ ]� — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P, à Q — íåêîòî-
ðîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Äàííàÿ ÊÌÐ èíòåðïðåòè-
ðóåò ïîòåíöèàëüíûå ïîòåðè ôèíàíñîâîãî ïîòîêà, îïèñûâàåìûå âåëè÷èíîé ( )�X .

Åñëè ñ.â. X õàðàêòåðèçóåò çàòðàòû, óáûòêè, ñòîèìîñòü è äðóãèå âåëè÷èíû
ñ ïðåäïî÷òåíèåì «÷åì ìåíüøå, òåì ëó÷øå», äëÿ ÊÌÐ èñïîëüçóåòñÿ ïîäîáíîå
ïðåäñòàâëåíèå áåç èçìåíåíèÿ çíàêà ñ.â.: �( ) sup [ ] :X E X P QP� �{ }.

Îòìåòèì, ÷òî êîíå÷íóþ ä.ð.ñ.â. X ìîæíî ïðåäñòàâèòü êîíå÷íûì íàáîðîì
ñöåíàðíûõ çíà÷åíèé x x xn� ( , , )1 � ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè

p p pn0 1
0 0� ( , , )� . Âî ââåäåíîå â [1] ïîíÿòèå ÏÊÌÐ ê îïèñàíèþ (7) äëÿ ä.ð.ñ.â.

äîïîëíèòåëüíî ïîñòóëèðîâàëàñü ïîëèýäðàëüíîñòü ìíîæåñòâà Q, ò.å. åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå (4), ãäå B è c â âèäå (5) ðàçäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ñòàíäàð-
òíóþ (6) è ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòè. Ïîñëåäíÿÿ, ñîáñòâåííî, è îïðåäåëÿåò ìåðó
ðèñêà â âèäå ñîîòíîøåíèé (7), (4)–(6).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåêîòîðûõ ÏÊÌÐ, îïðåäåëÿåìûõ ïî èçâåñòíîìó âåêòîðó
ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé p0 â âèäå (7), (4)–(6):

1) äëÿ cðåäíèõ ïîòåðü E XP0
[ ] ìíîæåñòâî Q p� { }0 , â ýòîì ñëó÷àå B I1 � ,

c p1 0� , ãäå I — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, p0 — âåêòîð ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé;

2) äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîòåðü Q — ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, â êî-
òîðîì íå èìååòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè â âèäå B1 è c1;

3) äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé íà õâîñòå ðàñïðåäåëåíèÿ (Conditional Value-at-Risk
(CVaR) [12]), äëÿ CVaR 1�� ( )X ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü èìååò âèä
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4) ñïåêòðàëüíàÿ êîãåðåíòíàÿ ìåðà ðèñêà (ÑÊÌÐ) [13], äëÿ êîòîðîé ñîäåðæà-
òåëüíàÿ ÷àñòü îïèñûâàåòñÿ êàê
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ãäå � i è � i äëÿ ñöåíàðèåâ i n� �1, , è ñïåêòðà �( )� îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáîðà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé [3];

5) ïðåäñòàâëåíèå Êóñóîêè èíâàðèàíòíûõ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ÊÌÐ (ÏÊÈÌÐ)
[14], òîãäà ìàòðèöà B1 è âåêòîð c1 èìåþò âèä
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Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ä.ð.ñ.â. âñå ìåðû ðèñêà èç ïðèâåäåí-
íûõ ïðèìåðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå CVaR1� �� ( ) c ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðà-
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Îäíàêî ìåðû ðèñêà, ñêîíñòðóèðîâàííûå èç ìíîæåñòâà íåîïðåäåëåííîñòè
U P â âèäå (3), ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò CVaR 1�� ( )X , ïðåäñòàâëåííîé
ñïåöèôè÷åñêèìè ìàòðèöåé B1 è âåêòîðîì ñ1. Â ÏÊÌÐ îíè, ïî ñóòè, ìîãóò áûòü
ïðîèçâîëüíûìè.

Çàìå÷àíèå 2. Ñðåäíèå ïîòåðè ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ÏÊÌÐ
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n 0
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1�� � , ýòî ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ

B I1 � , c p1 0� .
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Â ïðèìåðàõ 1–5 îïèñàíèÿ ÏÊÌÐ â âèäå (7), (4)–(6) ìíîæåñòâî Q çàâèñèò îò
èñõîäíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû (âåêòîðà ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé p0), ÷òî ïîçâî-
ëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü åãî êàê ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (ì.î.) Q( )� , îïðåäåëÿ-
þùåå ìåðó ðèñêà ïî èñõîäíîìó âåêòîðó p0 [2].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ÏÊÌÐ,
ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ñîîòíîøåíèé (7), (4)–(6). Ñóòü ýòîãî ñâîéñòâà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî åñëè c.â. X è Y èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå, òî è èõ ìåðû ðèñ-

êà îäèíàêîâû, èëè áîëåå ôîðìàëüíî X Y X Y
D
~ ( ) ( )� �� � .

Ðàññìîòðèì ÏÊÌÐ â âèäå ñîîòíîøåíèé (7), (4)–(6) äëÿ ä.ð.ñ.â. X . Êàê ñëåäóåò
èç (7), ýòî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Q p( )0 ïî íàïðàâëåíèþ (� x):

�( ) ( ) max , : ( )( )X W x x p p Q pQ p� � � �� � �
0 0{ },

ïîýòîìó îäíîçíà÷íî èì îïðåäåëÿåòñÿ.

Ïóñòü â âåêòîðå p p pn0 1
0 0� ( , , )� èìåþòñÿ äâå îäèíàêîâûå êîìïîíåíòû, íà-

ïðèìåð p pi j
0 0� . Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ñ.â. X èçìåíåíèå íóìåðàöèè ñöåíàðèåâ

c îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè íå èçìåíÿåò åå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå äîëæíî èçìåíÿòü è âåëè÷èíó ÏÊÌÐ.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì x1 — âåêòîð, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò x ñîîòâåò-

ñòâåííî ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò x xi j . Òîãäà èç óñëîâèÿ p pi j
0 0� äîëæíî

ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî W x W xQ p Q p( ) ( )( ) ( )
0 0

1� � � , ò.å. Q( )� â íåêîòîðîì ñìûñëå

ñèììåòðè÷íî â èñõîäíîì ( )�x è ïðåîáðàçîâàííîì ( )� x1 íàïðàâëåíèÿõ.

Ïóñòü âåêòîðû c1 ( )� èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ Q( )� , êàê è â ïðèìå-
ðàõ 1, 3–5, èìåþò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä:

c p p1 0 0( ) � � , (9)

ãäå � — íåêîòîðûé ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü.

Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàâåíñòâà îïîðíûõ ôóíêöèé ïðè ïå-

ðåñòàíîâêå êîîðäèíàò p pi j
0 0 ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè i-é è j-é

ñòðîê èç îïèñàíèÿ ìíîãîãðàííèêà Q( )� . Ïåðåõîäÿ ê ýëåìåíòàì ìàòðèö B p1 0( ),
ïîëó÷àåì

p p b p b p k n k i ji j ki kj
0 0

0 0 1� � � � �( ) ( ), , , , ,� è b p b pii jj( ) ( )0 0� . (10)

Â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé p ni
0 1� / , i n�1, ,� , óñëî-

âèå (10) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ i j n, , ,�1 � , ñëåäîâàòåëüíî, îíî èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

p
n

i ni
0 1

1� �, , ,� � �b p b pki kj( ) ( )0 0 , k i j n, , , ,� 1 � , k i j� , è diag B p I1 0( ) � � ,

ãäå � — íåêîòîðûé ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü.

Ñôîðìóëèðóåì ýòî â âèäå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè ïðåäïîëîæåíèè (9) óñëîâèå (10) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì äëÿ èíâàðèàíòíîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ÏÊÌÐ â âèäå (7), (4)–(6).

Çàìå÷àíèå 3. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ñöåíàðíûõ âåðîÿò-
íîñòåé óñëîâèå (10) ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íûì, ïîýòîìó îïèñàíèå CVaR 1� �� ( )
â âèäå (8) ãàðàíòèðóåò åãî èíâàðèàíòíîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

ÐÎÁÀÑÒÍÛÅ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÏÊÌÐ

Ïóñòü òåïåðü íå ôèêñèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P0 , à ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì
ëèøü ( , )� � — ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � ñ ñèãìà-àëãåáðîé �, íà
êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîïðåäåëåííûå èñõîäû X ( )� . Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ
äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì � ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
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òèé-ñöåíàðèåâ íåîïðåäåëåííûé èñõîä X çàäàåòñÿ ñöåíàðíûìè çíà÷åíèÿìè
X ( )� , à âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P0 (âåêòîð ñöåíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé p0) ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå.

Èíòåðïðåòàöèÿ Q( )� êàê ì.î., îïðåäåëÿþùåãî ìåðó ðèñêà, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
ÏÊÌÐ è áåç òî÷íîé èíôîðìàöèè î p0 . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p U P0 � , òîãäà ìîæíî
ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðó ðèñêà. Äëÿ ýòîãî ïî èñõîäíîé ìåðå ðèñêà � 0
âèäà (7) è ìíîæåñòâó âåðîÿòíîñòåé U P ñòðîèòñÿ êîíñòðóêöèÿ [2]

� �0; ( ) sup { [ ] : ( )U P PP
X E X P Q U� � � }, (11)

ãäå Q U Q pP

p UP

( ) ( )� �
�
�

�
�
�

�

co

0

0� , Q( )� — ì.î. èñõîäíîé ìåðû � 0 ( )� , co — âû-

ïóêëàÿ çàìêíóòàÿ îáîëî÷êà. Òàêóþ êîíñòðóêöèþ áóäåì íàçûâàòü ðîáàñòíîé ïî
ìíîæåñòâó âåðîÿòíîñòåé U P , ïîñêîëüêó îíà ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü (ðèñê)
ëþáîãî p U P0 � .

Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü ÏÊÌÐ, ïîñòðîåííóþ â âèäå (11) ïî èñõîäíîé
ÏÊÌÐ â âèäå (7), (4)–(6) è ïîëèýäðàëüíîìó ìíîæåñòâó íåîïðåäåëåííîñòè U P
â âèäå (4).

Óòî÷íèì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî (4) èç êîíñòðóêöèè
èñõîäíîé ìåðû � 0 ( )� îïèñûâàåòñÿ êàê

Q p B p p c p p
B

B p
p� � �

�
0 0 0

0

0 0 0

0
1

0
0( ) ( ) ( ),

( )
� � � �

�

�

�
�

�

�

�
�

{ } �
�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�
�

��

	


�

��

c

c p
p

0
1

0
0

0
�

( )
, , (12)

ãäå ìàòðèöà B0 è âåêòîð ñ0 ïðåäñòàâëÿþò ñòàíäàðòíóþ ÷àñòü, à ïàðàìåòðè÷åñ-

êè çàäàííûå ìàòðèöà B p
�0

1
0( ) è âåêòîð c p

�0

1
0( ) — ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòü

îïèñàíèÿ (ñì. ïðèìåðû 1–5). Ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî íåîïðåäåëåííîñòè âå-
ðîÿòíîñòåé U P îïèñûâàåòñÿ êàê:

U p B p c pP u u� � �{ }: , 0 . (13)

Òîãäà âû÷èñëåíèå ðîáàñòíîé ïî ìíîæåñòâó U P (13) è èñõîäíîé ìåðå � 0
â âèäå (7), (12), (5), (6) ÏÊÌÐ â (11) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé îïòèìè-
çàöèîííîé çàäà÷è:

� � �0

0

0 0; ( ) sup , : ( )U

p U
P

P

X x p p Q p� �� � �
�
�
�

��

	


�

��
�

�

co �

� �� � �
�
�
�

��

	


�

���

sup , : ( )x p p Q p

p UP0

0 0� � .

Çàïèñûâàÿ ñòðóêòóðó ìíîæåñòâ Q p�0 0( ) è Qu , èìååì

� �
�

0

0 0 0

0
1

0
; ( ) max , :

( )U p

p B p c
P

u u

X x p p
B

B p
� �� � �

�

�

�
�

� �{ }

�
�

�

�
�
�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
�

��

	


�

��

�
�
�

��

	


�

��
p

c

c p

0
1

0
0�

( )
. (14)

Çàìå÷àíèå 4. Âîîáùå ãîâîðÿ, âû÷èñëåíèå ÏÊÌÐ (14) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å
ËÏ, åñëè çíàòü âñå êðàéíèå òî÷êè ïîëèýäðà U p B p c pP u u� � �{ }: , 0 , êîòîðûé
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó òàêèõ òî÷åê. Òîãäà ìíîæåñòâî, ïî êîòî-
ðîìó âåäåòñÿ îïòèìèçàöèÿ â òàêîé êîíñòðóêöèè, åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîãî-

ãðàííèêîâ Q p j
�0 0

( ) , âûáðàííûõ âî âñåõ êðàéíèõ òî÷êàõ p j
0

ïîëèýäðà U P .

Îáû÷íî íå èçâåñòíû âñå êðàéíèå òî÷êè ìíîãîãðàííèêîâ, ïîýòîìó ñäåëàåì
ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò âû÷èñëÿòü ìåðó (14) êàê çàäà÷ó ËÏ, à èìåííî
ïðåäïîëîæèì, ÷òî:
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à) ìàòðèöà B p
�0

1
0( ) íå çàâèñèò îò p0 , ò.å. B p B

� �0 0

1
0

1( ) � ;

á) âåêòîð c
�0

1 ( )� èìååò âèä c p Dp
�0

1
0 0( ) � , ãäå D — íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàí-

íàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, âû÷èñëåíèå êîíñòðóêöèè (14) ìîæíî ñâåñòè
ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ËÏ:

� �

�

0 0

0 0

0

1
0

0 0

0

0

; ( , )

,

,

( ) maxU p p

B p c p

B p Dp

B p c p

P

u u

X �
� �

�

� �

�� �x p, . (15)

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ à), á) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ÏÊÌP èç ïðèìåðîâ 1–5,
è ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé à), á) ðîáàñòíàÿ ïî
ìíîæåñòâó âåðîÿòíîñòåé U P â âèäå (13) è èñõîäíîé � 0 êîíñòðóêöèÿ ìåðû (14)
âû÷èñëÿåòñÿ êàê çàäà÷à ËÏ (15). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èñõîäíîé � 0 èç ïðèìåðîâ 1,
3–5 òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê (15) ñî ñëåäóþùèìè àòðèáóòàìè:

— äëÿ ñðåäíèõ ïîòåðü (ïðèìåð 1) B I
�0

1 � , D I� ;

— äëÿ CVaR 1�� (ïðèìåð 3) B I
�0

1 � , D I�
1

�
;

— äëÿ ÑÊÌÐ (ïðèìåð 4) B I
�0

1 � , D Ii

ii

n

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

�1

;

— äëÿ ÏÊÈÌÐ (ïðèìåð 5) B I
�0

1 � , D I
n

i

ii

n

�
�

�

�
�

�

�

�
�� �

�max
( , , )� �

�

�1 1� �
.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå íàèáîëüøèõ ïîòåðü èç ïðèìåðà 2 íå èçìåíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó èñõîäíîå ìíîæåñòâî Q p�0 0( ), îïèñûâàåìîå òîëüêî ñòàíäàðòíîé ÷àñ-
òüþ, îñòàåòñÿ òàêèì æå.

Çàìå÷àíèå 5. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ îïèñàííûõ ïðèìåðîâ äåéñòâèå ìàò-
ðèöû D íà âåêòîð p0 ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì.

ÏÊÌÐ È ÐÎÁÀÑÒÍÀß ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß

Â [15] ðàññìîòðåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ìåðîé ðèñêà è ìíîæåñòâîì íåîïðåäå-
ëåííîñòè äëÿ ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè. Îïèøåì òàêóþ âçàèìîñâÿçü äëÿ ÏÊÌÐ.

Ïóñòü íà ( , )� � îïðåäåëåí ñëó÷àéíûé âåêòîð Z Z Zk( ) ( ( ), , ( ))� � �� 1 � , ò.å.

Z R k:� � . Äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ ��R k ðàññìîòðèì

åãî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íà ýòîò âåêòîð, ò.å. ñ.â. X Z� � � �( ) , ( )� � � . Ïóñòü ñëó-
÷àéíûé âåêòîð Z èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, X � — ä.ð.ñ.â.,
äëÿ êîòîðîé îïðåäåëèì ÏÊÌÐ â âèäå (7), (4)–(6):

� � � �( ) sup [ ] : ( ) max , : ( ) (X E X P Q P x p B p p c pP� � � � �� � �{ } {0 0 0 )}. (16)

Ïðåäñòàâèì Z ( )� â âèäå ìàòðèöû Í , ñòðîêè êîòîðîé îïèñûâàþò ðàñïðåäåëå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðà Zi ( )� , i k�1, ,� :

Z

Z

Z

z z

zk

n

k

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

�

�

�

� �

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

1 1 1 1

1

�

�

� � �

� z

H

k n( )�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
� .

Òîãäà ñ.â. X � �( ) îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì x H� �� T , à ÏÊÌÐ (16) èìååò âèä

� � ��( ) max , : ( ) ( ) max , : ( )X H p B p p c p Hp B p� �� � � � � � �{ } {T
0 0 0 p c p� ( )0 }.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y Hp

p z

p z

i ii

n

i k ii

n

� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�
�

�

�

�

11

1

( )

( )

�

�

������ p Zi i

i

n

( )�
�
�

1

. Òîãäà, çàïè-

ñûâàÿ ñòàíäàðòíóþ è ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòè ÏÊÌÐ, ïîëó÷àåì

� � ��( ) max , : ( ), ( ) ( ), ,X y y p Z B p p c p pi i

i

n

i� � � � � � �
�
�

1

1 0 0 1 p

i

n

�
�
�
�

��

	


�

���
� 0

1

,

èëè îêîí÷àòåëüíî èìååì

� ��( ) max , :X y y U� � � � �{ }, (17)

U y p Z B p p c p p pi i

i

n

i

i

n

� � � � �
�
�
�

�� � �
� �( ), ( ) ( ), ,�

1

1 0 1 0

1

1 0
	


�

��
. (18)

Çàìå÷àíèå 6. Çíàê «–» îáóñëîâëåí êîíñòðóêöèåé (7), â êîòîðîé ïîòåðè îïè-
ñûâàþòñÿ êàê îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ.â. (ôèíàíñîâîãî ïîòîêà). Åñëè ñ.â. X õà-
ðàêòåðèçóåò âåëè÷èíû ñ ïðåäïî÷òåíèåì «÷åì ìåíüøå, òåì ëó÷øå», â (17) çíàê
«–» ñëåäóåò îïóñòèòü.

Òåïåðü áåçðèñêîâîñòü X � îçíà÷àåò � �( )X � 0, ãäå �( )� îïèñûâàåòñÿ â âèäå ðî-
áàñòíîé îïòèìèçàöèè (17) íà ìíîæåñòâå íåîïðåäåëåííîñòè (18). À ïðîáëåìó ìèíè-
ìèçàöèè ìåðû ðèñêà çà ñ÷åò âûáîðà âåñîâ êîìïîíåíò � äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z ( )�
(çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïîðòôåëÿ) ìîæíî ðåøàòü ëèáî â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå [1–3],
ëèáî â ôîðìå ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè, íàõîäÿ ìèíèìóì ôóíêöèè (17), (18).

Òàêèì îáðàçîì, â (18) ïîëó÷åíî ìíîãîãðàííîå äåòåðìèíèðîâàííîå ìíîæåñòâî

íåîïðåäåëåííîñòè U R k! â âèäå âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà âåñà, çàäàâàåìûå ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòüþ ÏÊÌÐ.
Ïîñêîëüêó âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî U âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòcÿ
ñâîåé îïîðíîé ôóíêöèåé, ýòî îçíà÷àåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ÏÊÌÐ (16) è ìíîæåñòâîì U (18). Ñôîðìóëèðóåì ýòî â âèäå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Îïðåäåëåííàÿ ïî íàïðàâëåíèþ � â ñìûñëå (16) ÏÊÌÐ âçàèì-
íî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîëèýäðàëüíîìó ìíîæåñòâó íåîïðåäåëåííîñòè (18)
â ñìûñëå (17), (18).

Ïîäñòàâëÿÿ â (18) ñîäåðæàòåëüíûå ÷àñòè ÏÊÌÐ èç ïðèìåðîâ 1–5, ïîëó÷à-
åì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæåñòâà U . Íàïðèìåð, äëÿ CVaR1�� ìíîæåñòâî U
èìååò âèä:

U y p Z p
p

p pi i

i

n

i

i

n

� � � � �
�
�
�

��

	


�

��� �
� �( ), , ,�

�1

0

1

1 0 ,

à äëÿ ñëó÷àÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîòåðü

U y p Z p pi i

i

n

i

i

n

� � � �
�
�
�

��

	


�

��� �
� �( ), ,�

1 1

1 0 . (19)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ââèäó îòñóòñòâèÿ ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè ÏÊÐÌ U — âû-

ïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.

Íåòðóäíî îïèñàòü òàêîå ìíîæåñòâî è äëÿ ÏÊÌÐ èç ïðèìåðîâ 1, 3–5, âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì U äëÿ CVaR1�� è çàìå÷àíèåì 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåêòîðû Z ( )� ðàñïðåäåëåíû íà íåêîòî-

ðîì ìíîãîãðàííèêå èç R k , çàäàííîì â âèäå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

{ }y Ay b R k: � ! , ïðè ýòîì íå èìååòñÿ êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíè-

ÿõ. Ïîíÿòíî, ÷òî òîãäà U y Ay b� �{ }: åñòü ìíîæåñòâî íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è

ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ïî íàïðàâëåíèþ îïîð-

íîé ôóíêöèè ýòîãî ìíîæåñòâà � ��( ) max , :X y Ay b� � � � �{ }.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ è àïïàðàò
ÏÊÌÐ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñëó÷àéíûå âåêòîðû Z ( )� äèñêðåòíî ðàñïðåäåëåíû
ïî âñåì âåðøèíàì ýòîãî ìíîãîãðàííèêà: Z Z n( ), , ( )� �1 � . Ðàññìîòðèì ìíîæåñ-
òâî íåîïðåäåëåííîñòèU (18) äëÿ ñëó÷àÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîòåðü, ò.å. â âèäå (19):

U y p Z p p Zi i

i

n

i

i

n

i� � � �
�
�
�

��

	


�

��
�

� �
� �( ), , ( ),� �

1 1

1 0 co { i n y Ay b� � �1, , :� } { }.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ñëó÷àé ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâèì êàê ÷àñ-
òíûé ñëó÷àé îïèñàíèÿ â âèäå (17), (18). Åñëè ïðè ýòîì èçâåñòíà íåêîòîðàÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè, òî ìîæåì ïîëó÷èòü áîëåå òîíêîå
ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà U .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðîáàñòíóþ êîíñòðóêöèþ ÏÊÌÐ â âèäå (14) ïî ìíîæåñ-
òâó âåðîÿòíîñòåé U P (13) è èñõîäíîé � 0 . Òîãäà

� � �0; ( )UP
X �

� � � � � �
� � �
�max , : ( ),

(
}

� �
�

y y p Z p
B

B pi

i

n

i

p B p cu u1

0
1

0
0 0 0{

� ) ( )

�

�

�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�
�

��

	


�

��

�
�
�

��

	


�

��
p

c

c p

0
1

0
0�

,

èëè

� �� �0; ( ) max , :UP
X y y U� � � � �{ },

U y p Z p B p p c pi i

i

n

p B pu

� � � �
� �
�co { }

{

( ), ( ) ( ) ,�
� �

1

1
0

1
0

0 0

0 0� �

� �
�
�
�

��

	


�

��
�

c

i

i

n

u

p p

}

� 1 0

1

, ,

ãäå ìíîæåñòâî U — íåêîòîðûé ìíîãîãðàííèê.

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé à), á), êîãäà òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ îïèñûâàåò-
ñÿ êàê (15), ìíîæåñòâî U èìååò âèä:

U y p Z p B p Dp pi i

i

n

p B p c

i

u u

� � � � �
� � �
�co { }

{ }

( ), ,�
�

1

1
0

0

0 0

1� , p

i

n

�
�
�
�

��

	


�

���
� 0

1

. (20)

ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÐÎÁÀÑÒÍÎÉ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÏÊÌÐ

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ÏÊÌÐ, ðîáàñòíîé ïî ìíîæåñòâó âå-

ðîÿòíîñòåé, à èìåííî âûáîð âåñîâ � i � 0, i k�1, ,� , � ii

k ��� 1
1

, êîìïîíåíò

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Z

Z

Z

z z

zk

n

k

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

�

�

�

� �

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

1 1 1 1

1

�

�

� � �

� z

H

k n( )�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ.â. X Z� � � �( ) , ( )� � � ìèíèìèçèðîâàëà ðîáàñòíóþ ïî
ìíîæåñòâó âåðîÿòíîñòåé U P è èñõîäíîé � 0 ( )� êîíñòðóêöèþ ÏÊÌÐ âèäà (15).

Â ýòîì ñëó÷àå ñ.â. X � �( ) îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì x H� �� T , à ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê:

min ( ) min max

,

;

,

(�

� �

� � �

� �

�

i

k

i

P

i

k

i

U pX

� �
� �� � � �

�

1

0

1

1 0 1 0

, )

,

,

, .p

B p c p

B p Dp

B p c pu u

H p
0

0 0

0

1
0

0 0

0

0

� �

�

� �

�� �

�

�T

Îáîçíà÷èì o o o O1 2 3 1, , , , O2 íóëåâûå âåêòîðû ðàçìåðíîñòåé n, l, k è ìàòðè-
öû ðàçìåðà 2" n, m n" ñîîòâåòñòâåííî, ãäå n — êîëè÷åñòâî ñöåíàðèåâ, l — êîëè-
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÷åñòâî ñòðîê ìàòðèöû B
�0

1 èç ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè îïèñàíèÿ � 0 ( )� , k — êîëè-

÷åñòâî êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z (ïîðòôåëÿ), m — êîëè÷åñòâî ñòðîê ìàò-
ðèöû Bu èç îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà U P . Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ïðåäûäóùåå
âûðàæåíèå èìååò âèä

min max

,

( , )

,

�

� �

�
i

k

i

p p

B p O p c p

B p Dp�
� � �  � �

�1

0

0 1 0 0

0

1
0

1 0 0

�

 � �

�� �  � �

o

O p B p c pu u

H p o p

2

2 0 0 0

1 0

,

, ,T � .

Â ñèëó îãðàíè÷åíèé íà p è p0 êàê íà âåêòîðû âåðîÿòíîñòåé âíóòðåííÿÿ ïîäçàäà-
÷à ñîâìåñòíà è êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ýêâèâàëåíòíà ñâîåé äâîéñòâåííîé
ïîäçàäà÷å, êîòîðîé åå ìîæíî çàìåíèòü â îáùåé ïîñòàíîâêå. Îáîçíà÷èâ w âåêòîð
ðàçìåðíîñòè ( )2 l m , çàïèøåì äàííóþ ïîñòàíîâêó êàê

min min

,
( )

�

� � �

i

k

i

u

w

B B O

O D B�
� � �

�

�

�

�
�
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1 0
T T T

T T T �
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�
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� �

w H

o
w

uc o c w
T�

1

0

0 2

,

( , , ), .

Îáîçíà÷àÿ O3 íóëåâóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n k" , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

min ( , )

( )

w

B B O

O D B
w

H

Ou

�

�0 0

1
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1 3

T T T

T T T
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�
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��
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�
�
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�
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o

o

w

u

i

k

i

c o c w

3

1

1

1 0 0

0 2

, ,

( , , ), . (21)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çà ñ÷åò âûáîðà âåñîâ êîìïî-

íåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà � �ii

k � ��� 1 0
1

, , äëÿ ðîáàñòíîé êîíñòðóêöèè ÏÊÌÐ

âèäà (15) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ËÏ â âèäå (21). Ñôîðìóëèðóåì ýòî â ñëåäóþùåì
óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 4. Îïòèìàëüíûì íàáîðîì âåñîâ, ìèíèìèçèðóþùèì ðîáàñòíóþ
êîíñòðóêöèþ ÏÊÌÐ âèäà (15), åñòü êîìïîíåíòà � ðåøåíèÿ ( , )w � çàäà÷è ËÏ (21).

Ïîäñòàâëÿÿ â çàäà÷ó ËÏ (21) àòðèáóòû ìåð ðèñêà èç ïðèìåðîâ 1, 3–5
(ñì. óòâåðæäåíèå 2) â êà÷åñòâå èñõîäíûõ � 0 , ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü èõ ðîáàñ-
òíûå êîíñòðóêöèè.

Çàìå÷àíèå 7. Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü åå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (17), (20), åñëè ôîðìàëüíî îïèñàòü ìíîæåñòâî âûïóêëûõ
êîìáèíàöèé (20).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó â âèäå ïîðòôåëüíîé îïòèìèçàöèè, êîãäà íåîáõî-
äèìî ìèíèìèçèðîâàòü ðîáàñòíóþ êîíñòðóêöèþ ìåðû ðèñêà (15) ïðè îãðàíè÷åíè-
ÿõ r X r( ) � 0 íà ôóíêöèþ âûèãðûøà:

r X E X B p c pp u u( ) min [ ] : ,� � �{ }0 .

Ýòà ôóíêöèÿ îáîáùàåò ïîíÿòèÿ ñðåäíåé äîõîäíîñòè íà ñëó÷àé íåîïðåäåëåí-
íîñòè p U P0 � , êîãäà U P îïèñûâàåòñÿ â âèäå (13), à òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ãàðàí-
òèðóþò âûèãðûø â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè íå ìåíüøå r0 . Òîãäà â ïðèíÿ-
òûõ îáîçíà÷åíèÿõ òàêàÿ çàäà÷à èìååò âèä

min ( ) min

,

( )

;

,

�

� �

� � �

�

�

�

i

k

i

P

i

k

i

r X r

U X

� �
�

�

�� �

�

�
1

0

0

1

1 0 1 �

�
�

�

� � �

� �

� �

0 0

0
0

1 0

0 1 0 1

min ,

( , )

,

,

max

Bup cu p
H p r

p p

B p c p

B
T 0

1
1 0

0 0 0

1

p Dp

B p c pu u

H p

�

� �

�� �

,

,T � . (22)

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, îãðàíè÷åíèå íà ôóíêöèþ âûèãðûøà r X r( )� � 0 ïîä
çíàêîì ìèíèìóìà ìîæíî çàìåíèòü åãî äâîéñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì, à çàòåì
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ýêâèâàëåíòíûì åìó ñîîòíîøåíèåì ïî ñëåäóþùåé öåïî÷êå ñîîòíîøåíèé:

min ,
,B p c pu u

H p r
� �

� � � #
0

0
T � max ,

,� � � �
�� � � #

B u H u
u

u

c u r
T T� 0 0

0 $ �� � �
� � � �

u c u ru

B u H uu

: ,

,

0

0 0T T�

.

Ñäåëàåì â (22) äâå çàìåíû: âî-ïåðâûõ, êàê è ðàíåå, âíóòðåííþþ ïîäçàäà÷ó
çàìåíèì åå äâîéñòâåííîé, âî-âòîðûõ, îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ âûèãðûøà — ïî-
ñëåäíèì âûðàæåíèåì èç ïðåäñòàâëåííîé öåïî÷êè ýêâèâàëåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.
Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

min ( , , )
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o

o

c u r

H B u u

u

u

i

k

i

3

1

0

1

0 0

,

,T T
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� �

1 0 0

0 2

, ,

( , , ),

� w

uc o c w . (23)

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 5. Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè çàäà÷è (22) åå ðåøåíèåì åñòü êîì-
ïîíåíòà � ðåøåíèÿ ( , , )w u� çàäà÷è ËÏ (23).

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîñòàâèòü è äðóãèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîðòôåëÿ ïî ñîîò-
íîøåíèþ âûèãðûø–ðèñê äëÿ ðîáàñòíûõ âàðèàíòîâ ôóíêöèé âûèãðûøà è ÏÊÌÐ [3].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïî ìíåíèþ àâòîðà, â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïåðñïåêòèâåí ïîäõîä «ðî-
áàñòíîé ïî ðàñïðåäåëåíèþ îïòèìèçàöèè», ñîñòîÿùèé â îïòèìèçàöèè ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ, íàèõóäøåãî ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.

Ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ íàäåæíåå, ÷åì ïðè îïòèìèçàöèè ïî ñðåäíåìó ñ èçâåñ-
òíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, è áîëåå ãèáêèå, ÷åì ïðè ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè, ò.å.
ïðè îïòèìèçàöèè íàèõóäøåãî çíà÷åíèÿ ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó. Ó÷èòûâàÿ
â ïîñòàíîâêàõ íå òîëüêî òàêîå ìíîæåñòâî, íî è èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè íà
íåì èçó÷àåìûõ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî òî÷íåå ïîñòàâèòü çàäà÷ó.

Âûáîð ïîäîáíîãî ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð — ýòî äîïîëíèòåëüíàÿ âîç-
ìîæíîñòü ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Òàê, âûáèðàÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ìíîæåñòâå íåîïðåäåëåííîñòè èç ðîáàñòíîé îïòèìèçà-
öèè, ìîæåì ïîëó÷èòü ïîñòàíîâêó ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Íàêîíåö, êëàññ ÊÌÐ [11] ñòðîèòñÿ êàê íàèõóäøåå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî íåêî-
òîðîìó ìíîæåñòâó âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ïîýòîìó, âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ìíî-
æåñòâî, ìîæíî âûáðàòü îïðåäåëåííóþ ìåðó ðèñêà èç ýòîãî êëàññà. Çàòåì, ó÷èòû-
âàÿ â ïîäîáíîé êîíñòðóêöèè ìåðû ðèñêà íàèõóäøèå çíà÷åíèÿ ïðè âàðèàöèè èñ-
õîäíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó íåîïðåäåëåííîñòè U P ,
ìîæíî ïîñòðîèòü ðîáàñòíyþ ïî U P êîíñòðóêöèþ òàêîé ìåðû.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèòèå àïïàðàòà ÏÊÌÐ êàê ïîäêëàññà ÊÌÐ âïîëíå åñòåñ-
òâåííî â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Îäíàêî åãî ïðèìåíåíèå îãðàíè÷åíî, ïîñêîëüêó ýòîò
àïïàðàò ïðåäíàçíà÷àëñÿ äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîèñêà îïòèìàëü-
íûõ ïî ñîîòíîøåíèþ âûèãðûø–ðèñê ïîðòôåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ËÏ.
Ýòî äîñòèãàëîñü âûáîðîì â êà÷åñòâå ôóíêöèé âûèãðûøà è ìåð ðèñêà êîíñòðóê-
öèé, ïîäîáíûõ ÏÊÌÐ [3].

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ íóæíî ïðèìåíÿòü áîëåå
èçîùðåííûå ìåòîäû ñîâðåìåííîãî âûïóêëîãî àíàëèçà. Êàê è â îïèñàííîì ñëó-
÷àå, ýòî ïðåäïîëàãàåò óäà÷íîå ïðèìåíåíèå òåîðåì äâîéñòâåííîñòè äëÿ ñâåäåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷àì, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè [8].
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ÏÎË²ÅÄÐÀËÜÍ² ÊÎÃÅÐÅÍÒÍ² Ì²ÐÈ ÐÈÇÈÊÓ ² ÐÎÁÀÑÒÍÀ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ß

Àíîòàö³ÿ. Îïèñàíî âëàñòèâîñò³ àïàðàòó ïîë³åäðàëüíèõ êîãåðåíòíèõ ì³ð ðè-
çèêó, éîãî çâ’ÿçîê ç çàäà÷àìè ðîáàñòíî¿ òà ðîáàñòíî¿ çà ðîçïîä³ëîì
îïòèì³çàö³¿, à òàêîæ éîãî çàñòîñóâàííÿ â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³. Ðîçãëÿíóòî
ïðîáëåìè îá÷èñëåííÿ ðîáàñòíèõ êîíñòðóêö³é ïîë³åäðàëüíèõ êîãåðåíòíèõ
ì³ð ðèçèêó òà ¿õíüî¿ ì³í³ì³çàö³¿, ÿê³ çâåäåíî äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ë³í³éíîãî
ïðîãðàìóâàííÿ.
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Value-at-Risk, ðîáàñòíà îïòèì³çàö³ÿ, ðîáàñòíà çà ðîçïîä³ëîì îïòèì³çàö³ÿ,
ìíîæèíà íåâèçíà÷åíîñò³, ë³í³éíå ïðîãðàìóâàííÿ.

V.S. Kirilyuk
POLYHEDRAL COHERENT RISK MEASURES AND ROBUST OPTIMIZATION

Abstract. Properties of the apparatus of polyhedral coherent risk measures, its
relationship with problems of robust and distributionally robust optimization, as
well as its application under uncertainty are described. Problems of calculating
robust constructions of polyhedral coherent risk measures and their minimization,
which are reduced to the corresponding linear programming problems, are
considered.

Keywords: polyhedral coherent risk measure, Conditional Value-at-Risk, robust
optimization, distributionally robust optimization, robust risk measure
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