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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ïîñòàíîâîê çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì
óïðàâëÿåìîì âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè. Êîëåáà-
íèÿ ïðîèñõîäÿò ïîä âîçäåéñòâèåì íåñêîëüêèõ âíåøíèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë.
Â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà áàëêè îäíî-
ðîäíà. Â áîëåå ñëîæíîé ïîñòàíîâêå äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå íåîäíîðîäíîñòåé (äå-
ôåêòîâ) íà áàëêå. Öåëü óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè áàëêè ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè
çàäàííîé ôîðìû è çàäàííîé ïîòî÷å÷íîé ôàçû êîëåáàíèé â îïðåäåëåííîì ÷àñ-
òîòíîì äèàïàçîíå. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè òîãî, ñêîëüêî íåîáõîäèìî
ïðèëîæåííûõ ñèë (âêëþ÷àÿ èõ õàðàêòåðèñòèêè — ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, àìïëèòó-
äû è ôàçû êîëåáàíèé) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ æåëàåìîé ôîðìû êîëåáàíèé ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ. Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàññìàòðè-
âàåìûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê áîëåå ïðîñòûì ìíîãîýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì ìèíè-
ìèçàöèè îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðûå ÷èñëåííî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìíîãîôóíêöèîíàëüíîãî ïàêåòà AORDA PSG.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðàöèÿ, ôîðìà êîëåáàíèé, îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
âîçáóæäåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì óïðàâëÿåìîì âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé

øàðíèðíî çàêðåïëåííîé áàëêè. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïîäõîäà,

ïðåäëîæåííîãî â [1]. Ïîä îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ïîíèìàåì îáåñïå÷åíèå

òàêîãî ðåæèìà êîëåáàíèé áàëêè, ïðè êîòîðîì ôîðìà êîëåáàíèé áóäåò íàèáî-

ëåå áëèçêîé ê æåëàåìîé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ. Êîëå-

áàíèÿ ïðîèñõîäÿò ïîä âîçäåéñòâèåì íåñêîëüêèõ âíåøíèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë.

Â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà áàëêè ÿâëÿåò-

ñÿ îäíîðîäíîé. Â áîëåå ñëîæíîé ïîñòàíîâêå ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå íåîäíîðîä-

íîñòåé (äåôåêòîâ) íà áàëêå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíà ïîëíàÿ

èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðàõ äåôåêòà (åãî äëèíà, ìåñòî ëîêàëèçàöèè íà áàëêå

è èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà). Öåëü óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè áàëêè ñîñòîèò

â îáåñïå÷åíèè çàäàííîé ôîðìû è çàäàííîé ïîòî÷å÷íîé ôàçû êîëåáàíèé

â ôèêñèðîâàííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå.

1. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÁÀËÊÎÉ

Ðàññìîòðèì óïðîùåííûé âàðèàíò ìîäåëüíîé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì óïðàâëÿåìîì

âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé øàðíèðíî çàêðåïëåííîé óïðóãîé îäíîðîäíîé áàëêè ïîä

âëèÿíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè êî-

ëè÷åñòâà ñèë è èõ õàðàêòåðèñòèê (ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáà-

íèé), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò æåëàåìóþ ôîðìó êîëåáàíèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

1.1. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ñîãëàñíî ìîäåëè

Êèðõãîôà ïðîáëåìà âîçáóæäåíèÿ øàðíèðíî çàêðåïëåííîé óïðóãîé îäíîðîäíîé

áàëêè ñ èñïîëüçîâàíèåì I ñèë ñ êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè F i Ii , , ,�1 � ,

ñ ÷àñòîòîé � ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å [2, 3]:
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ãäå E , D , � — ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü Þíãà, ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå-

÷åíèÿ è ïëîòíîñòü áàëêè. Ïðè ðàññìîòðåíèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî w x t w x ei t( , ) ( )� � , ãäå w x( ) — êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïðîãèáà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:
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Îïóñêàÿ äëÿ óäîáñòâà ñèìâîë
�

, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ áåçðàçìåðíóþ êðàåâóþ

çàäà÷ó:

w k F x i I xi i
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I
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Ïðè ýòîì çíà÷åíèå k �1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé ôîðìå êîëåáàíèé. Îïðåäåëÿåì

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) â âèäå

w x F G xi i

i

I

( ) ( , )�
�
� �

1

, (3)

ãäå G x( , )� — ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (2):

G k G x xx
( ) ( ), ( , )4 4 4 0 1� � � � � � ,
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1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü çàäàíà òðåáóåìàÿ ôîðìà êîëåáàíèé

W x A x ei x( ) ( ) ( )� � (5)

ïðè íåâÿçêå R x w x W x A eR
i R( ) ( ) ( )� � � �

, ãäå w x( ) — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2)

ïðè çàäàííûõ I Fi i, , � , i I�1, ,� . Ïóñòü I ( )� — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûé
âûïóêëûé ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå L2 , êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé.

Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ñèë I è òðåáóåìîé ôîðìû êîëåáàíèé

W x( ) îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Fi i, � , i I�1, ,� , ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåò-

ñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I R( ).

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñèë I è ñîîòâåòñòâóþùèå

åìó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Fi i, � , i I�1, ,� , ïðè êîòîðûõ I R( ) � �2 , ãäå � — çà-

äàííàÿ òî÷íîñòü.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè

I f f f dx( ) � �
0

1

, (6)

òî ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà I R( ) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè îäíîâðåìåííî

íåâÿçêè àìïëèòóäû è ôàçû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w rei� � — ðåøåíèå çàäà÷è (2), 0 � � �� �D . Òîãäà

I R RR dx r A rA
D

dx( ) ( ) sin� � � 
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Èç ïîëîæèòåëüíîñòè r è A ñëåäóåò âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà I R( ) îòíîñèòåëü-

íî ( )r A� è ( )� � D .

Çàìå÷àíèå 1. Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà I R( ) áóäåì âûáèðàòü

âûðàæåíèå (6).

1.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíê-

öèîíàë I R( ) èìååò âèä

I R w dx wWdx W dx( ) | | | |� � 
� � �
2

0

1

0

1
2

0

1

2 Re . (7)

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü F u ij j j� 
 	 . Òîãäà
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âûðàæåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî
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Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë I R( ) — âûïóêëûé îòíîñèòåëüíî F j , j I�1, ,� .

Ïîñêîëüêó ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ ñâîäèòñÿ ê ìåòîäó

Ãàëåðêèíà [4, 5], òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ôóíêöèîíàëà I R( )

îòíîñèòåëüíî 	 j ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü R è G j .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

G G x K G G dx K b G Wdxj j ij i j ij i j
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j j� � � �� ��( , ), , { } ,
,

�

0

1

1
0

1

K ,

(8)
� �
b b F Fj j

I
j j

IT T{ } { }� �� �1 1
, .

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî
�

�
� �

I R

F
F b

( )
( )�

� �
2 K , (9)

ãäå
�

�

�

�
�

�

�
	 �

�

�



�

�

�
�
�

�
�
� �

I R

F

I R

u
i

I R

j j j

I
( ) ( ) ( )
�

T

	
1

.
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�
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I R

F

( )
� 0 (10)

çíà÷åíèÿ
�

F , êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò I R( ), âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

� �
F b� �

K
1 . (11)
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Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (8), ïðåäñòàâèì (7) â ñëåäóþùåì âèäå:

I R F F F b W dx( ) ( ) | |� � 
 �
� � � �

T TReK 2 2

0

1

. (12)

Óòâåðæäåíèå 3. Ìàòðèöà K — äåéñòâèòåëüíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæè-

òåëüíî-îïðåäåëåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà ìàòðèöû K ñëåäóþò èç (8). Äîêàæåì,

÷òî K — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Èç ôîðìóëû

w x t G x F ej j
i t
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�
� � �
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 	 	 ) .

Ïîñêîëüêó T � 0 è Fi — ïðîèçâîëüíûå, òî, âûáèðàÿ 	 i � 0, ïîëó÷àåì

i j

I

ij i jK u u

, �
� �

1

0 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ui .

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (10), òî âûðàæåíèå (12) ïðèíèìàåò âèä

I R b b W dx( ) | |� � 
�
�

� �
T

K
1 2

0

1

. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
� �

F b� �
K

1 (ñì. (11)). Òîãäà

I R b b b b W dx( ) ( ) ( ) (( ) ) | |� � 
� � �
�K KK K

1 1 1 2

0

1

2
� � � �

T TRe .

Ïîñêîëüêó K è K
�1 — äåéñòâèòåëüíûå è ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, òî

I R b b W dx( ) | |� � 
�
�

� �
T

K
1 2

0

1

.

Óòâåðæäåíèå 5. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

�

�
�

�

�

 


�

�

 �

�
�

I R K
u u

K
u

j

ij

ji j

i j i j
jj

j
j j

( )
( ) ( )

� �
	 	

�
	2 2 2

�
�

�

�

�
�
�

�

�
	
	


�

�

�

�
�
�

�

�
	
	

�

�

�
�

�

�

	
	

2 u
b b

j
j

j
j

j

j

Re Im
�

	
�

. (14)

148 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6



Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëó (14) ëåãêî ïîëó÷èòü èç (12), åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

�

�
�

Kki

j�
0 äëÿ ëþáûõ k i j, � è

�

�
�

�

�

K Kij

j

ji

j� �
ïðè i j� .

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (10), òî

�

�
� �

�

�
�

�

�



�

�
� � � �I R b
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b

b
j j j j

( )

� � � �

�
� �

�
�T

T T
K K K

K
K

1 1 1 1
�
b . (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëó (15) ëåãêî ïîëó÷èòü èç (13), åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî

�

�
� �

�

�

�
� �K

K
K

K

1
1 1

� �j j

.

1.4. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî ëåãêî ïî-

ëó÷èòü, åñëè ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå

G x G x G x( , ) ( , ) ( , )� � �� 
1 2 ,

ãäå G x ii ( , ), ,� �1 2, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
d G x

dx
k G xi

i

4

4

4 4 0
( , )

( , )
�

� �� � ,

è ïðè ýòîì G x1 ( , )� èìååò â òî÷êå x � � íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ïîðÿä-

êà 0, 1, 2, 3; G x2 ( , )� èìååò â òî÷êå x � � íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ïî-

ðÿäêà 0, 1, 2, à
d G x

dx
x

3
2

3
1

( , )�

�

�

�
�
�

 

!
"
"

�

�

. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ G xi ( , )� óäîâëåòâîðÿåò

îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4). Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

G x
g x x

g x x
( , )

( , ), ,

( , ), ,
�

� �
� �

� �
�

�
�
�

(16)

ãäå

g x
k x k k k x k k

( , )
sin sin ( ) ( ) sin

�
� � � � � � �

�
� � � � � � �1 1sh sh sh �

� � �2 3 3k k ksin �sh
. (17)

2. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÁÀËÊÎÉ Ñ ÄÅÔÅÊÒÎÌ

Ïîä äåôåêòîì áóäåì ïîíèìàòü íàðóøåíèå îäíîðîäíîñòè (ãåîìåòðè÷åñêîå èëè

ôèçè÷åñêîå) áàëêè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà E E x� ( ), I � const . Îäíàêî àíà-

ëîãè÷íî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E � const , I I x� ( ).

2.1. Âûâîä óðàâíåíèé. Ïðåäïîæèì, ÷òî:

1) áàëêà âîçáóæäàåòñÿ îäíîé ñèëîé èíòåíñèâíîñòè F , êîòîðàÿ ïðèëîæåíà

â òî÷êå �;

2) äåôåêò äëèíîé 2� , êîòîðûé ëîêàëèçîâàí â òî÷êå � �� , õàðàêòåðèçóåòñÿ èç-

ìåíåíèåì ìîäóëÿ Þíãà #E .

Óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dx
E x I

d w

dx
w F x

2

2

2

2

2( ) ( )
�

�

�
�

�

�

	
	
� � �� � � � , (18)

ãäå

E x E Ef x( ) ( ( ))� �0 1 # , (19)

f x H x H x( ) ( ( )) ( ( ))� � � � � 
� �� � . (20)

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 6 149



Òàêèì îáðàçîì, èìååì

IE x
d w

dx
w F x I

d E

dx

d w

dx
I

dE

dx

d w

dx
( ) ( )

4

4

2
2

2

2

2

3

2� � � � �� � � �
3

,

(21)
dE

dx

d w

dx
E E f w

d E

dx

d w

dx
E E f w

3

3 0

2

2

2

2 0

� � �

� �

�

�

#

#

' ' '

' ' ' ' .

,�
�

�

�
�

Ïðè ýòîì

f x x
x

k

k

k

k' � � � � � 
 �
�

�
�

$

�� � � �
� �

( ( )) ( ( ))
( )

!

( )

� � �

0

�
�

� �
�


�

$ 


�

� � � �( ) ( )( )

!
( )

( )

( )!

k
k k

k

k
kx

k

x

k
1 2

2 10

2 1
2 1

� �

k�

$

�
0

. (22)

Çàìå÷àíèå 2. Ðÿäû â (22) ñëàáî ñõîäÿòñÿ. Àíàëîãè÷íî (22) ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

f
x

k

k

k

k'' �
�







�

$

�2

2 1

2 2

0

2 1� �( ) ( )

( )!
� . (23)

Ïðîâåäÿ î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (23) è ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå

áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì

( ( )) ( , ) ( , ) ( )( )1 4 4 4� � � � 
#E f x w x k w x F xx � � � � �



�









�

$

�2

2 1
4

2 1

0

2 1 3# #E w x
x

k
Ewx

k

k

k
x' ' ( , )

( )

( )!

( )
(�

� �
�

)
( )

( , )
( )

( )!
x

x

k

k

k

k�
� �2 2

0

2 1

2 1




�

$

�



� � ,

ãäå x, �, �, F — áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû.

Áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäå w w w� 
0
� , ãäå � ( )w o w� 0 ïðè #E ~ 0.

Ïîëó÷èì

w x k w x F x

w x k w

x

x

0
4 4 4

0

4 4 4

( )

( )

( , ) ( , ) ( ),

� ( , ) �

� � � � �

� �

� � �

� ( , ) ( � ) ( � )
( )

(

( ) ( )
( )

x E f w w w w
x

k
x x

k

�
� �

� 
 
 

�






# 0

4
0

2
2 1

2
2 1)!

( � )
( )

( )!

( )
( )

k

k

x

k

w w
x

k

�

$






�
�
�
�

��




 

�




0

2 1

0
3

2 2

4
2 1

�

� �
�

2 1

0

k

k




�

$

�
�
�
�

��

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

.

(24)

Áóäåì îòûñêèâàòü �w â âèäå

�w w w� 
 
� �1 1 2 2 � , (25)

ãäå � �i io
 �1 ( ) ïðè #E ~ 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

�( ) ,�

�

�

� % & �
�




�f f dx� �

�

�

, �( )
( )

( )!

( )

� ��
�


�

$

�2

2 1

2

0

2 1� �k

k

kx

k
. (26)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

� � � �1 1
4 4 4

1 2 2
4 4 4

2

2 1

2
2

( ) ( )
(

( ) ( )
w k w w k w E

k
x x

k

� 
 � 
 �





�

�
#

1
0

0
4 2

)!
( ( )

( ) ( )

k
x

kw x

�

$

� � 
� �


 � 
 � 

 




2 20
3 2 1

0
2 2 2

2 1

w x w x Ex
k

x
k

k
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ))

(
� � � � #

�

2 10 kk 

'

�

$

�
)!

' 
 
 � 
 
 
(( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (� � � � � � �1 1 2 2
4 2

1 1 2 2
32w w x w wx

k
x� �

2 1k x
 � 
) ( )�


 
 
 �
( ) ( ))( ) ( )� � � �1 1 2 2
2 2 2w w xx

k
� , (27)

� i

i E

i
�

�

�2

2 1

2 1
� #

( )!
, i �1 2, ,� ,

w k w F x

w k w w

x

i x i x
i

0
4 4 4

0
4 4 4

0
4 2 2

( )

( ) ( ) ( )

( ),

(

� � �

� � �

� � �

� � x w x

w x i

x
i

x
i

� 
 � 



 � �

�� � �

� �

) ( )

( ), , ,

( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

0
3 2 1

0
2 2

�

�

�
��

�
�
�

(28)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (28) äëÿ wi ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåííóþ ôóíêöèþ:

( � ��d

dx
x wi

x

2

2

2 2
0

2
( ( ) )( ) ( )
� � .

Î÷åâèäíî, ÷òî ) � * ([ ])a, b èìååì

d

dx
x w x x wi

x
i

x

2

2

2 2
0

2 2 2
0

2
( ( ) ), ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
� � � � �� �� � % � , ( )� 2 & �

� % � & � ��
�

�
� � � � �( ) ( ) ( ) (

( ), ( ), (2 2
0

2 2
2 2

2 2 0
i

x

i

i xx w x
d

dx
w

2 2) ( ) )� �

� �
�

�
�

�
�

�
d

dx
w x x C

i

i x

x

i
s

s

i( )
( ) ( )( ( , ) ( ))

2 2

2 2 0
2 2

2 2
0

2

� �

�

2 2

2 0

2

2
�

�

�






�

�
�
�

��

�
�
�

��

d

dx
w x

d

dx
x

i s

i s

s

s

x

( , ) ( )� �

�

.

Ïîýòîìó

( � ��
�

� �

�
�


�C
d

dx
w x x

i
s

s

i i s

i s
x

s
2 2

0

2 2 2

2 0
2( , ) ( )( )� � �

�

. (29)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ áàëêè ñ äåôåêòîì îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèÿ-

ìè êðàåâûõ çàäà÷:

G x G x G x( , ) ( , ) ( , ) ,� � � �� 
 
0 1 1 �

G k G x

G G

G

x0
4 4 4

0

0 0

0
2

0 1 0

0

( )

( )

( ),

( , ) ( , ) ,

( , )

� � �
� �

�

� � �

� �

� G
0

2 1 0( ) ( , ) ;� �

�

�
�

�
�

(30)

�

�

�
�

�

�
�

� � �
�

� �

��G k G C
d

dx
G xi x i i

s

s

i i s

i s

( )
(

4 4 4
2 2

0

2 2 2

2 0� , ) ( ),

( , ) ( , ) ,

( , )

( )

( )

� � �

� �

�

�x

s

i i

i x i

x

G G

G G

�


 �

� �

�

2

2

0 1 0

0 x i
( )

( , ) , , ,
2

1 0 1 2� � � �
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Çàìåòèì, ÷òî G x0 ( , )� — ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ îäíîðîäíîé áàëêè (16), (17), òðåòüÿ

ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x � � èìååò ñêà÷îê (ðàâíûé åäèíèöå). Ñîîò-

âåòñòâåííî G x1 ( , , )� � áóäåò èìåòü ñêà÷îê ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x � �.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ (30) ïðåäñòàâëÿåò ôîðìàëüíûé ñëàáî

ñõîäÿùèéñÿ ðÿä îáîáùåííûõ ôóíêöèé è â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòîò ðÿä íå ÿâëÿåòñÿ

ôèçè÷åñêèì. Öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ïðèáëèæåíèå
~

( , ) ( , )G x G x� �� 
0


 
 
� � � � � �1 1G x G xk k( , , ) ( , , )� êàê àñèìïòîòè÷åñêîå. Â äàëüíåéøåì áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî

G x G x G x( , ) ( , ) ( , , )� � � � �� 
0 1 1 , (31)

ãäå G0 îïðåäåëåíî â (16), (17), �1 2� �#E , à G1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G k G G xx x1
4 4 4

1 0
2( ) ( )

( ) ( )� � �� � � � �, '' ,

G G

G Gx x

1 1

1
2

1
2

0 1 0

0 1

( , , ) ( , , ) ,

( , , ) ( , , )
( ) ( )

� � � �

� � � �

� �

� � 0.

�
�
�

(32)

Çàìåòèì, ÷òî
d

dx

G
k

G
x

4

4

2
0

2

4 4
2

0

2

�

�

�

�

�
�

�

�

	
	
�

�

�
� �

�
�

�
� �'' ( ) .

Ñëåäîâàòåëüíî,

G
G

x

G x
1

2
0

2

2
0

2
�

�

�

�

�

( , ) ( , )� � �

�
. (33)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, íàïðèìåð

G
G

x

G
1

2
0

2

2
0

2
0

0
0( , , )

( , ) ( , )
� �

� � �

�
�

�

�

�

�
� ,

�

�
�

�

�

�

� �
�

2
1

2

2
0

2

4
0

2 2

0 0
0

G

x

G

x

G

x

( , , ) ( , ) ( , )� � � � �

�
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî G x G x0 01 1( , ) ( , )� � �� � , ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òî÷êå
x �1 òàêæå âûïîëíåíû.

2.2. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëà äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü G x( , , )� � �

� 
G x G x0 1 1( , ) ( , , )� � � � , ãäå G0 îïðåäåëåíî â (16), (17), à G1 îïðåäåëåíî â (33).

Ïî àíàëîãèè ñ (8) ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ K � �{ }Kij i j
I
, 1

:

K G x G x dx G x G x Gij i j i j� 
 
� 0

0

1

0 1 0 1 0( , ) ( , ) ( ( , ) ( , , )� � � � � � ( , ) ( , ))x G x dxj i� �1

0

1

� 



 � 
 
�� � � � �
1
2

1 1

0

1
0

1
1

1
2 2( ( , ) ( , ))G x G x dx K K Ki j ij ij ij . (34)

Çàìå÷àíèå 3. Â (34) íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü ÷ëåíîì ïîðÿäêà �
1
2 , ïîñêîëüêó

â ýòîì ñëó÷àå òåðÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû K .
Óòâåðæäåíèå 7. Ìàòðèöà K — äåéñòâèòåëüíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæè-

òåëüíî-îïðåäåëåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 3 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçàöèè ïîäëåæèò ôóíêöèîíàë (12), ãäå êîìïîíåíòû

ìàòðèöû K îïðåäåëåíû â (34), è
�
b íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�
b b b G x w x dx G x wj j

I
j j j

T { }� � 
� � �1 0

0

1

1

0

1

1, ( , ) ( ) ( , , )� � � � ( ) .x dx b bj j� 
0
1

1� (35)
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Ïîñêîëüêó I R( ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ôóíêöèîíàëîì, òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ñîâïàäàåò ñ (10), (11).

Ïðåäñòàâèì ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû:

K G x G x dxij i j
0

0

0

1

0� � ( , ) ( , )� � , b G x w x dxj j
0

0

0

1

� � ( , ) ( )� ,

K
G

x
G x

G x
dxij

j
i

1
2

0

2 0

2
0

2
0
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�
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�
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�
�

2
0

2 0

2
0

2
0

1
G

x
G x

G x
dxi

j
( , )

( , )
( , )� �

�
�

�
, (36)

K
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x

G

x

G x
ij

j j2
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2
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2

2
0

2
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

	( , ) ( , ) ( , )� � � � �

� 	�
2

0

1

dx ,

b
G

x

G x
w x dxj

j1
2

0

2

2
0

2

2

0

1

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

	
	�

( , ) ( , )
( )

� � �

�
.

Ãðàäèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (36).

2.3. Ìíîæåñòâåííûå äåôåêòû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â áàëêå ïðèñóò-
ñòâóþò K äåôåêòîâ, k-é äåôåêò ðàñïîëîæåí â òî÷êå �

k
è õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷å-

íèåì �1 2( )k k kE� � # . Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è ôîðìóëû (10)–(12) íå èçìåíÿ-
þòñÿ. Ïðè ýòîì

K K� �
� �
� �( ) ( ),k

k

K

k

K

kb b
� �

1 1

,

K K K K( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k
� 
 
0

1
1

1
2 2� � , (37)

� � �
b b bk k k k( ) ( ) ( ) ( )

� 
0
1

1� .

3. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂÛÏÓÊËÎÑÒÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ

3.1. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àé äëÿ îäíîðîäíîé áàëêè. Ïóñòü w F G xi i

i

I

�
�
� ( , )�

1

è çíà-

÷åíèÿ Fi , � i îïðåäåëåíû äëÿ i I� �1 1, ,� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Im w � 0. Òîãäà

I R F F G x f x dxI I I I( )( , ) ( ( , ) ( ))� �� ��
2

0

1

, ãäå f x w x F G xi i

i

I

( ) ( ) ( , )� �
�

�

� �
1

1

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà

I R F FG x f x dx( )( , ) ( ( , ) ( ))� �� ��
2

0

1

(38)

äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîêî-

îðäèíàòíîãî ñïóñêà.

Óòâåðæäåíèå 8. Èìååì

max min ( ) ( )
� F

I R f x dx� �
2

0

1

,

ãäå îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

F

f x G x dx

�

�

�

�
�

�
� �

0

0

0

1

,

( ) ( ) .
(39)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

1

2

2

0

1
2

0

1
�

�
� �� �

I

F
F G dx f G dx ,

1

2
0

2

2

2

0

1
�

�
� ��

I

F
G dx ,

òî âñå ìèíèìóìû ïî F äëÿ I R( ) äîñòèãàþòñÿ ïðè çíà÷åíèè

F f Gdx G dx�
�

�

�
�

�

�

	
	

�

�

�
�

�

�

	
	� �

0

1
2

0

1

/ . (40)

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå � �I / �. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî F F� ( )� è ýòà âåëè÷èíà

îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (40):

1

2

2

0

1

0

1

0

1
0

1

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

�� �
�

I
F G

G
dx F f

G
dx f Gdx

f Gdx G
G

� � �

� �
dx G dx

G
fdx

G dx

0

1
2

0

1

0

1

2

0

1
2

� � �

�

�
�

�

�
�
�

��

�
�
�

��

�

�

�
�

�

�

	
	

. (41)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî � � �I / � 0 ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

fG dx

f Gdx G
G

dx G dx
G

fdx

0

1

0

1
2

0

1

0

1

0

1

0

0

�

� ���

�

�

�
�

�

�
�

�

�

,

.
� �

�
�
�
�
�

(42)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

1

2

2

2
0 0

1
2

0

1

0

1

�

� �
� �

�

�

�

�

�
�

�

�

	
	

�

�

�
�

�

�
� �

I G
f dx G dx

fGdx� �
/

�

	
	

�

�

�
��

�

�

	
		

�

2

0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè (40) óñëîâèå fGdx F

0

1

0 0� � �( ) ãàðàíòèðóåò,

÷òî I R( ) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå �.

Óòâåðæäåíèå 9. Óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 8 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè f x( ) ïðè � � { }0 1, .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (16) ñëåäóåò

f Gdx g x f x dx g x f x dx� 
� ��
0

1 1

0

( , ) ( ) ( , ) ( )� �

�

�

.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè g x( , )� ïî � âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

0 0

0

�

�

��
�

�g x f x dx( , ) ( ) .

Ïðè ýòîì g x( , )0 0� . Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 10. Ôóíêöèîíàë I R( ) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ìèíèìóì.

Âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû äëÿ I R( ) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè íåîáõîäèìûìè

óñëîâèÿìè:
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F f Gdx G dx

F

f Gdx G
G

dx

�
�

�

�
�

�

�

	
	

�

�

�
�

�

�

	
	

�

�

�
�

� �
0

1
2

0

1

0

/ ,

,

�
G dx

G
fdx2

0

1

0

1

0

1

0

1

0
�

�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
� ���� �

,

(43)

è çíà÷åíèÿ ��, ñîîòâåòñòâóþùèå èì, ðàñïîëàãàþòñÿ ìåæäó òî÷êàìè �+ , êîòîðûå

îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

f x G x dx( ( , )) �+ �� 0

0

1

, (44)

ïðè÷åì � ( , )�  0 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 9 ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèÿ (40) ñóùåñòâóþò ñåäëîâûå òî÷êè (ìèíèìóìû ïî F è ìàêñèìóìû ïî �). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèîíàëà I R( ) ïî �,

ñîãëàñíî òåîðåìå Ðîëëÿ ( I R f dx

F

( )
,��

�

� �0 1
0

2

0

1

) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí

ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ïî F è ïî �) ïðè � ( , )0 1 .

Åñëè (44) âûïîëíåíî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ [0, 1], òî íà êàæäîì òàêîì îòðåç-

êå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå 10.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (43) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà I R( )

ïî � ïðè âûïîëíåíèè (40).

3.2. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Çàïèøåì ôóíê-

öèþ Ãðèíà, èñïîëüçóÿ îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ:

G k G x x( ) ( ), ( , )4 4 4 0 1� � � � � � ,

G G

G G

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,( ) ( )

0 1 0

0 1 02 2

� �

� �

� �

� �

�
�
�

ãäå G x A nxn

n

( , ) sin� ��
�

$

�
1

.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîé An :

A n k nx xn

n�

$

� � � �
1

4 4 4� � � �( )sin ( ) (45)

èëè

1

2 1

4 4 4A n k sn

n

sn

�

$

� � �� � � �( ) sin .

Òàêèì îáðàçîì, A
s

s k
s �

�

2

4 4 4

sin

( )

� �

�
,

G x
n

n k
nx p n

n

n

n

( , )
sin

sin sin si�
�

� �
� � ��

�
� , �

�

$

�

$

� �2

4 4 4
1 1

n �nx , (46)

ãäå p
n k

n ,
�

def 2

4 4 4� ( )
.
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Ïóñòü

f f nxn

n

�
�

$

�
1

sin � . (47)

Òîãäà óñëîâèå (39) ïðèíèìàåò âèä

p f n nx rxdxn r

r n,

sin sin sin

�

$

� � � �
1 0

1

0� � � �

èëè

F
f

n k
n

F

n

n

( ) sin ,

( ) .

� � �

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�

$

�
4 4

1

0

(48)

Èç (48) ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóìû ôóíêöèîíàëà I R( ) ñëåäóåò îòûñêèâàòü ìåæäó

òî÷êàìè �+ : F ( )�+ � 0.

Ïóñòü f n ns� � (ò.å. f x sx( ) sin� � ). Òîãäà F
s k

s( ) sin� � ��
�

1

4 4
è �h n s+ � / ,

s S� 0, ,� . Â ýòîì ñëó÷àå I R( ) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå S ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

Ïðîâåðèì óñëîâèå (43):

f Gdx f p n

G dx p p n

n n

n

n r

n r

�

�

� �

�

�

$

�

$
0

1

1

2

1

1

2

1

2

sin ,

sin

,

� �

� � � � �

� �

�

$

�

$

��

�

sin sin

cos

� �� � �r p n

p p

hr n

n

n

n

n

1

2

1

4

2 2

10

1

2

1

2 2

1

2

1

8
2 2

1

2 2

� �

� �
�

n

G
G

dx G dx p h

n

n

�

$

�
�
�
�

��

�
�
�

��

�

�
�

�

�
�

,

sin � �

� �

�
� �

n

G
fdx fGdx f p h n

n

n n

n

,

cos

�

$

�

$

���

��

�
�

�

�
�

10

1

0

1

10
2

1

0

1

��

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
� .

(49)

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà èìååò âèä

M f p n np n p p nn n

h

n h
h

n( ) sin sin cos� � � � � �� � �
�

$

�

$

� �
1

2 2

1

22 2 �

� �

�

nn

n n

n

n

nf p n

M

p

�

$

�

$

�

$

��

�

�
�
�

��

�
�
�

��
'

'

�

11

1

0

cos ,

(� ) ,

2

1

2

1

2 0� �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

$

�

$

� �
n

n

n

p ncos � .� �

(50)

Åñëè f n ns� � , òî

M p s np n sp s ps

n

n s

n

n( ) sin sin cos (� � � � � � �� � �
�

$

�

$

� �
1

2

1

22 1 cos )2� �n . (51)

Åñëè � ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè M ( )� , òî è 1� � ÿâëÿåòñÿ íóëåì M ( )� . Äåé-

ñòâèòåëüíî,
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M p s np n sp ss
s

n s
s

n

( ) sin ( ) sin ( ) cos1 1 2 12

1

� � � � �
�

$

� � � � � � �� � � �
�

$

p nn

n

2

1

1 2( cos )� �

� �( ) ( )1 s M � . (52)

Åñëè s r� �2 1, òî M
1

2
0

�

�
�

�

�
	 � .

Äåéñòâèòåëüíî,

M p sp r ps s

n

n
n1

2
0

1

2
1 1

1

2�

�
�

�

�
	 � � � �

�

�
�

�

�
	 � � �

�

$

�cos ( ( ) )� 0. (53)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî � �1 2/ ïðè ôèêñèðîâàííîì s íå äëÿ âñåõ ÷àñòîò (k) áóäåò îïðå-

äåëÿòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I R( ). Äåéñòâèòåëüíî, çíàê äëÿ ( ( ) / )
/

� �
�

2 2

1 2
I R �

�

îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ôóíêöèè S s k p k n s sn

n

n( , ) ( ) (( ) ( ) )� � � 

�

$

� 2

1

21 2 . Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ s r� 
2 1, k ( , )0 2 âûïîëíåíî S s k( , ) � 0. Äëÿ çíà÷åíèé

k r r 
( , ),1 r � 2, ôóíêöèÿ S s k( , ) èçìåíÿåò çíàê.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

I R
p s

p n

s

n

n

( )
sin

( cos )

� �

�
�

$

�

1

2
1 2

2 2

2

1

��

� �

, (54)

I R
p

p

s r

s

n
n

n

( )

( ( ) )

, /� 
 �

�

$
� �

� �

�

�
2 1 1 2

2

2

1

1

2
1 1

�

� �

� � 
 � 


1

2

32

2
3

2
3

7

4 4 2 2

k

k s
k

k k h
k

k�
�

� �
�

�( ) ( sin ) ( ssec sec in )

,

hk�
�

�
�

�

�
	

(55)

ãäå s r� 
2 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî

I R
s r k s

( )
, / ,� 
 � �

�
2 1 1 2

0
�

, (56)

ò.å. ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì. Â òî æå âðåìÿ ïðè

s r� 
 �2 1
1

2
, � , k n� 
2 1, n r�

I R( ) �
1

2
,

ò.å. äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì.

Ïóñòü ïðèëîæåíà ñèëà F� â òî÷êå � è ñèëà F1�� â òî÷êå1� �. Â ýòîì ñëó÷àå

w F G x F G x� 
 ��� �� �( , ) ( , )1 1 .

Èç (46) ñëåäóåò, ÷òî

G x p n n xn
n

n

( , ) ( ) sin sin1 1 1

1

� � � �


�

$

�� �� � . (57)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

G x
G x G x

p n nn1 2 1
1

2
2 1 2 1( , )

( , ) ( , )
sin( ) sin(�

� �
���


 �
� � � �� ) ,

( , )
( , ) ( , )

sin sin

�

�
� �

��

x

G x
G x G x

p n n

n

n

�

$

�

�
� �

� �

1

2 2
1

2
2 2 �

� �

� �

x

F F F

F F F

n�

$

�

�

�
� 

� �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

1

1 1

2 1

,

,

.

(58)

Òîãäà

I R F G F G w dx( ) ( )� 
 ��
0

1

1 1 2 2
2 . (59)

Óñëîâèÿ � � � �I F ii/ , ,0 1 2, ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

�

�

�
�

�

�
�

�

� � �� �

� ,

� } , } , { �

K

K

� �

� �
F b

a F F b bij i
r

i i
r

i{ { }T T
1 1 i

r

ij i j i ia G G dx b wG dx

�

� �� �

1

0

1

0

1

,

, .

(60)

Ïðè ýòîì ëåãêî óâèäåòü, ÷òî a a G G dx12 21 1

0

1

2 0� � �� . Ñëåäîâàòåëüíî,

F wG dx G dx ii i i�
�

�

�
�

�

�

	
	

�

�

�
�

�

�

	
	

�� �
0

1
2

0

1

1 2/ , , . (61)

Åñëè w w h xh

h

�
�
�

1

sin � , òî

F

w p n

p n

n n

n

n
n

1

2 1 2 1

1

2 1
2 2

1

2 1

2 1

�

�

�

� �
�

$

�
�

� sin( )

sin ( )

��

��
$

�
�

$

�

$

�

�

�
�

�

�

�
�
�
�

,

sin

sin

.F

w p n

p n

n n

n

n
n

2

2 2 1

1

2
2 2

1

2

2

��

��

�

�

�
�
�
�
�

(62)

Åñëè wh hs� � , òî äëÿ s k k N� � 2 1, , ïîëó÷èì w n2 0� è, ñëåäîâàòåëüíî,

F F F2 10� � �( )� � .

Â ñëó÷àå wh hs� � è s k k N� 2 , , èìååì w n2 1 0� � è F F F1 10� � �( )� � . Ïðè

ýòîì èññëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå.

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÌÎÄÅËÅÉ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÊÎËÅÁÀÍÈßÌÈ ØÀÐÍÈÐÍÎ ÇÀÊÐÅÏËÅÍÍÎÉ ÁÀËÊÈ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè çàäàííîé ôîðìû êîëå-

áàíèé îò êîëè÷åñòâà ñèë è èõ õàðàêòåðèñòèê (ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, àìïëèòóäû è

ôàçû êîëåáàíèé) áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ìíîãîôóíêöèîíàëüíîãî ïàêåòà PSG (Matlab Interface), ïðåäîñòàâëåííî-

ãî American Optimal Decision, USA [6]. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëîñü äâà ñëó÷àÿ:

êîëåáàíèå îäíîðîäíîé áàëêè è êîëåáàíèå áàëêè ñ äåôåêòîì.
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4.1. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé áàëêè. Ïðåäñòà-

âèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿ-

ìè îäíîðîäíîé áàëêè ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå ïðèëîæåííûõ ñèë è ðàçíîé ÷àñòîòå

(âîëíîâîãî ÷èñëà k). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðèâå-

äåííûé â ðàçä. 1, è ìíîãîôóíêöèîíàëüíûé ïàêåò PSG (Matlab Interface).

Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçîâàëîñü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíå-

íèå ðåøåíèÿ îò çàäàííîé ôîðìû êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäàí-

íîìó âîëíîâîìó ÷èñëó k. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå

êîëåáàíèé óâåëè÷åíèå ÷èñëà ïðèëîæåííûõ ñèë ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îøèáêè

àïïðîêñèìàöèè. Áîëåå òîãî, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïðèëîæåííûõ ñèë

îøèáêà àïïðîêñèìàöèè âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà k . Íàïðèìåð,

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ïðèëîæåííûõ ñèë îøèáêà àïïðîêñèìàöèè,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ k � 1.8, ìåíüøå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé

á�ëüøèì çíà÷åíèÿì âîëíîâîãî ÷èñëà k.

Äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë k � 1.8, k � 4.6 ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå ñèë áûëè îïðåäå-

ëåíû èõ îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, äåéñòâèòåëüíûå

è ìíèìûå ÷àñòè àìïëèòóä), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íàèëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ

çàäàííûõ ôîðìû è ôàçû êîëåáàíèé îäíîðîäíîé áàëêè.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèë, ñîîòâåòñòâóþùèå âîë-

íîâîìó ÷èñëó k � 1.8. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ñèë èç ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî äèàïàçîíà îïòèìàëüíûå àìïëèòóäû ðåãóëÿðíî ðàñïðåäåëåíû.

Åñëè êîëè÷åñòâî ïðèëîæåííûõ ñèë íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ, òî âåëè÷èíû àìïëè-

òóä ñîèçìåðèìû ìåæäó ñîáîé. Ïðè êîëè÷åñòâå ñèë, íà÷èíàÿ îò ïÿòè è áîëåå, âå-

ëè÷èíû äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè àìïëèòóä ñèë, ïðèëîæåííûõ ïî êðàÿì áàëêè, íà-

ìíîãî ïðåâûøàþò ñèëû, ïðèëîæåííûå ê åå âíóòðåííèì òî÷êàì. Çíàêè ìíèìûõ

÷àñòåé àìïëèòóä (if) ÷åðåäóþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë ê

ñëåäóþùåé. Ïðè ýòîì ïðåâàëèðóþùèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ìíèìûõ ÷àñòåé àìïëè-

òóä ñîîòâåòñòâóþò êðàéíèì òî÷êàì ïðèëîæåíèÿ ñèë íà áàëêå.

Íà ðèñ. 3 ãðàôè÷åñêè ïîêàçàíû îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèë, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âîëíîâîìó ÷èñëó k � 4.6. Îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèëîæåííûõ

ê áàëêå ñèë ïðè k � 4.6 ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, êîòîðûå ïîêàçàíû íà

ðèñ. 2 è ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ k � 1.8. Ýòè ãðàôèêè èìåþò î÷åðòàíèÿ è ôîðìû

ñèíóñîèä: ãðàôèê ìíèìîé ÷àñòè àìïëèòóä àññîöèèðóåòñÿ ñ ïîëíîïåðèîäíîé ñè-

íóñîèäîé, à ãðàôèê äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè — ñ ïîëóïåðèîäíîé ñèíóñîèäîé.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ (îøèáêè àïïðîêñèìàöèè) îò ïðèëîæåííûõ
ñèë è ÷àñòîòû (âîëíîâîãî ÷èñëà k )
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Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèëîæåííûõ ñèë (ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, äåéñòâèòåëüíàÿ (rf)
è ìíèìàÿ (if) ÷àñòè àìïëèòóä) ïðè k � 1.8: äëÿ äâóõ ñèë (a), òðåõ ñèë (á), ÷åòûðåõ ñèë (â), ïÿòè ñèë (ã),
øåñòè ñèë (ä), ñåìè ñèë (å)
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Ðèñ. 3. Îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèëîæåííûõ ñèë (ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, äåéñòâèòåëüíàÿ (rf) è
ìíèìàÿ (if) ÷àñòè àìïëèòóä) ïðè k � 4.6: äëÿ ïÿòè ñèë (a), øåñòè ñèë (á), ñåìè ñèë (â), âîñüìè ñèë (ã),
äåâÿòè ñèë (ä); äåñÿòè ñèë (å)
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4.2. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèÿ áàëêè ñ äåôåêòîì. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé êîëåáàíèÿ áàëêè ñ îäíèì äåôåêòîì, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè
ïàðàìåòðàìè: ìåñòîïîëîæåíèåì íà áàëêå â òî÷êå �, ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçìåðîì

2� (0, 0.1) è îòíîñèòåëüíûì èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà #E. Äåôåêò ìî-
æåò áûòü íà ëþáîì ó÷àñòêå áàëêè â òî÷êå � ( , )0 1 . Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå çíà-
÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà #E ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà (� 0.5, 0.5).
Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå #E ñîîòâåòñòâóåò óêðåïëåíèþ, à ïîëîæèòåëüíîå —
îñëàáëåíèþ ñå÷åíèÿ. Çíà÷åíèå #E � 0 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå äåôåêòà. Â êà÷åñòâå õà-
ðàêòåðèñòèêè äåôåêòà â ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð Delta E� �2 � # .

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èçâåñòíà âñÿ èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðàõ äåôåêòà, áûëà
ðåøåíà ñåðèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè áàëêè c îäíèì äåôåêòîì
äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî ÷èñëà 1.8 è ÷åòûðåõ ïðèëîæåííûõ ñèë ïðè
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû äåôåêòà Delta è åãî ðàñïîëîæåíèÿ íà áàëêå â òî÷êå �.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðèâåäåííûé â ðàçä. 2.1 è 2.2,
è ìíîãîôóíêöèîíàëüíûé ïàêåò PSG (Matlab Interface), ïðåäîñòàâëåííûé American
Optimal Decision, USA [6]. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ïàðû çíà÷åíèé

Delta è � áûëè ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèë è ñîîòâåòñòâóþùåå èì
îïòèìàëüíîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ (îøèáêè àï-
ïðîêñèìàöèè). Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû ïîä îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè áóäåì ïî-
íèìàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 4, 5. Êàæäàÿ êðèâàÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 4, îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü îøèáêè
àïïðîêñèìàöèè îò âåëè÷èíû äåôåêòà Delta â ñëó÷àå, êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî ðàâ-
íî 1.8, êîëè÷åñòâî ñèë ðàâíî ÷åòûðåì è åäèíñòâåííûé äåôåêò íà áàëêå ðàñïîëîæåí
â òî÷êå �. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå êðèâûå óáûâàþò íà èíòåðâàëå

� 0.05� �Delta 0 è âîçðàñòàþò íà èíòåðâàëå 0� �Delta 0.05. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
îøèáêè àïïðîêñèìàöèè äëÿ âñåõ êðèâûõ, ðàâíîå 1.0E�5, äîñòèãàåòñÿ, êîãäà äåôåêòû
íà áàëêå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò (| |Delta � 5.0Å�6).

Ïîâåäåíèå êðèâîé, êîãäà äåôåêò ðàñïîëîæåí â öåíòðå áàëêè (� � 0.5), ñóùåñò-
âåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ îñòàëüíûõ êðèâûõ. Â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëüøåå çíà÷å-
íèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ïðè Delta � � 0.05 ÿâëÿåòñÿ ìåíüøèì, ÷åì ïðè çíà÷å-
íèè Delta � 0.05. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îøèáêè àïïðîêñèìà-
öèè äîñòèãàåòñÿ ïðè Delta � � 0.05, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 5.2E�4,
äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà äåôåêò ðàñïîëîæåí â òî÷êå � � 0.2 èëè â òî÷êå � � 0.8.

Ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ïðè ôèêñèðîâàí-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ Delta è � ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó öåëåâîé ôóíêöèè,

òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî ðàâíî 1.8, êîëè÷åñòâî ñèë ðàâíî ÷åòûðåì, âå-

ëè÷èíà äåôåêòà Delta � � 0.05 è ïðè ýòîì äåôåêò ðàñïîëîæåí â òî÷êå � � 0.2 èëè
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü îøèáêè àïïðîêñèìàöèè îò Delta ïðè ðàñïîëîæåíèÿõ äåôåêòà íà áàëêå
� � 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 (à); � � 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 (á) ïðè âîëíîâîì ÷èñëå 1.8 è êîëè÷åñòâå ñèë,
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â òî÷êå � � 0.8, îïòèìàëüíîå çíà÷å-

íèå öåëåâîé ôóíêöèè (îøèáêè àï-

ïðîêñèìàöèè) íå ìîæåò áûòü ìåíü-

øèì, ÷åì 5.2E� 4, ÷òî â 52 ðàçà ïðåâû-

øàåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îøèáêè

àïïðîêñèìàöèè ïðè îòñóòñòâèè äå-

ôåêòîâ íà áàëêå.

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû ÷åòûðå
êðèâûå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñû-
âàåò çàâèñèìîñòü îøèáêè àïïðîêñè-
ìàöèè îò âåëè÷èíû äåôåêòà (Delta)
ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàñïîëîæåíèè
äåôåêòà íà áàëêå â òî÷êå � � 0.2.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî õàðàêòåðû êðè-
âûõ ðàçëè÷íû, îíè èìåþò íåêîòî-
ðûå ñõîäñòâà. Âñå îíè äîñòèãàþò

ñâîèõ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðè Delta � 0 (êîãäà äåôåêòû íà áàëêå îòñóòñòâó-
þò). Ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå äåôåêòà (Delta) êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ áîëüøåìó êîëè÷åñòâó ñèë, èìååò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè.
Íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè äåìîíñòðèðóåò êðèâàÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ íàèìåíüøåìó êîëè÷åñòâó ñèë (äâå ñèëû).

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5, äëÿ óìåíüøåíèÿ
îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ

Delta è � íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî ñèë, ïðèëîæåííûõ ê áàëêå.
Íà ðèñ. 6, à ïðîñëåæèâàåòñÿ èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé àì-

ïëèòóä ïî ìåðå òîãî, êàê âåëè÷èíà äåôåêòà (Delta), ëîêàëèçîâàííîãî â ëåâîé ÷àñòè
áàëêè (� � 0.4), âîçðàñòàåò îò � 0.05 äî 0.05. Êàê âèäèì, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè Delta
íà èíòåðâàëå (� 0.05, 0.05) çíàê ýòèõ õàðàêòåðèñòèê îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Äåé-
ñòâèòåëüíûå (rf_1, rf_2) ÷àñòè àìïëèòóä ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ëåâîé ÷àñòè áàëêè,
áîëüøå èçìåíÿþòñÿ, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñèë (rf_3, rf_4), ïðèëî-
æåííûå ê åå ïðàâîé ÷àñòè. Íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà çíà÷åíèé äåôåêòà Delta
| | | |rf_1 rf_2� , à íà ïðàâîì êîíöå | | | |rf_1 rf_2� . Ïðè ýòîì | | | |rf_4 rf_3� ïðè ëþ-
áîì çíà÷åíèè Delta íà èíòåðâàëå (� 0.05, 0.05). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëîêàëèçàöèè
äåôåêòà â ëåâîé ÷àñòè áàëêè èçìåíåíèå åãî âåëè÷èíû îêàçûâàåò áîëüøåå âëèÿíèå
íà ñèëû, ïðèëîæåííûå â ýòîé æå ÷àñòè áàëêè. Çíà÷åíèÿ rf_1 è rf_3 âîçðàñòàþò íà
èíòåðâàëàõ èçìåíåíèÿ Delta (� 5E � 2, � 4.6E� 4) è (0, 5E� 2), à çíà÷åíèÿ rf_2 è rf_4
óáûâàþò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ. Ïðè Delta � 0 äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè âñåõ àìïëèòóä
äîñòèãàþò ñâîåãî ìèíèìóìà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèþ áàëêè áåç äåôåê-
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îøèáêè àïïðîêñèìàöèè îò
Delta ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ ñèë (1), ÷åòûðåõ
ñèë (2), øåñòè ñèë (3), âîñüìè ñèë (4), ôèêñèðîâàí-
íîì ðàñïîëîæåíèè äåôåêòà íà áàëêå â òî÷êå � � 0.2
è âîëíîâîì ÷èñëå 1.8
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè àìïëèòóä ÷åòûðåõ ïðèëîæåííûõ ñèë (rf_1, rf_2, rf_3, rf_4)
îò Delta ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàñïîëîæåíèè äåôåêòà íà áàëêå â òî÷êå � � 0.4, âîëíîâîì ÷èñëå 1.8
ïðè èçìåíåíèè Delta â ïðåäåëàõ (� 0.05, 0.05) (à), (� 0.001, 0.001) (á)
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òîâ. Íà ðèñ. 6, á êðóïíûì ïëàíîì ïîêàçàíî èçìåíåíèå âñåõ õàðàêòåðèñòèê íà ìà-
ëîì èíòåðâàëå (� 0.001, 0.001) çíà÷åíèé Delta âáëèçè òî÷êè ìèíèìóìà.

Ðèñ. 7, à äåìîíñòðèðóåò èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ìíèìûõ ÷àñòåé àìïëèòóä ïî
ìåðå òîãî, êàê âåëè÷èíà äåôåêòà (Delta), ëîêàëèçîâàííîãî â ëåâîé ÷àñòè áàëêè
(� � 0.4), âîçðàñòàåò îò � 0.05 äî 0.05. Êàê âèäèì, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè Delta íà
èíòåðâàëå (� 0.05, 0.05) çíàê êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè íå èçìåíÿåòñÿ. Êàê è â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèÿ äåôåêòîâ (ñì. ðèñ. 2), çíàêè ìíèìûõ ÷àñòåé àìïëèòóä ÷åðåäóþòñÿ
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë ê ñëåäóþùåé. Ìíèìûå ÷àñòè àì-
ïëèòóä ñèë (if_1, if_2), ïðèëîæåííûõ â òî÷êàõ â ëåâîé ÷àñòè áàëêè, èçìåíÿþòñÿ
ñèëüíåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñèë (if_3, if_4), ïðèëîæåííûõ â òî÷-
êàõ â åå ïðàâîé ÷àñòè. Íà ðèñ. 7, á êðóïíûì ïëàíîì ïîêàçàíî èçìåíåíèå âñåõ õà-
ðàêòåðèñòèê íà ìàëîì èíòåðâàëå (� 0.001, 0.001) çíà÷åíèé Delta.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè øàðíèðíî çàêðåï-
ëåííîé áàëêè ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèë. Ïðîàíàëèçèðîâà-
íû äâå äåòåðìèíèðîâàííûå ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå
ïàðàìåòðû òî÷íî èçâåñòíû. Â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñòðóêòóðà áàëêè ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé. Â áîëåå ñëîæíîé ïîñòàíîâêå äî-
ïóñêàåòñÿ íàëè÷èå íåîäíîðîäíîñòåé (äåôåêòîâ) íà áàëêå. Çàäà÷à ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè êîëè÷åñòâà ñèë è èõ õàðàêòåðèñòèê (ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, àìïëèòó-
äû è ôàçû êîëåáàíèé), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò òðåáóåìóþ ôîðìó êîëåáàíèé
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàññìàòðèâàåìûå
çàäà÷è áûëè ñâåäåíû ê áîëåå ïðîñòûì îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì. Ïîëó÷åíû
àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ öåëåâûõ ôóíêöèé è èõ ãðàäèåíòîâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ â öåëÿõ èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè çàäàííîé
ôîðìû êîëåáàíèé îò êîëè÷åñòâà ñèë è èõ õàðàêòåðèñòèê (ìåñòà ïðèëîæåíèÿ, àì-
ïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé). Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå îäíîðîäíîé áàëêè (îòñóò-
ñòâèå äåôåêòîâ) ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé óâåëè÷åíèå ÷èñëà
ïðèëîæåííûõ ñèë ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè. Áîëåå òîãî,
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïðèëîæåííûõ ñèë îøèáêà àïïðîêñèìàöèè âîç-
ðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà. Áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû çàâèñèìîñòè
îïòèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèëîæåííûõ ñèë îò êîëè÷åñòâà ïðèëîæåííûõ ñèë.
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàíèÿ áàëêè ñ äåôåêòîì ïðîàíàëèçèðîâàí õàðàêòåð çà-
âèñèìîñòè îøèáêè àïïðîêñèìàöèè îò âåëè÷èíû äåôåêòà, åãî ïîëîæåíèÿ íà áàë-
êå è êîëè÷åñòâà ñèë, ïðèëîæåííûõ ê áàëêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ
ïàðàìåòðàõ äåôåêòà îøèáêó àïïðîêñèìàöèè ìîæíî óìåíüøèòü óâåëè÷åíèåì êî-
ëè÷åñòâà ñèë, ïðèëîæåííûõ ê áàëêå. Ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
ñèë çàâèñÿò îò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ äåôåêòà è ïàðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ìíèìîé ÷àñòè àìïëèòóä ÷åòûðåõ ïðèëîæåííûõ ñèë (if_1, if_2, if_3, if_4) îò
Delta ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàñïîëîæåíèè äåôåêòà íà áàëêå â òî÷êå � � 0.4, âîëíîâîì ÷èñëå 1.8 ïðè
èçìåíåíèèè Delta â ïðåäåëàõ (� 0.05, 0.05) (à), (� 0.001, 0.001) (á)
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Ã.M. Çðàæåâñüêèé, Î.Ì. Ãîëîäí³êîâ, Ñ.Ï. Óðÿñ’ºâ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í² ÌÅÒÎÄÈ ÏÎØÓÊÓ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÊÎËÈÂÀÍÍßÌÈ
ØÀÐÍ²ÐÍÎ ÇÀÊÐ²ÏËÅÍÎ¯ ÁÀËÊÈ (ÄÅÒÅÐÌ²ÍÎÂÀÍÈÉ ÂÈÏÀÄÎÊ)

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ê³ëüêà ïîñòàíîâîê çàäà÷³ ïðî îïòèìàëüíå êåðîâàíå çáóä-
æåííÿ êîëèâàíü øàðí³ðíî çàêð³ïëåíî¿ áàëêè. Êîëèâàííÿ â³äáóâàþòüñÿ ï³ä
âïëèâîì äåê³ëüêîõ çîâí³øí³õ ïåð³îäè÷íèõ ñèë. Ó íàéïðîñò³ø³é ïîñòàíîâö³ çà-
äà÷³ ââàæàþòü, ùî ñòðóêòóðà áàëêè º îäíîð³äíîþ. Ó á³ëüø ñêëàäí³é ïîñòà-
íîâö³ äîïóñêàþòü íàÿâí³ñòü íåîäíîð³äíîñòåé (äåôåêò³â) íà áàëö³. Ìåòà êåðó-
âàííÿ êîëèâàííÿìè áàëêè ïîëÿãàº ó çàáåçïå÷åíí³ çàäàíî¿ ôîðìè ³ çàäàíî¿ ïî-
òî÷êîâî¿ ôàçè êîëèâàíü ó âèçíà÷åíîìó ÷àñòîòíîìó ä³àïàçîí³. Çàäà÷à ïîëÿãàº ó
âèçíà÷åíí³ òîãî, ñê³ëüêè íåîáõ³äíî ïðèêëàäåíèõ ñèë òà ¿õí³õ õàðàêòåðèñòèê
(ì³ñöÿ ïðèêëàäåííÿ, àìïë³òóäè ³ ôàçè êîëèâàíü) äëÿ çàáåçïå÷åííÿ áàæàíî¿
ôîðìè êîëèâàíü ³ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ. Çà äîïîìîãîþ àíàë³òè÷íèõ ìàòåìàòè÷-
íèõ ìåòîä³â ðîçãëÿíóò³ çàäà÷³ çâîäÿòüñÿ äî á³ëüø ïðîñòèõ áàãàòîåêñòðåìàëüíèõ
çàäà÷ ì³í³ì³çàö³¿ îñíîâíèõ ôóíêö³îíàë³â, ÿê³ ÷èñåëüíî ðîçâ’ÿçóþòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ áàãàòîôóíêö³îíàëüíîãî ïàêåòó AORDA PSG.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: â³áðàö³ÿ, ôîðìà êîëèâàíü, îïòèìàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè
çáóäæåííÿ.

G. Zrazhevsky, A. Golodnikov, S. Uryasev
MATHEMATICAL METHODS FOR SEARCHING THE OPTIMAL CONTROL
OF OSCILLATIONS OF A HINGED BEAM (DETERMINISTIC CASE)

Abstract. We consider several problem statements for the optimal controlled
excitation of oscillations of a hinged beam. Oscillations occur under the
influence of several external periodic forces. In the simplest statement, it is
assumed that the structure of the beam is homogeneous. In a more complex
formulation, inhomogeneities (defects) on the beam are allowed. The goal of
controlling the oscillations of the beam is to provide a predetermined shape and
a predetermined pointwise phase of oscillations in a given frequency range. The
task is to determine the number of forces and their characteristics (application,
amplitude and phase of oscillations), which provide the desired form of
oscillation with a given accuracy. With the help of analytical mathematical
methods, the problems in question are reduced to simpler multiextremal
problems of minimizing basic functionals, which are numerically solved using
the multifunctional package AORDA PSG.

Keywords: vibrations, waveform, optimal actuation.
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