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Àíîòàö³ÿ. Îïèñàíî çàñòîñóâàííÿ òåõíîëîã³é ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü ó ñèñ-
òåìàõ ç³ ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ òà ðîçïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ
îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ. Ïåðøà òåõíîëîã³ÿ ´ðóí-
òóºòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ìàêñèì³ííèõ phi-ôóíêö³é äëÿ ñêëàäåíèõ ãåîìåòðè÷-
íèõ îá’ºêò³â, à â äðóã³é òåõíîëîã³¿ âèêîðèñòàíî ñòðàòåã³þ ìóëüòèñòàðòó òà
ìåòîäè ì³í³ì³çàö³¿ íåãëàäêèõ ôóíêö³é. Öå äàëî çìîãó â äåê³ëüêà ðàç³â çìåí-
øèòè âèòðàòè ÷àñó ï³ä ÷àñ ïîøóêó ëîêàëüíî îïòèìàëüíèõ ðîçì³ùåíü 2D òà
3D îá’ºêò³â òà îòðèìàòè êðàù³ ðåçóëüòàòè çà çíà÷åííÿì ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðîçì³ùåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, phi-ôóíêö³ÿ, íåë³í³éíå

ïðîãðàìóâàííÿ, ïàðàëåëüí³ îá÷èñëåííÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ó áàãàòüîõ ïð³îðèòåòíèõ ãàëóçÿõ íàóêè òà òåõí³êè ç-ïîì³æ çàäà÷, ùî ³íòåíñèâíî
äîñë³äæóþòüñÿ ïðîòÿãîì îñòàíí³õ äåñÿòèë³òü, ìîæíà âèä³ëèòè çàäà÷³ êîìï’þòåð-
íîãî ìîäåëþâàííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â ð³çíî¿ ïðèðîäè. Ö³ çàäà÷³
ñòàþòü äåäàë³ á³ëüø çàòðåáóâàíèìè ÷åðåç òå, ùî çàì³íà íàòóðíèõ åêñïåðèìåíò³â
íà êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ äàº çìîãó ñóòòºâî çàîùàäæóâàòè ìàòåð³àëüí³ ðå-
ñóðñè òà ÷àñ.

Íà ñüîãîäí³ ðîçðîáëåíî øèðîêèé ñïåêòð ìåòîä³â (çäåá³ëüøîãî åâðèñòèê òà
ìåòàåâðèñòèê) äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ NP-ñêëàäíèõ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ
ãåîìåòðè÷íèõ 2D òà 3D îá’ºêò³â [1–7]. Ìåòîä phi-ôóíêö³é Ñòîÿíà [8–11] äàº çìî-
ãó áóäóâàòè ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ ó âèãëÿä³ çà-
äà÷ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ [11–20].

Ð³çíîìàí³òí³ñòü ö³ëüîâèõ ôóíêö³é, ôîðì îá’ºêò³â ³ êîíòåéíåð³â, ãåîìåòðè÷íèõ
òà ìåõàí³÷íèõ îáìåæåíü çóìîâëþº ñòâîðåííÿ ìíîæèíè îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷
ðîçì³ùåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, ùî îõîïëþº øèðîêèé ñïåêòð àêòóàëüíèõ íàóêî-
âèõ òà ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ÿê³ âèíèêàþòü ó ìàøèíîáóäóâàíí³, õ³ì³÷í³é ïðîìèñëî-
âîñò³, ìàòåð³àëîçíàâñòâ³, ñó÷àñí³é á³îëîã³¿, íàíîòåõíîëîã³ÿõ, ðîáîòîòåõí³ö³, ñèñòåìàõ
ðîçï³çíàâàííÿ îáðàç³â, àäèòèâíèõ òåõíîëîã³ÿõ òà áàãàòüîõ ³íøèõ ãàëóçÿõ [21–24].

Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ öüîãî êëàñó âèêîíóºòüñÿ îá-
ðîáëåííÿ âåëèêîãî îáñÿãó ñêëàäíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿, àíàë³òè÷íî¿ òà ëîã³÷íî¿ ³íôîð-
ìàö³¿. Ó çâ’ÿçêó ç öèì àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ º ñêîðî÷åííÿ ÷àñó îá÷èñëåíü ç ìå-
òîþ åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ ñó÷àñíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ äëÿ
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Ó ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî çàñòîñóâàííÿ òåõíîëîã³é ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü
ó ñèñòåìàõ ç³ ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ òà ðîçïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îïòè-
ì³çàö³éíèõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×² ÒÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ðîçì³ùåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â ó òàê³é ïîñòàíîâö³.

Ðîçì³ñòèòè ìíîæèíó ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â T Ri
d

� , d � 2 3, , i I N� �

� { }1 2, , ,� N , ó êîíòåéíåð � òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëèñü îáìåæåííÿ íà
ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â ³ çàäàíà ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ äîñÿãàëà åêñòðåìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Äîïóñêàþòüñÿ íåïåðåðâí³ ïåðåì³ùåííÿ (òðàíñëÿö³¿) òà ïîâîðîòè îá’ºêò³â.
Îáìåæåííÿ íà ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â ïåðåäáà÷àþòü ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â ó ìåæàõ
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êîíòåéíåðà, íåïåðåòèí îá’ºêò³â àáî ì³í³ìàëüí³ äîïóñòèì³ â³äñòàí³ ì³æ îá’ºêòàìè,
çîíè çàáîðîíè, îáìåæåííÿ íà ïîâîðîòè îá’ºêò³â, à òàêîæ ³íø³ òåõíîëîã³÷í³ îáìå-
æåííÿ (íàïðèêëàä, äîïóñòèì³ ðîçì³ðè êîíòåéíåðó, ä³àïàçîíè êóò³â ïîâîðîòó,
óìîâè çáåðåæåííÿ áàëàíñó ñèñòåìè).

Ïîçíà÷èìî âåêòîð óñ³õ çì³ííèõ u p u u u RN� �( , , , , )1 2 �
� , äå p — âåêòîð

çì³ííèõ ìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê êîíòåéíåðà � , ui i i� ( , )� � — âåêòîð çì³ííèõ

ïàðàìåòð³â ðîçì³ùåííÿ (âåêòîð ðóõó) îá’ºêòà Ti , i I N� , R � — àðèôìåòè÷íèé

åâêë³äîâèé ïðîñò³ð �-ðîçì³ðíîñò³ (� � �3N p| | äëÿ d � 2 òà � � �6N p| | äëÿ d � 3).
Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ ðîçì³ùåííÿ ìàº âèãëÿä

min ( )� u , u W R� �
� , (1)

W u R u u u i Ni t� � � � �� � � � �{ �
� � �: ( ) , ( ) , ( ) , , , , , ,	 	 
0 0 0 1 1� � , , ,t M� 1 � }, (2)

äå �( )u — ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ, �	� ( )u — phi-ôóíêö³ÿ äëÿ îïèñó óìîâè íåïåðåòè-
íó îá’ºêò³â À ³ Â (int intA B� � �), àáî ïñåâäîíîðìàë³çîâàíà phi-ôóíêö³ÿ
äëÿ îïèñó óìîâè çíàõîäæåííÿ îá’ºêò³â À ³ Â íà ì³í³ìàëüíî äîïóñòèì³é
â³äñòàí³ � � 0 (dist ( , )A B � �), äå int ( ) º âíóòð³øí³ñòü îá’ºêòà ( ) , dist ( , )A B �

�
� �
min ( , )

,a A b B
d a b , d a b( , ) — åâêë³äîâà â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè a ³ b,


 � �N N( ) /1 2; ôóíêö³ÿ ��	i — phi-ôóíêö³ÿ äëÿ îïèñó óìîâè âêëþ÷åííÿ

îá’ºêòà À â êîíòåéíåð � (A A� � � �
�

� �int � , � �
�

� R d \ int ); � t � 0,

t M�1, ,� , ÿâëÿº ñîáîþ ñèñòåìó äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà çíà÷åííÿ êîìïî-
íåíò³â âåêòîðà u, ÿêùî òàê³ º, çà óìîâè, ùî êîæíà ôóíêö³ÿ � t º ãëàäêîþ. Çàó-
âàæèìî, ùî êîæíó phi-ôóíêö³þ â (2) âèçíà÷åíî â òåðì³íàõ îïåðàö³é ìàêñèìó-
ìó òà/àáî ì³í³ìóìó ãëàäêèõ ôóíêö³é. Ôóíêö³þ

�( ) min ( ), ( ), ( ), , , , , , , ,u u u u i N ti t� � �� � � �{	 	 
� � � 1 1 1� � � , M} (3)

íàçèâàþòü ôóíêö³ºþ ðîçì³ùåííÿ. Ôóíêö³ÿ (3) º íåïåðåðâíîþ, êóñêîâî-ãëàä-
êîþ ³ çàëåæèòü â³ä óñ³õ çì³ííèõ ( , , , , )p u u uN1 2 � çàäà÷³ (1), (2). Çàçíà÷èìî,
ùî �( )u � 0, ÿêùî � �	� ( )u 0 äëÿ âñ³õ � �1, ,� 
 ³ �� �	i u( ) 0 äëÿ âñ³õ i N�1, ,�

³ � t u( ) � 0 äëÿ âñ³õ t M�1, ,� .
Çàäà÷à îïòèì³çàö³¿ (1), (2) º NP-ñêëàäíîþ çàäà÷åþ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàí-

íÿ. Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â W ìàº ñêëàäíó ñòðóêòóðó: öå, â çàãàëüíîìó
âèïàäêó, íåçâ’ÿçíà ìíîæèíà, êîæíà êîìïîíåíòà ÿêî¿ º áàãàòîçâ’ÿçíîþ, à ìåæà ìíî-
æèíè W ñêëàäàºòüñÿ ç íåë³í³éíèõ ïîâåðõîíü, ùî ì³ñòÿòü äîëèíè, ÿðè òîùî.

Íåõàé � — ìíîæèíà áàçîâèõ îá’ºêò³â (äâîâèì³ðíèõ àáî òðèâèì³ðíèõ). ßê

â³äîìî [10], phi-ôóíêö³ÿ äëÿ îá’ºêò³â A Ai

i

nA

�

�1
� ³ B B

j

n

j

B

�

�1
� , A Bi j, ��, ìàº âèãëÿä

	 	
AB

ij A Bu u i n j n( ) min ( ), , , , , ,� � �{ }1 1� � , (4)

äå 	ij u( ) — phi-ôóíêö³ÿ äëÿ ïàðè áàçîâèõ îá’ºêò³â Ai ³ B j . Ïðåäñòàâèìî
ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) òàêèì ÷èíîì:

	 	
AB

k A Bu u k n n( ) min ( ), , ,� � { }1 � , (5)

äå 	k u( ) º îäí³ºþ ç áàçîâèõ phi-ôóíêö³é.

Ïîçíà÷èìî âñ³ áàçîâ³ phi-ôóíêö³¿ â (3) 	k u( ), k n�1, ,� , n n ni j

j i

N

i

N

�  �

� ��

�

��
11

1

�

�

� ni

i

N

1

, äå n ni j

j i

N

i

N



� ��

�

��
11

1

— ê³ëüê³ñòü óñ³õ áàçîâèõ phi-ôóíêö³é �	� ( )u ,
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� �1 2, , ,� 
, 
 �
�N N( )1

2
; ni

i

N

�

�
1

— ê³ëüê³ñòü áàçîâèõ phi-ôóíêö³é ��	i u( ),

i N�1, ,� , ni — ê³ëüê³ñòü áàçîâèõ îá’ºêò³â, ÿê³ óòâîðþþòü ñêëàäåíèé îá’ºêò Ti ,
n j — ê³ëüê³ñòü áàçîâèõ îá’ºêò³â, ùî óòâîðþþòü ñêëàäåíèé îá’ºêò T j .

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêö³ÿ ðîçì³ùåííÿ (3) ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ó âèãëÿä³

�( ) min ( ), , , , , , ,u u k n t Mk t� � �{ }	 1 1� �� . (6)

Íàâåäåìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (2) â åêâ³âàëåíòí³é ôîðì³

W u R u� � �{ }� : ( )� 0 . (7)

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà áàçîâà phi-ôóíêö³ÿ 	k â (6) ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà çà
äîïîìîãîþ ôîðìóë àëãåáðè ëîã³êè ³ ìàòèìå âèãëÿä

	k
i

i
k

i j J
iju f u f

k k i
k

( ) max ( ) max min
, , , , , ,

� �
� � �1 1 1� � �	 	

k u( ), (8)

äå f fij
k

�{ }. Íàäàë³ { }f áóäå âèçíà÷àòè ñ³ìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêö³é.

Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè �( )u � 0 íåîáõ³äíî, ùîá 	k u( ) � 0 äëÿ âñ³õ
k �1 2, , ,� 	 , äå 	k u( ) ìàº âèãëÿä (8).

Ïðèêëàä 1. Íåõàé áàçîâó phi-ôóíêö³þ 	k u( ) çàäàíî ó âèãëÿä³

� � � � � �( ) min max ( ), ( ), ( ) , max ( ), ( )u u u u u u� { { } { }}1 2 3 4 5 ,

äå � j f�{ }, j �1 2 3 4 5, , , , .
Ôóíêö³ÿ ìîæå áóòè ïîäàíà â åêâ³âàëåíòí³é ôîðì³

�( ) max ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )u f u f u f u f u f u f u� { }1 2 3 4 5 6 ,
äå

f u u u1 1 4( ) min ( ), ( )� { }� � , f u u u2 2 4( ) min ( ), ( )� { }� � ,

f u u u3 3 4( ) min ( ), ( )� { }� � , f u u u4 1 5( ) min ( ), ( )� { }� � ,

f u u u5 2 5( ) min ( ), ( )� { }� � , f u u u6 3 5( ) min ( ), ( )� { }� � ,

àáî â³äïîâ³äíî äî (8)

f u f u f u1 11 12( ) min ( ), ( )� { }, f u f u f u2 21 22( ) min ( ), ( )� { },

f u f u f u3 31 32( ) min ( ), ( )� { }, f u f u f u4 41 42( ) min ( ), ( )� { },

f u f u f u5 51 52( ) min ( ), ( )� { }, f u f u f u6 61 62( ) min ( ), ( )� { },

äå f u f u u11 41 1( ) ( ) ( )� � � , f u f u u21 51 2( ) ( ) ( )� � � , f u f u u31 61 3( ) ( ) ( )� � � ,
f u f u f u u12 22 32 4( ) ( ) ( ) ( )� � � � , f u f u f u u42 52 62 5( ) ( ) ( ) ( )� � � � ), òîáòî

� � � � � �( ) max min ( ), ( ) , min ( ), ( ) , min (u u u u u� { { } { } {1 4 2 4 3 u u), ( )�4 },

min ( ), ( ) , min ( ), ( ) , min ( ), ( ){ } { } { }� � � � � �1 5 2 5 3 5u u u u u u }.

Íà îñíîâ³ âèðàçó (8) ôóíêö³ÿ �( )u , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (3), ìîæå
áóòè ïåðåòâîðåíà â åêâ³âàëåíòíó ôîðìó

� �( ) max ( ), , , ,u u ss� �{ }1 2 � 	 , (9)

� s s
i

su f u i I( ) min ( ),� �{ }, f fs
i

�{ }. (10)

Çàçíà÷èìî, ùî min ( )
, ,j J

ij
k

i
k

f u
�

�
1

0
�

º åêâ³âàëåíòíèì f uij
k ( ) � 0 äëÿ âñ³õ j,

à max ( )
, ,i

i
k

k

f u
�

�
1

0
� 	

îçíà÷àº, ùî ïðèíàéìí³ îäíà ç íåð³âíîñòåé, ñêàæ³ìî

f u
i

k
�

�( ) 0, ïîâèííà áóòè âèêîíàíà. Âðàõîâóþ÷è âèðàçè (9), (10), ìíîæèíó äîïóñ-
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òèìèõ ðîçâ’ÿçê³â W (7), ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

W W W Ws� 1 �� � �� � 	 , (11)

äå W u R us s� � �{ }� : ( )� 0 , � s u( ) âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (10), à íåð³âí³ñòü

� s u( ) � 0 º åêâ³âàëåíòíîþ ñèñòåì³ íåð³âíîñòåé f s
i

� 0, i I s� .

Ïðèêëàä 2. Â³çüìåìî ìíîæèíó W � , ùî çàäàºòüñÿ íåð³âí³ñòþ �( )u � 0, äå

�( )u ìàº ôîðìó, âèçíà÷åíó â ïðèêëàä³ 1. Îáëàñòü W � ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà

ó âèãëÿä³ îá’ºäíàííÿ ï³äìíîæèí W1, W2 , W3 , W4 , W5 , W6 , òà áóäå îïèñóâàòèñÿ
â³äïîâ³äíèìè íåð³âíîñòÿìè ç ãëàäêèìè ôóíêö³ÿìè, òîáòî

min ( ), ( ) , min ( ), ( ) , min ( ),{ } { } {� � � � � �1 4 2 4 3 40 0u u u u u� � ( )u } � 0,

min ( ), ( ) , min ( ), ( ) , min ( ),{ } { } {� � � � � �1 5 2 5 3 50 0u u u u u� � ( ) .u } � 0

Öå îçíà÷àº, ùî ìîæíà ðåàë³çóâàòè ðîçïàðàëåëþâàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çà-
äà÷³ (1), (2).

¥ðóíòóþ÷èñü íà âèðàç³ (11), çàäà÷ó (1), (2) ìîæíà çâåñòè äî òàêî¿ çàäà÷³:

� � � � 	( ) min ( ), , ( ), , ( )u u u us
� � � �

� { }1 � � , (12)
äå

� �
�

( ) min ( )u us
u W Rs

�

� �

� , s �1 2, , ,� 	 . (13)

Î÷åâèäíî, ùî ãëîáàëüíèé ì³í³ìóì çàäà÷³ (12), (13) ìîæíà îòðèìàòè ³ äîâåñòè
øëÿõîì òî÷íîãî ðîçâ’ÿçàííÿ âñ³õ ï³äçàäà÷, âèçíà÷åíèõ ó (13). Êîæíà ç ï³äçàäà÷
ó (13) â çàãàëüíîìó âèïàäêó º çàäà÷åþ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç ãëàäêèìè
ôóíêö³ÿìè ³ ìîæå áóòè ïðèíàéìí³ òåîðåòè÷íî ðîçâ’ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ñó÷àñíîãî
ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Äëÿ ðîçïàðàëåëþâàííÿ ïðîöåñó ïîøóêó ëîêàëüíèõ åêñòðåìóì³â çàäà÷³ (1), (2)
ñòâîðèìî ãåíåðàòîð ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â W (7), ùî äàñòü çìîãó àâòî-
ìàòè÷íî ãåíåðóâàòè íåïîðîæíþ ï³äìíîæèíó Ws äëÿ ï³äçàäà÷³ (13). Äëÿ öüîãî
ñêîðèñòàºìîñÿ ïîíÿòòÿì «äåðåâî ðîçâ’ÿçê³â».

ÃÅÍÅÐÀÒÎÐ ÌÍÎÆÈÍÈ ÄÎÏÓÑÒÈÌÈÕ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â W

Ïîêàæåìî, ÿê ìîæíà îòðèìàòè ï³äìíîæèíè Ws, s �1 2, , ,� 	 , ç ìíîæèíè äîïóñòè-

ìèõ ðîçâ’ÿçê³â W â (11) çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî «äåðåâà ðîçâ’ÿçê³â» �
� , âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ôóíêö³þ (9). Êîæíà ê³íöåâà âåðøèíà � s ç äåðåâà â³äïîâ³äàº íåð³âíîñò³
�s u( ) � 0, s �1 2, , ,� 	 , äå ôóíêö³ÿ � s u( ) âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (10).

Äåðåâî ðîçâ’ÿçê³â �
� äëÿ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â W (7) áóäóþòü ó òà-

êèé ñïîñ³á. Êîð³íü äåðåâà â³äïîâ³äàº íåð³âíîñò³ � �( ) min ( ), , ,u u t Mt� � �{ }1 0� ,
äå � t u f( ) �{ } . Äëÿ êîæíî¿ íåð³âíîñò³ 	k u( ) � 0 áóäóºìî äåðåâî, ÿêå íàçâåìî áà-
çîâèì phi-äåðåâîì. Ïîçíà÷èìî 	 k ê³ëüê³ñòü ê³íöåâèõ âåðøèí áàçîâîãî phi-äåðå-

âà. Êîæíà ê³íöåâà âåðøèíà â³äïîâ³äàº ñèñòåì³ íåð³âíîñòåé f ui
k ( ) � 0. Íà ïåðøî-

ìó ð³âí³ �
� ìàºìî � 	1 1� âåðøèí, äå 	1 — ê³ëüê³ñòü ê³íöåâèõ âåðøèí phi-äåðå-

âà, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 	1 0( )u � , äå 	1
1

1

1

( ) max ( )
, ,

u f u
i

i�
� � 	

, f u f ui
j J

ij
i

1

1

1

1
( ) min ( )

, ,
�

� �

â³äïîâ³äíî äî (8). Êîæí³é âåðøèí³ ïåðøîãî ð³âíÿ â³äïîâ³äàþòü íåð³âíîñò³ ñèñòå-

ìè �( ) , ( )u f u
i

� �0 0
1

1 . Äëÿ ïîáóäîâè äðóãîãî ð³âíÿ �
� íåîáõ³äíî äîäàòè 	 2 âåð-

øèí phi-äåðåâà, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 	2 0( )u � , äî êîæíî¿ âåðøèíè ïåðøîãî ð³âíÿ,

äå 	2
1

2

2

( ) max ( )
, ,

u f u
i

i�
� � 	

, f u f ui
j J

ij
i

2

1

2

2
( ) min ( )

, ,
�

� �

. Ê³ëüê³ñòü âåðøèí äðóãîãî

ð³âíÿ �
� òåïåð äîð³âíþº � 	 	2 1 2�  . Êîæí³é âåðøèí³ äðóãîãî ð³âíÿ â³äïîâ³äà-
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þòü íåð³âíîñò³ ñèñòåìè �( ) , ( ) , ( )u f u f u
i i

� � �0 0 0
1 2

1 2 . Äëÿ ïîáóäîâè k-ð³âíÿ

�
� íåîáõ³äíî äîäàòè 	 k âåðøèí phi-äåðåâà, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 	k u( ) � 0,

	k
i

i
ku f u

k

( ) max ( )
, ,

�
�1 � 	

, f u f ui
k

j J
ij
k

i
k

( ) min ( )
,...,

�
�1

äî êîæíî¿ ( )k �1 -¿ âåðøèíè �
� .

Ê³ëüê³ñòü âåðøèí k-ð³âíÿ �
� äîð³âíþº � 	 	 	k k�   1 2 � . Êîæí³é âåðøèí³ �

k
�

â³äïîâ³äàþòü íåð³âíîñò³ ñèñòåìè �( ) , ( ) , ( ) , , ( )u f u f u f u
i i i

k

k

� � � �0 0 0 0
1 2

1 2
� .

Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî � 	 	 	 	 	n n n�     ��1 2 1� , äå 	 — ê³ëüê³ñòü âåðøèí �
� .

Îñê³ëüêè ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â W º îá’ºäíàííÿì ï³äìíîæèí Ws,

s �1 2, , ,� 	 (11), òî êîæí³é Ws â³äïîâ³äàº s-òà ê³íöåâà âåðøèíà �
� . Îòæå,

ï³äìíîæèíè Ws âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè íåð³âíîñòåé âèäó

�( ) , ( )u f u
s

k

k

� �0 0, k n�1, ,� .

Ðîçãëÿíåìî ñïîñ³á ãåíåðàö³¿ íåïîðîæíüî¿ ï³äìíîæèíè Ws äëÿ ïî÷àòêîâî¿

òî÷êè u W0
� . Äëÿ ãåíåðàö³¿ ï³äìíîæèíè ïîòð³áíî ³ç ñèñòåìè �( )u � 0 âèä³ëèòè

ï³äñèñòåìó �s u( ) � 0, ÿêà îïèñóº ï³äìíîæèíó W Ws � òàêó, ùî u Ws
0

� �

� � �{ }u R us
� : ( )� 0 , äå � s u( ) âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (10).

Ôîðìóâàííÿ ï³äìíîæèíè Ws çä³éñíèìî ó òàêèé ñïîñ³á. Ñïî÷àòêó âèêîíóºìî

ïîñë³äîâíå âè÷åðïíå ïåðåáèðàííÿ âåðøèí � s
1, s �1 1, ,� 	 , ïåðøîãî ð³âíÿ � ³ ïî-

øóê s1 òàêîãî, ùî f u f u f u f u f u
s1 1

1 0 1 0
1
1 0

2
1 0 1 0( ) ( ) max ( ), ( ), , ( )� � { }�

	
. Ï³ñëÿ

öüîãî çä³éñíþºìî âè÷åðïíèé ïîøóê íàùàäê³â � s
2 , s �1 2, ,� 	 , âåðøèíè �

s1

1 ³ ïî-

øóê s2 òàêîãî, ùî f u f u f u f u f u
s2 1

2 0 2 0
1
2 0

2
2 0 2 0( ) ( ) max ( ), ( ), , ( )� � { }�

	
, ³ òàê

äàë³. Íà n-ìó ð³âí³ äåðåâà ðîçâ’ÿçê³â � âèêîíóºòüñÿ âè÷åðïíå ïåðåáèðàííÿ âåð-

øèí � s
n , s n�1, ,� 	 , ÿê³ º íàùàäêàìè âåðøèí �

s

n

n�

�

1

1 ³ ïîøóê sn òàêîãî, ùî

f u f u f u f u f u
s

n n n n n

n n

( ) ( ) max ( ), ( ), , ( )0 0
1

0
2

0 0
� � { }�

	
. Ï³ñëÿ öüîãî ôîðìóºòüñÿ

ñèñòåìà íåð³âíîñòåé, ÿêà â³äïîâ³äàº ê³íöåâ³é âåðøèí³ äåðåâà ðîçâ’ÿçê³â �, ùî

îïèñóº ìíîæèíó W u R u f u f u f us s s s

n

n

� � � � � �{ }� �: ( ) , ( ) , ( ) , , ( )0 0 0 0
1 2

1 2
� , äå

êîæí³é ïîñë³äîâíîñò³ ÷èñåë s s s sk n1 2, , , , ,� � â³äïîâ³äàº ÷èñëî s.

ÏÀÐÀËÅËÜÍ² ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß Ó ÑÈÑÒÅÌÀÕ Ç² ÑÏ²ËÜÍÎÞ ÏÀÌ’ßÒÒÞ

Çàïðîïîíîâàí³ â ðîáîòàõ [10–17] ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1), (2) ´ðóíòóþòüñÿ íà
ñòðàòåã³¿ äåêîìïîçèö³¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³ äî ïîñë³äîâíîñò³ ï³äçàäà÷ ìåíøî¿ âèì³ðíîñò³
ç³ çíà÷íî ìåíøîþ ê³ëüê³ñòþ íåð³âíîñòåé. Äëÿ ôîðìóâàííÿ êîæíî¿ ç ï³äçàäà÷
ïîòð³áíî âèêîíàòè ãåíåðàö³þ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â ï³äçàäà÷ (13). Ñë³ä
çàóâàæèòè, ùî çàëåæíî â³ä îáðàíî¿ âåëè÷èíè ïàðàìåòðà äåêîìïîçèö³¿ òàêà
ïîñë³äîâí³ñòü ï³äçàäà÷ (13) ìîæå áóòè äîñèòü âåëèêîþ, à âèòðàòè ìàøèííîãî ÷àñó
íà ãåíåðàö³þ òà ïåðåõ³ä ì³æ ï³äçàäà÷àìè º òàêîæ ñóòòºâèìè. Öå çóìîâëåíî òèì,
ùî äëÿ ôîðìóâàííÿ êîæíî¿ ï³äçàäà÷³ ïîòð³áíî âèêîíàòè ï³äñòàíîâêó îòðèìàíî¿ ïî-
÷àòêîâî¿ òî÷êè â ñèñòåìó íåð³âíîñòåé, ÿêà îïèñóº îñíîâíó çàäà÷ó, òà âèä³ëèòè ç
íå¿ íîâó ï³äñèñòåìó íåð³âíîñòåé çà äîïîìîãîþ äåðåâà ðîçâ’ÿçê³â.

Îñê³ëüêè ñèñòåìà íåð³âíîñòåé (2), ùî îïèñóº ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ðîç-
â’ÿçê³â îñíîâíî¿ çàäà÷³, çàäàºòüñÿ âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ íåë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé, òî
íà ôîðìóâàííÿ ç íèõ íîâî¿ ï³äñèñòåìè, ÿêà áóäå çàäàâàòè ìíîæèíó äîïóñòèìèõ

ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (1), (2), âèòðà÷àºòüñÿ ÷àñ O N( )2 . Ç ìåòîþ ì³í³ì³çàö³¿ ÷àñîâèõ

âèòðàò äëÿ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1), (2) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òåõíî-
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ëîã³¿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü ó ñèñòåìàõ ç³ ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ [25] òà â ñèñòåìàõ
ç ðîçïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ (êëàñòåðí³ ñèñòåìè) [26]. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî îáñÿã çó-
ñèëü, âèòðà÷åíèõ íà ïåðåðîáëåííÿ ïîñë³äîâíîãî àëãîðèòìó ó ïàðàëåëüíèé,
çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä òèïó çàäà÷³.

Ïîáóäîâà ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó ïåðåäáà÷àº òàê³ åòàïè: äåêîìïîçèö³ÿ çà-
äà÷³ (1), (2) íà ï³äçàäà÷³, ÿê³ ìîæíà áóäå âèêîíóâàòè ïàðàëåëüíî; âèÿâëåííÿ
³íôîðìàö³éíèõ çàëåæíîñòåé ì³æ âèä³ëåíèìè ï³äçàäà÷àìè; ìàñøòàáóâàííÿ ï³äçà-
äà÷; áàëàíñóâàííÿ íàâàíòàæåííÿ äëÿ êîæíîãî ïðîöåñîðà.

Àëãîðèòì äëÿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü çâîäèòüñÿ äî ðîçáèòòÿ ìàñèâó
âèõ³äíèõ äàíèõ íà ôðàãìåíòè, îáðîáëåííÿ ÿêèõ çä³éñíþºòüñÿ íåçàëåæíî íà
ð³çíèõ ïðîöåñîðàõ. Çäàòí³ñòü àëãîðèòìó äî ðîçïàðàëåëþâàííÿ ïîòåíö³éíî ïîâ’ÿ-
çàíà ç îäí³ºþ ç äâîõ (àáî îäíî÷àñíî ç îáîìà) âíóòð³øí³õ âëàñòèâîñòåé, ÿê³ õàðàê-
òåðèçóþòü ÿê ïàðàëåë³çì çàäà÷, òàê ³ ïàðàëåë³çì äàíèõ. ßêùî àëãîðèòì ´ðóí-
òóºòüñÿ íà ïàðàëåë³çì³ çàäà÷, òî çàäà÷à ðîçáèâàºòüñÿ íà íèçêó â³äíîñíî ñà-
ìîñò³éíèõ ï³äçàäà÷, êîæíà ç ÿêèõ çàâàíòàæóºòüñÿ ó «ñâ³é» ïðîöåñîð. Êîæíà
ï³äçàäà÷à ðåàë³çóºòüñÿ íåçàëåæíî, àëå âèêîðèñòîâóº ñï³ëüí³ äàí³ àáî
îáì³íþºòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ñâîº¿ ðîáîòè ç ³íøèìè ï³äçàäà÷àìè. Äëÿ ðåàë³çàö³¿ òà-
êîãî àëãîðèòìó ó áàãàòîïðîöåñîðí³é ñèñòåì³ íåîáõ³äíî âèÿâëÿòè íåçàëåæí³
ï³äçàäà÷³, ÿê³ ìîæóòü âèêîíóâàòèñÿ ïàðàëåëüíî.

Îñíîâíèé ïðèíöèï ðîçïàðàëåëþâàííÿ àëãîðèòìó ïîøóêó ëîêàëüíîãî
åêñòðåìóìó çàäà÷³ âèäó (1), (2) ´ðóíòóºòüñÿ íà òîìó, ùî phi-ôóíêö³¿ ñêëàäåíèõ
îá’ºêò³â º ìàêñèì³ííèìè ôóíêö³ÿìè, ùî äàº çìîãó ïðåäñòàâèòè ìíîæèíó äîïóñ-
òèìèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (1), (2) ó âèãëÿä³ îá’ºäíàííÿ ï³äìíîæèí, êîæíà ç ÿêèõ
îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é. Àëãîðèòì ôîðìóâàííÿ ï³äñèñ-
òåìè, ÿêèé çàäàº ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â ï³äçàäà÷³ ëîêàëüíî¿
îïòèì³çàö³¿, ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ ãðàôà ó ÿðóñíî-ïàðàëåëüí³é ôîðì³.
Äëÿ ÿðóñíî-ïàðàëåëüíî¿ ôîðìè àëãîðèòìó âàæëèâèì º òå, ùî îïåðàö³¿, ÿêèì
â³äïîâ³äàþòü âåðøèíè îäíîãî ÿðóñó, íå çàëåæàòü îäíà â³ä îäíî¿, ³ òîìó ìîæëè-
âîþ º ðåàë³çàö³ÿ àëãîðèòìó, â ÿê³é âîíè ìîæóòü áóòè âèêîíàí³ ïàðàëåëüíî.

Íà ðèñ. 1. íàâåäåíî ÿðóñíî-ïàðàëåëüíó ôîðìó àëãîðèòìó ôîðìóâàííÿ ï³äçàäà÷³
ëîêàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ çàäà÷³ îïòèìàëüíî¿ óïàêîâêè ñêëàäåíèõ îá’ºêò³â, íà êîæíîìó
ç ÷îòèðüîõ ÿðóñ³â ÿêîãî çàçíà÷åí³ ïðîöåäóðè ìîæóòü áóòè âèêîíàí³ ïàðàëåëüíî.

Íà ïåðøîìó ÿðóñ³ çíàõîäÿòüñÿ ïðîöåäóðè îá÷èñëåííÿ phi-ôóíêö³é (4) äëÿ
êîæíî¿ ïàðè ñêëàäåíèõ îá’ºêò³â Ti òà T j , i j I N, � . Äëÿ âèêîíàííÿ êîæíî¿ ïðîöå-
äóðè ïåðøîãî ÿðóñó íà äðóãîìó ÿðóñ³ âèêîíóºòüñÿ ïðîöåäóðà îá÷èñëåííÿ
phi-ôóíêö³é (8) äëÿ êîæíî¿ ïàðè áàçîâèõ îá’ºêò³â. Íà òðåòüîìó ÿðóñ³ äëÿ êîæíî¿
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Ôîðìóâàííÿ ï³äçàäà÷³

…

…
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ßðóñ 4. Îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ �s(u) (10), s � 1, 2, …, 	

ßðóñ 3. Îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ �(u) (9)

ßðóñ 2. Îá÷èñëåííÿ phi-ôóíêö³é 	k , k � 1, …, n, (8) äëÿ êîæíî¿ ïàðè áàçîâèõ îá’ºêò³â

ßðóñ 1. Îá÷èñëåííÿ phi-ôóíêö³é âèãëÿäó (4) äëÿ êîæíî¿ ïàðè ñêëàäåíèõ îá’ºêò³â Ti òà Tj , i, j � IN

Ðèñ. 1. ßðóñíî-ïàðàëåëüíà ôîðìà àëãîðèòìó ëîêàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿



ïðîöåäóðè äðóãîãî ÿðóñó âèêîíóþòüñÿ ïðîöåäóðè îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ ðîçì³ùåí-
íÿ (9). Íà ÷åòâåðòîìó ÿðóñ³ âèêîíóþòüñÿ ïðîöåäóðè îá÷èñëåííÿ ôóíêö³é (10),
ùî âèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ðîçì³ùåííÿ òðåòüîãî ÿðóñó.

Çàäà÷³ ïåðøèõ òðüîõ ÿðóñ³â ï³äòðèìóþòü ïàðàëåë³çì äàíèõ, îñê³ëüêè äëÿ
¿xíüîãî âèêîíàííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ îäíàêîâ³ îá÷èñëþâàëüí³ ïðîöåäóðè, àëå
íàä ð³çíèìè ìàñèâàìè äàíèõ. Çàäà÷³ ÷åòâåðòîãî ÿðóñó ï³äòðèìóþòü ïàðàëåë³çì
çàäà÷, îñê³ëüêè çàäà÷³ öüîãî ÿðóñó ðåàë³çóþòüñÿ îêðåìèìè ïðîöåäóðàìè íàä
îäíàêîâèìè ìàñèâàìè äàíèõ.

Äëÿ ðåàë³çàö³¿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü àëãîðèòìó ÿðóñíî-ïàðàëåëüíî¿ ôîðìè
íåîáõ³äíî çàáåçïå÷èòè ñèíõðîí³çàö³þ âèêîíàííÿ ïàðàëåëüíèõ çàäà÷ äðóãîãî òà
òðåòüîãî ÿðóñ³â, îñê³ëüêè ðåçóëüòàòè ïðîöåäóð öèõ ÿðóñ³â çàëåæàòü â³ä ðåçóëü-
òàò³â, îòðèìàíèõ íà òðåòüîìó òà ÷åòâåðòîìó ÿðóñàõ â³äïîâ³äíî.

Îòæå, äëÿ ðåàë³çàö³¿ ïðåäñòàâëåíî¿ ñõåìè ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü ïîòð³áíî çàñòî-
ñóâàòè ñó÷àñí³ çàñîáè, ÿê³ çàáåçïå÷àòü ïðîãðàìó ìåõàí³çìàìè àâòîìàòè÷íî¿ ãåíåðàö³¿
ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ïîòîê³â, ìàñøòàáóâàííÿ çàäà÷, ñèíõðîí³çàö³¿ ïîòîê³â.

ßê çàñ³á ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü îáðàíî á³áë³îòåêó ðîçïàðàëåëþâàííÿ çàäà÷
TPL (Task Parallel Library) äëÿ ïëàòôîðìè NET. Çà ðàõóíîê öüîãî ìîæíà çíà÷íî
âäîñêîíàëèòè áàãàòîïîòîêîâå ïðîãðàìóâàííÿ ó äâà áàçîâèõ ñïîñîáè. Ïî-ïåðøå,
âîíà ñïðîùóº ñòâîðåííÿ ³ çàñòîñóâàííÿ áàãàòüîõ ïîòîê³â, ïî-äðóãå, äàº çìîãó àâòî-
ìàòè÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ê³ëüêà ïðîöåñîð³â. Ç îãëÿäó íà ö³ äâ³ îñîáëèâîñò³
á³áë³îòåêà TPL ðåêîìåíäóºòüñÿ äî çàñòîñóâàííÿ äëÿ îðãàí³çàö³¿ áàãàòîïîòîêîâîãî
îáðîáëåííÿ, àäæå çàâäÿêè ¿ì ïîëåãøóºòüñÿ âèêîðèñòàííÿ ñèñòåìíèõ ðåñóðñ³â. Çàñ-
òîñîâóþ÷è TPL, ïàðàëåë³çì ó ïðîãðàìó ìîæíà ââåñòè äâîìà îñíîâíèìè ñïîñîáà-
ìè: çà äîïîìîãîþ ïàðàëåë³çìó äàíèõ òà ïàðàëåë³çìó çàäà÷. Á³áë³îòåêà TPL íàäàº
ìîæëèâ³ñòü àâòîìàòè÷íî ìàñøòàáóâàòè âèêîíàííÿ êîäó íà ê³ëüêà ïðîöåñîð³â òà
àâòîìàòè÷íî ðîçïîä³ëÿòè íàâàíòàæåííÿ ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì (applications) ì³æ
äîñòóïíèìè ïðîöåñîðàìè â äèíàì³÷íîìó ðåæèì³, âèêîðèñòîâóþ÷è ïóë ïîòîê³â
CLR, à òàêîæ çàéìàºòüñÿ ðîçïîä³ëîì ðîáîòè, ïëàíóâàííÿì ïîòîê³â, óïðàâë³ííÿì
ñòàíîì òà ³íøèìè íèçüêîð³âíåâèìè äåòàëÿìè.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ïîêàçàëè, ùî òåõíîëîã³¿, ÿê³ âèêî-
ðèñòîâóþòü ïàðàëåëüí³ îá÷èñëåííÿ íà ñèñòåìàõ ç³ ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ, çàáåçïå÷èëè
ñêîðî÷åííÿ âèòðàò ÷àñó íà ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ó ñåðåäíüîìó äî 50 %. Íà ðèñ. 2 íàâå-
äåíî ä³àãðàìó, ÿêà â³äîáðàæàº âèòðàòè ÷àñó íà ïîøóê ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïàêóâàííÿ íå-
îïóêëèõ íåîð³ºíòîâàíèõ áàãàòîãðàííèê³â ó êóáî¿ä ì³í³ìàëüíîãî îá’ºìó ³ç çàñòîñó-
âàííÿì òà áåç çàñòîñóâàííÿ òåõíîëîã³é ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü [27].

ßê âèäíî ç ä³àãðàìè, åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ òåõíîëîã³é ïàðàëåëüíèõ îá-
÷èñëåíü ñòàº á³ëüøîþ ç³ çðîñòàííÿì ê³ëüêîñò³ îá’ºêò³â. Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî
äëÿ ìàëî¿ ê³ëüêîñò³ îá’ºêò³â íàÿâí³ñòü âèòðàò íà îáñëóãîâóâàííÿ ïàðàëåëüíèõ îá-
÷èñëåíü çóìîâëþº çíèæåííÿ åôåêòèâíîñò³ ¿õíüîãî çàñòîñóâàííÿ.
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Ðèñ. 2. Âèòðàòè ÷àñó ó ñèñòåìàõ ç³ ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ



ÏÀÐÀËÅËÜÍ² ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß Ó ÑÈÑÒÅÌÀÕ Ç ÐÎÇÏÎÄ²ËÅÍÎÞ ÏÀÌ’ßÒÒÞ

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1), (2) çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü ñòðàòåã³þ ìóëüòèñòàð-
òó (multistart) [28–30], òîìó äëÿ îòðèìàííÿ êðàùèõ íàáëèæåíü äî ãëîáàëüíèõ
ðîçâ’ÿçê³â ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàí³ òåõíîëîã³¿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü ó ñèñòå-
ìàõ ç ðîçïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ (êëàñòåðí³ ñèñòåìè). Çîêðåìà, ïàðàëåëüíèé àëãî-
ðèòì íà îñíîâ³ ìóëüòèñòàðòó ðîçðîáëåíî äëÿ çàäà÷³ ð³âíîâàæíîãî ïàêóâàííÿ m

êðóã³â ³ç çàäàíèìè ðàä³óñàìè ri òà âàãàìè wi , i m�1, ,� , ó êðóã S ì³í³ìàëüíî-
ãî ðàä³óñà [30]. Çàäà÷³ ð³âíîâàæíîãî ïàêóâàííÿ ñ³ìåéñòâà êðóã³â S i , i m�1, ,� ,
â³äïîâ³äàº áàãàòîåêñòðåìàëüíà çàäà÷à íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ

r r
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�
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ìåæà øóêàíîãî ðàä³óñà. Ë³í³éí³ îáìåæåííÿ (17) îçíà÷àþòü, ùî öåíòð òÿæ³ííÿ
ñ³ìåéñòâà êðóã³â S i , i m�1, ,� , ëîêàë³çîâàíî ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ïàðàëåëüíèé àëãîðèòì çàïóñêàº ìíîæèííèé ïîøóê ëîêàëüíèõ åêñòðåìóì³â çà-
äà÷³ (14)–(18) çà äîïîìîãîþ r-àëãîðèòìó Øîðà [31–33]. Ðåàë³çàö³ÿ ïàðàëåëüíîãî àë-
ãîðèòìó âèêîðèñòîâóº ïðîöåäóðó «Master-Slave» íà ( )k �1 ïðîöåñîðàõ. Îäèí ç íèõ
îáèðàºòüñÿ «ïðîâ³äíèì» (Master) ïðîöåñîðîì, à ðåøòà k — «âåäåíèìè» (Slave).

Íà ïî÷àòêó îá÷èñëåíü ó Master-ïðîöåñîð³ âèïàäêîâèì ÷èíîì ãåíåðóþòüñÿ k

ñòàðòîâèõ òî÷îê ó êðóç³ ðàä³óñà R ri
i

m

�

�

�
1

, ÿê³ ïåðåñèëàþòüñÿ ó Slave-ïðîöåñîðè.

Slave-ïðîöåñîð çàéìàºòüñÿ ïîøóêîì ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó çàäà÷³ (14)–(18) äëÿ ñâîº¿
ñòàðòîâî¿ òî÷êè. ßê ò³ëüêè r-àëãîðèòì Øîðà çàê³í÷óº ðîáîòó íà ÿêîìóñü ç³ Slave-
ïðîöåñîð³â, ðåçóëüòàò ïîøóêó ïåðåäàºòüñÿ â Master-ïðîöåñîð. ßêùî ïðè öüîìó
çíàéäåíî ëîêàëüíèé ì³í³ìóì çàäà÷³ (14)–(18), òî çíà÷åííÿ ðàä³óñà çîâí³øíüîãî êðóãà
ïîð³âíþºòüñÿ ç íàéêðàùèì ³ç çíàéäåíèõ äî öüîãî ìîìåíòó çíà÷åííÿì r. ßêùî ðàä³óñ
ìåíøå r, òî â³í ñòàº íîâèì çíà÷åííÿì ³ çàïàì’ÿòîâóþòüñÿ â³äïîâ³äí³ éîìó êîîðäèíà-
òè öåíòð³â êðóã³â ( , )x y . Ïîò³ì Master-ïðîöåñîð ãåíåðóº íîâó ñòàðòîâó òî÷êó, ÿêà ïå-
ðåäàºòüñÿ äëÿ ÷åðãîâîãî ïîøóêó ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó â òîé Slave-ïðîöåñîð, äëÿ
ÿêîãî r-àëãîðèòì çàê³í÷èâ ðîáîòó. Ïðîöåñ çàâåðøóºòüñÿ, ÿêùî ïåðåâèùåíî çàäàíó
ê³ëüê³ñòü ñòàðòîâèõ òî÷îê àáî çàìîâëåíèé ÷àñ.

Ïðîãðàìíó ðåàë³çàö³þ ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó [34, 35] âèêîíàíî ìîâîþ
ïðîãðàìóâàííÿ Ñ++ ó ñåðåäîâèù³ ïàðàëåëüíîãî ïðîãðàìóâàííÿ MPI (Message
Passing Interface). ßê ãåíåðàòîð ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë ïðîãðàìà âèêîðèñòîâóº
ñòàíäàðòíó ôóíêö³þ rand ³ç á³áë³îòåêè Ñ++. Ïîøóê ëîêàëüíèõ ì³í³ìóì³â
çä³éñíþºòüñÿ ïðîãðàìíèì ìîäóëåì ralgb5 [33, ñ. 384, 385]. Ïàðàëåëüíà ïðîãðàìà
ïðèçíà÷åíà äëÿ ðîáîòè íà êëàñòåð³ ³ç ñåðåäîâèùåì MPI ï³ä êåðóâàííÿì îïå-
ðàö³éíî¿ ñèñòåìè Linux. Âîíà ìîæå ïðàöþâàòè ÿê íà îäíîìó ïðîöåñîð³, òàê ³ íà
áàãàòüîõ ïàðàëåëüíèõ ïðîöåñîðàõ.

Íà êëàñòåð³ ÑÊ²Ò-3 ²íñòèòóòó ê³áåðíåòèêè ³ìåí³ Â.Ì. Ãëóøêîâà ïðîâå-
äåíî äîñë³äæåííÿ ïðèñêîðåííÿ òà åôåêòèâíîñò³ ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó äëÿ çà-
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äà÷³ (14)–(18) äëÿ m � 40. Ê³ëüê³ñòü òî÷îê, ùî ãåíåðóþòüñÿ äëÿ ìåòîäó ìóëüòè-
ñòàðòó, äîð³âíþâàëa 50, à ê³ëüê³ñòü ïðîöåñîð³â êëàñòåðà âàð³þâàëàñÿ â³ä 1 äî 24.
Íà ðèñ. 3 òà 4 ïðåäñòàâëåíî ä³àãðàìè ïðèñêîðåííÿ ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó Pk

(ðèñ. 3) òà åôåêòèâíîñò³ ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó Ek (ðèñ. 4).

Ïàðàëåëüíå ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ P t tk k� 0 / , äå t0 —
÷àñ ðîáîòè ïîñë³äîâíîãî àëãîðèòìó, à tk — ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïàðàëåëüíèì
àëãîðèòìîì ç âèêîðèñòàííÿì k ïðîöåñîð³â, k n�1, ,� . Åôåêòèâí³ñòü ïàðàëåëüíî-
ãî àëãîðèòìó îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ E S kk k� / . Ç ä³àãðàìè âèïëèâàº, ùî
äëÿ ÷îòèðüîõ ïðîöåñîð³â ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çìåíøóºòüñÿ â 2.65 ðàçè, äëÿ
âîñüìè — ó 5.38 ðàçè, äëÿ ø³ñòíàäöÿòè — ó 7.87 ðàçè, à äëÿ äâàäöÿòè
÷îòèðüîõ — ó 9.37 ðàçè.

Íà ðèñ. 5 íàâåäåíî ä³àãðàìó, ÿêà â³äîáðàæàº çàëåæí³ñòü ÷àñó ðîçâ’ÿçàííÿ çà-
äà÷³ â³ä ê³ëüêîñò³ âèêîðèñòîâóâàíèõ ïðîöåñîð³â. Ç íå¿ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî, ïî÷è-
íàþ÷è ç 12 ïðîöåñîð³â, ïîäàëüøå äîäàâàííÿ ïðîöåñîð³â íå ÷èíèòü ³ñòîòíîãî
âïëèâó íà ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³. Öå ïîâ’ÿçàíî ç³ çðîñòàííÿì âòðàò íà îáì³íè
³íôîðìàö³ºþ ïðè çá³ëüøåíí³ ñòóïåíÿ ïàðàëåë³çìó. Çàãàëîì ïðèñêîðåííÿ òà åôåê-
òèâí³ñòü ïàðàëåëüíîãî àëãîðèòìó â³äïîâ³äàþòü ñòàíäàðòíèì õàðàêòåðèñòèêàì
äëÿ ïðîöåäóðè «Master-Slave», êîëè ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ êîæíî¿ îêðåìî¿ ï³äçàäà÷³ íà
Slave-ïðîöåñîð³ º ïîð³âíÿíî íåâåëèêèì.

Ïàðàëåëüíà ïðîãðàìà äàëà çìîãó ïîë³ïøèòè çíàéäåíå ó ðîáîò³ [30] çíà÷åííÿ
ðàä³óñà çîâí³øíüîãî êîëà r � 714.563 äëÿ ð³âíîâàæíî¿ óïàêîâêè 40 êðóã³â. Äâà

áëèçüêèõ çíà÷åííÿ r�
� 711.9252 òà r��

� 711.9522 (çìåíøåí³ á³ëüøå í³æ íà äâ³
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îäèíèö³) îòðèìàíî ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ 24 ïðîöåñîð³â ÑÊ²Ò-3 ³ 5000000 ñòàð-
òîâèõ òî÷îê [34]. Êîîðäèíàòè öåíòð³â ðîçòàøîâóâàíèõ êðóã³â íàâåäåíî â òàáë. 1

(ñòîâïö³ 4 ³ 5 â³äïîâ³äàþòü r�
� 711.9252, à ñòîâïö³ 6 ³ 7 — r��

� 711.9522). ×àñ
âèêîíàííÿ ïðîãðàìè â ïåðøîìó âèïàäêó ñòàíîâèâ 104762 ñ (ïðèáëèçíî 29 ãîä
10 õâ), à â äðóãîìó — 120910 ñ (ïðèáëèçíî 33 ãîä 30 õâ).
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Êîîðäèíàòè öåíòð³â ðîçòàøîâóâàíèõ êðóã³â äëÿ ¿õíüîãî ð³âíî-

âàæíîãî ïàêóâàííÿ: m � 40, r�
� 711.9252, r��

� 711.9522

i ri wi xi
�

yi
�

xi
� �

yi
� �

1 106 11 � 598.7338 93.0767 50.7008 � 211.0646

2 112 12 � 8.6709 � 223.7210 417.2515 �103.7310

3 98 9 � 47.9483 � 430.0152 � 605.3276 102.5470

4 105 11 � 424.4947 � 428.1792 130.1298 176.7494

5 93 8 �139.2399 187.0966 � 394.1751 477.2084

6 103 10 339.3850 � 495.2939 � 58.3472 606.1505

7 82 6 � 412.7108 146.7259 205.7851 �104.7966

8 93 8 136.4842 � 380.3600 283.7769 51.8631

9 117 13 592.8649 49.4694 � 354.9349 �164.0976

10 81 6 �186.7412 �149.2900 461.7161 84.0772

11 89 7 � 423.4067 456.9055 592.3418 192.8748

12 92 8 � 216.7105 � 342.7265 �146.5073 �193.3742

13 109 11 � 367.0216 � 209.2815 359.4074 484.1257

14 104 10 � 302.8163 306.2155 355.3129 235.4158

15 115 13 563.4406 �197.1153 � 586.6447 �110.4535

16 110 12 390.4387 � 53.2565 � 84.1099 194.8138

17 114 12 243.8727 326.4675 156.6935 577.0563

18 89 7 � 445.4699 � 27.4853 � 434.8079 25.7874

19 82 6 466.6679 423.1156 � 396.0844 � 465.1835

20 120 14 320.5037 � 273.0947 � 510.8747 299.0226

21 108 11 146.7110 � 581.3039 � 315.0662 182.2192

22 86 7 493.1765 � 385.4340 � 244.9335 576.0415

23 93 8 � 609.8479 �105.6127 � 11.9597 � 600.0933

24 100 10 552.6614 262.7126 �251.3826 � 354.7961

25 102 10 379.6380 158.4682 284.1286 � 271.2848

26 106 11 � 530.0235 293.6332 � 514.8889 � 319.4801

27 111 12 �102.4866 387.7584 � 212.4027 � 562.1643

28 107 11 � 256.6874 25.2136 14.7713 �1.1169

29 109 11 � 38.9945 601.6629 9.5224 405.3080

30 91 8 � 48.6834 � 619.0138 510.6637 353.2765

31 111 12 173.4128 � 94.9789 508.6244 � 320.0698

32 91 8 � 553.7740 � 280.8603 203.9259 358.3262

33 101 10 48.0307 237.7494 � 58.6326 � 411.7913

34 91 8 192.4937 111.2803 172.0081 � 596.6531

35 108 11 � 249.7244 549.8758 � 200.2283 � 0.7241

36 114 12 � 240.7383 � 547.3204 � 211.8952 378.7892

37 118 13 � 32.5944 5.0314 346.8533 � 482.1535

38 85 7 154.9182 607.4830 608.4048 �151.3693

39 87 7 85.4279 450.1455 624.6365 19.8631

40 98 9 318.2680 524.9854 140.3620 � 410.3213



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ çàñòîñîâàíî òåõíîëîã³¿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷

îïòèì³çàö³éíîãî ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ, ùî äàëî çìîãó â äåê³ëüêà ðàç³â çìåíøè-

òè âèòðàòè ÷àñó ï³ä ÷àñ ïîøóêó ëîêàëüíî îïòèìàëüíèõ ðîçì³ùåíü 2D òà 3D îá’ºêò³â

³ç çàñòîñóâàííÿì ñó÷àñíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ íåë³í³éíî-

ãî ïðîãðàìóâàííÿ òà îòðèìàòè êðàù³ ðåçóëüòàòè çà çíà÷åííÿì ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿.

Îñíîâí³ ïðèíöèïè ðîçïàðàëåëþâàííÿ àëãîðèòìó ïîøóêó ëîêàëüíîãî åêñòðåìó-
ìó çàäà÷³ âèäó (1), (2) ´ðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ òåõíîëîã³¿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñ-
ëåíü ó ñèñòåìàõ ç³ ñï³ëüíîþ ïàì’ÿòòþ òà â ñèñòåìàõ ç ðîçïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ (êëàñ-
òåðí³ ñèñòåìè). Ïåðøà òåõíîëîã³ÿ ´ðóíòóºòüñÿ íà òîìó, ùî phi-ôóíêö³¿ ñêëàäåíèõ
îá’ºêò³â º ìàêñèì³ííèìè ôóíêö³ÿìè. Öå äàº çìîãó ïðåäñòàâèòè ìíîæèíó äîïóñòè-
ìèõ ðîçâ’ÿçê³â îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ ó âèãëÿä³
îá’ºäíàííÿ ï³äìíîæèí, êîæíà ç ÿêèõ îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ íåð³âíîñòåé ç ãëàäêèìè
ôóíêö³ÿìè, òà ïîâíîþ ì³ðîþ âèêîðèñòàòè âñ³ ìîæëèâîñò³ á³áë³îòåêè ðîçïàðàëåëþ-
âàííÿ çàäà÷ TPL äëÿ ïëàòôîðìè .NET ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ ðîçðîáëåíîãî àëãîðèòìó.
Äðóãà òåõíîëîã³ÿ âèêîðèñòîâóº ñòðàòåã³þ ìóëüòèñòàðòó òà ìåòîäè ì³í³ì³çàö³¿ íå-
ãëàäêèõ ôóíêö³é ³ äàº çìîãó çàñòîñóâàòè íîâ³òíº ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ.
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Ò.Å. Ðîìàíîâà, Ï.È. Ñòåöþê, À.Ì. ×óãàé, Ñ.Á. Øåõîâöîâ
ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ
ÇÀÄÀ× ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñàíî ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíûõ âû-
÷èñëåíèé íà ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ äëÿ ðå-
øåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïåðâàÿ
òåõíîëîãèÿ áàçèðóåòñÿ íà ìàêñèìèííûõ ñâîéñòâàõ phi-ôóíêöèé äëÿ ñîñòàâ-
íûõ îáúåêòîâ, à âòîðàÿ òåõíîëîãèÿ èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ ìóëüòèñòàðòà è
ìåòîäû ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé. Ýòî ïîçâîëèëî â íåñêîëüêî ðàç
óìåíüøèòü çàòðàòû âðåìåíè ïðè ïîèñêå ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ðàçìåùåíèé
2D è 3D îáúåêòîâ è ïîëó÷èòü ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé
ôóíêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçìåùåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, phi-ôóíêöèÿ, íå-

ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

T.E. Romanova, P.I. Stetsyuk, A.M. Chugay, S.B. Shekhovtsov
PARALLEL COMPUTING TECHNOLOGIES FOR SOLVING OPTIMIZATION PROBLEMS
OF GEOMETRIC DESIGN

Abstract. The paper describes the use of parallel computing technologies on
systems with shared memory and distributed memory for solving optimization
geometric design problems. The first technology is based on the maxmin
properties of phi-functions for composed objects, and the second technology
uses the multi-start strategy and methods for minimizing non-smooth functions.
This made it possible to reduce several times the computational time spent in
searching for locally optimal placements of 2D and 3D objects and to get the
best results in terms of the objective function value.

Keywords: placement of geometric objects, phi-function, nonlinear programming,

parallel computing.
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