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Àííîòöèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû è èññëåäîâàíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ òðàíñôåðòîâ ïðè çàäàííûõ áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ïðåäñòàâëåíà êàê äâóõóðîâíåâàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à, ñîäåðæàùàÿ ëèíåéíûå çà-
äà÷è öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ. Ðàññìîòðåíû îïòèìèñòè÷åñ-
êàÿ è ïåññèìèñòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
îïòèìèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíûõ ðå-
øåíèé ïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íèæíåãî
óðîâíÿ íà îñíîâå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ îêðåñòíîñòåé. Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëü-
íîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé
çàäà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ àëãîðèòìàìè ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè, öåëî÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ,
ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, áóëåâûå ïåðåìåííûå, ëîêàëüíûé àëãîðèòì.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äâóõóðîâíåâûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ èíñòðóìåíòîì ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ñëîæíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ, ýêîëîãè÷åñêèõ è ôè-
íàíñîâûõ ñèñòåìàõ, èìåþùèõ, êàê ïðàâèëî, èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Àíàëèç
òàêèõ çàäà÷ íå óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè îáû÷íîé òåîðèè îïòèìèçàöèè è òðåáóåò
ðàçâèòèÿ íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ. Íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ïðîñòîòó
ïîñòàíîâîê, ðåøåíèå äàííûõ çàäà÷ âåñüìà ñëîæíî è çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èññëå-
äîâàíèé â äâóõóðîâíåâîì ïðîãðàììèðîâàíèè ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþ îòäåëü-
íûõ êëàññîâ çàäà÷, ðåøàåìûõ ýôôåêòèâíî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äèñêðåòíûå
äâóõóðîâíåâûå çàäà÷è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ôîðìèðîâàíèÿ è âûáîðà ðåøåíèé âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ,
ïîýòîìó òàêèå çàäà÷è àêòóàëüíû è òðåáóþò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû è èññëåäîâàíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òðàíñôåðòîâ ïðè çàäàííûõ áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ â öåëÿõ ìàêñè-
ìèçàöèè ñîöèàëüíîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìûå èåðàðõè÷åñêèìè äèñêðåòíû-
ìè ìîäåëÿìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
â [1–9] ðàññìîòðåíû ïåðåðàñïðåäåëèòåëüíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû ìåæáþäæåòíûõ
òðàíñôåðòîâ Óêðàèíû îòíîñèòåëüíî ñîêðàùåíèÿ ìåæðåãèîíàëüíîãî íåðàâåíñòâà äî-
õîäîâ ðåãèîíàëüíûõ áþäæåòîâ íà äóøó íàñåëåíèÿ; â [3–5] ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿ-
íèå ìåæáþäæåòíûõ òðàíñôåðòîâ íà óðîâåíü ôèíàíñèðîâàíèÿ îñíîâíûõ îòðàñëåé ñî-
öèàëüíîé èíôðàñòðóêòóðû: îáðàçîâàíèÿ, çäðàâîîõðàíåíèÿ è ñîöèàëüíîé çàùèòû,
à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû ïðåäëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïòèìèçàöèè ñèñòåìû ìåæ-
áþäæåòíûõ òðàíñôåðòîâ è íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé [2–4, 7].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñôåðòîâ ïðè çàäàí-
íûõ áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïðåäñòàâëåíà êàê äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à, ñîäåðæà-
ùàÿ ëèíåéíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó âåðõíåãî óðîâíÿ è ëèíåéíûå çàäà÷è öå-
ëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ, îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è âåðõíåãî
óðîâíÿ. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïòèìèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè äâóõóðîâíåâîé
çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ îêðåñòíîñòåé [10, 11] ïðåäëîæåí àëãîðèòì
íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ íèæíåãî óðîâíÿ. Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé çàäà-
÷è ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà [12].
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Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñôåðòîâ ïðè çàäàííûõ áþäæåòíûõ îãðà-
íè÷åíèÿõ â öåëÿõ ìàêñèìèçàöèè ñîöèàëüíîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ âêëþ÷àþòñÿ â øè-
ðîêèé êëàññ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûé ñ ðàñïðåäåëåíèåì îãðàíè÷åííûõ ðå-
ñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [13, 14]. Â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå ïðîáëå-
ìó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Èìååòñÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ýëåìåíòû êîòîðîé
âûðàáàòûâàþò, ïåðåäàþò èëè ïîòðåáëÿþò îäíîðîäíûé ðåñóðñ. Ýëåìåíòû ñèñ-
òåìû è ñâÿçè ìåæäó íèìè õàðàêòåðèçóþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè
îáúåìû ðåñóðñîâ, êîòîðûå ìîãóò öèðêóëèðîâàòü â ñèñòåìå. Çàäà÷à ñîñòîèò
â ïîèñêå òàêèõ äîïóñòèìûõ îáúåìîâ ðåñóðñîâ, ïðè êîòîðûõ êðèòåðèè îïòè-
ìàëüíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, ïðèíè-
ìàþò îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Âåðõíèé óðîâåíü â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (öåíòðàëüíîå ïðàâèòåëüñòâî, ðó-
êîâîäñòâî êîðïîðàöèè è äðóãèå) íå îïðåäåëÿåò ïîëíîñòüþ ïîâåäåíèå íèæíèõ
óðîâíåé èåðàðõèè (ìåñòíûå îðãàíû ñàìîóïðàâëåíèÿ, ôèëèàëû è äðóãèå). Ó êàæ-
äîãî óðîâíÿ èåðàðõèè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âëèÿòü òîëüêî íà ìíîæåñòâî äîïóñ-
òèìûõ ðåøåíèé íèæíèõ óðîâíåé, íî íå íà èõ êðèòåðèè. Öåëè ðàçíûõ óðîâíåé, êàê
ïðàâèëî, ìîãóò íå ñîâïàäàòü. Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â òàêèõ ñèñòåìàõ ñòðóê-
òóðèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûì ïðèíèìàåò ðåøåíèå âåðõíèé óðîâåíü èå-
ðàðõèè. Ýòî ðåøåíèå ïåðåäàåòñÿ íèæíèì óðîâíÿì. Êàæäûé óðîâåíü èåðàðõèè, ïî-
ëó÷èâ ðåøåíèÿ âûøåñòîÿùèõ óðîâíåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îãðàíè÷åíèÿ â çà-
äà÷àõ íèæåñòîÿùèõ óðîâíåé, ïðèíèìàåò ðåøåíèå, ïðåñëåäóÿ ñâîè öåëè, è
èñïîëüçóåò èìåþùèåñÿ ó íåãî âîçìîæíîñòè è ðåñóðñû. Äåÿòåëüíîñòü âñåé ñèñòåìû
íàïðàâëåíà íà äîñòèæåíèå îïðåäåëåííîé ãëîáàëüíîé öåëè. Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò
ðàáîòû âñåõ óðîâíåé èåðàðõèè. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîå ðåøåíèå
âåðõíåãî óðîâíÿ, êîòîðîå ïðèâîäèò ñèñòåìó ê äîñòèæåíèþ ãëîáàëüíîé öåëè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [14, 15] ïðèâåäåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó îäíîé çà-
äà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ.

Àäìèíèñòðàòèâíûé öåíòð (öåíòð óïðàâëåíèÿ, ïðàâèòåëüñòâî) R0 äîëæåí
ðàñïðåäåëèòü îãðàíè÷åííûé îáúåì ðåñóðñîâ ìåæäó ðåãèîíàìè (àäìèíèñòðàòèâ-
íî-òåððèòîðèàëüíûìè îáðàçîâàíèÿìè) R R Rm1 2, , ,� , êîòîðûå áóäóò èõ èñïîëü-
çîâàòü äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñîáñòâåííûõ íóæä (íàïðèìåð, ôèíàíñèðîâàíèå
îñíîâíûõ îáëàñòåé ñîöèàëüíîé èíôðàñòðóêòóðû: îáðàçîâàíèÿ, çäðàâîîõðàíåíèÿ,
ñîöèàëüíîé çàùèòû è äðóãèõ), ÷òî äàñò ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò ïî îïðåäåëåííûì
ðåãèîíàìè êðèòåðèÿì. Â äàííîé ìîäåëè ïîëàãàåì, ÷òî öåíòð R0 âëèÿåò òîëüêî íà
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ïîä÷èíåííûõ ðåãèîíîâ è íå îïðåäåëÿåò èõ
êðèòåðèè.

Ïóñòü öåíòð R0 âûäåëÿåò äëÿ êàæäîãî ðåãèîíà R i Ni m, � , N mm � { }1, ,� ,

âåêòîð ðåñóðñîâ x x x xi i i i� ( , , , )
1 2

�
�

, âêëþ÷àþùèé � íàèìåíîâàíèé, ò.å. öåíòð âû-

áèðàåò íàáîð x x x x m� ( , , , )1 2
� èç m âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

x i � 0, i N m� , x bi

i

m

�
� �

1

, ãäå b b b b� �( , , , )1 2 0� � — âåêòîð ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíûõ îáúåìîâ � ðåñóðñîâ öåíòðà. Êàæäûé ðåãèîí Ri , i N m� , èñõîäÿ èç âûáî-

ðà öåíòðà R0 , îïðåäåëÿåò âåêòîð y y y y Zi i i
n
i n� �( , , , )

1 2
� , óäîâëåòâîðÿþùèé íå-

ðàâåíñòâàì y A x g yi i i i i� 	 �, 0, g i � 0, x i � 0, Z n — ìíîæåñòâî

öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ â R n . Çäåñü âåêòîð yi èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîãðàììà,

âêëþ÷àþùàÿ ìåðîïðèÿòèÿ, ðåêîìåíäóåìûå ê âíåäðåíèþ â äàííîì ðåãèîíå Ri ;

y j Nj
i

n, � , — êîëè÷åñòâî j-õ ìåðîïðèÿòèé ïðîãðàììû yi ðåãèîíà Ri , êîòîðûå

áóäóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ, i N m� , j N n� ; A ai
kj
i� [ ] — ïðîèçâîäñòâåííàÿ (òåõíîëî-
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ãè÷åñêàÿ) ìàòðèöà äëÿ ðåãèîíà Ri ; a
kj
i — çàòðàòû k-ãî, k N� � , ðåñóðñà, íåîáõî-

äèìûå äëÿ âíåäðåíèÿ j-ãî ìåðîïðèÿòèÿ ïðîãðàììû yi ; g g g gi i i i� ( , , , )
1 2

�
�

—

âåêòîð îáúåìîâ � âèäîâ ñîáñòâåííûõ ðåñóðñîâ ðåãèîíà Ri .

Öåëåâóþ ôóíêöèþ öåíòðà R0 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f x y f x x y x y x c y xm m m i i i

i

0 0
1 1 1( , ) ( , , , ( ), , ( )) , ( ) ,� � 
 �

�

� �

1

m

�

ãäå c c c ci i
n
i� �( , , , )

1 2
0� — âåêòîð ïîëåçíîñòè äëÿ öåíòðà R0 îò âíåäðåíèÿ

ïðîãðàììû ìåðîïðèÿòèé, ðåêîìåíäóåìûõ äëÿ ðåãèîíà Ri ; 
 �c y xi i i, ( ) — ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ci è y xi i( ).

Öåëåâóþ ôóíêöèþ ðåãèîíà R i Ni m, � , îïðåäåëèì êàê

f x y x d y xi
i i i i i i( , ( )) , ( )� 
 �, i N m� ,

ãäå d d d di i i
n
i� �( , , , )

1 2
0� — âåêòîð ïîëåçíîñòè äëÿ ðåãèîíà R i Ni m, � , îò

âíåäðåíèÿ ñâîèõ ìåðîïðèÿòèé. Öåíòð R0 è êàæäûé ðåãèîí Ri ñòðåìÿòñÿ ìàê-
ñèìèçèðîâàòü ñâîè êðèòåðèè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé äâóõóðîâíåâóþ çàäà÷ó çàïèøåì
òàêèì îáðàçîì: íàéòè

max ( , ) , ( )f x y c y xi i i

i

m

0

1

� 
 �
�
� (1)

ïðè óñëîâèÿõ

x x x x X x R x i N x bm i i
m

i

i

m

� � � � � � �
�

�

�
�
��

�( , , , ) , , |1 2

1

0�
� , (2)

y x Y x f x y x y x G xi i
i

i
i

i i i i i
i

i( ) ( ) max ( , ( ))| ( ) ( )� � �Arg { }, (3)

G x y Z y A x g y g xi
i i n i i i i i i i( ) | , , ,� � � 	 � � �{ }0 0 0 , i N m� . (4)

Çäåñü G xi
i( ) — ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîãðàìì ìåðîïðèÿòèé ðåãèîíà Ri ïðè

âûäåëåííîì öåíòðîì R0 âåêòîðå ðåñóðñîâ x i . Îáîçíà÷èì G x G xi
i

i

m

( ) ( )�
�

�
1

, ãäå

G xi
i

i

m

( )

�
�

1

— äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ G xi
i( ) .

Îïèñàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1)–(4) (îáîçíà÷èì åå P L F( , )) ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷åé äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
çàäà÷à âåðõíåãî óðîâíÿ P L( )

max , ( ) | ( , , , )
 � � �
�

�

�
�
��

� c y x x x x x Xi i i

i

m
m

1

1 2
� ;

çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ P Fi ( )

max , ( ) | ( ) ( ){ }
 � �d y x y x G xi i i i i
i

i , i N m� .

Çäåñü y xi i( ) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ P Fi ( ) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì x Xi � . Ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñòèìûìè äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè

P L( ) âåðõíåãî óðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ, îïòèìàëüíûå äëÿ çàäà÷ P Fi ( ),

i N m� , íèæíåãî óðîâíÿ è óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì âåðõíåãî óðîâíÿ.

Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ P Fi ( ) íèæíåãî óðîâíÿ çàâèñÿò îò äîïóñòèìîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è P L( ) âåðõíåãî óðîâíÿ è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-
íèÿ åå öåëåâîé ôóíêöèè.
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ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ ÇÀÄÀ× ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæíî ïðî-
ñëåäèòü íà îñíîâå äâóõ èñòî÷íèêîâ. Ïåðâûé îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè òåîðèè èãð:
ïðè èçó÷åíèè ìîäåëåé îëèãîïîëèñòè÷åñêîãî ðûíêà Øòàêåëüáåðã [16] èñ-
ïîëüçîâàë èåðàðõèþ èãðîêîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïèñàòåëüíûõ ìîäåëåé ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé è óñòàíîâëåíèÿ òåîðåòèêî-èãðîâûõ ðàâíîâåñèé. Âòîðîé èíôîðìàöèîí-
íûé èñòî÷íèê îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå
âîçíèêëè çàäà÷è äâóõóðîâíåâîé îïòèìèçàöèè, ñîäåðæàùèå âëîæåííóþ çàäà÷ó
âíóòðåííåé îïòèìèçàöèè êàê îãðàíè÷åíèå çàäà÷è âíåøíåé îïòèìèçàöèè [17].
Ñ òîãî âðåìåíè ïîÿâèëñÿ çíà÷èòåëüíûé îáúåì ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé çàäà-
÷àì äâóõóðîâíåâîé îïòèìèçàöèè, èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ ïðî-
âîäÿòñÿ ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåî-
ðèè äâóõóðîâíåâîé îïòèìèçàöèè, ñîäåðæàòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â [16–26].

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãîýêñòðåìàëüíûìè è ñèëüíî NP-ñëîæíûìè [18, 24], äàæå åñëè âñå ôóíêöèè, âõî-
äÿùèå â èõ ôîðìóëèðîâêó, ëèíåéíû [19, 20]. Äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè òàêèõ ìîäåëåé âîçíèêàþò è â ñèëó âîçìîæíîé íååäèíñòâåííîñòè
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ íèæíåãî óðîâíÿ. Öåíòð R0 â òàêîì ñëó÷àå, ïðèíè-
ìàÿ ðåøåíèå, íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷-
íûì ïîñòàíîâêàì çàäà÷ äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òðåáóåò êîíêðåòè-
çàöèè ïîíÿòèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé î õàðàêòåðå ðåàêöèé ðåãèîíîâ Ri , i N m� , íà óïðàâëåíèå öåíòðà R0 .

Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ ðåãèîíîâ R i Ni m, � ,
(çàäà÷ íèæíåãî óðîâíÿ) íåîïðåäåëåííîñòü, âîçíèêàþùóþ íà âåðõíåì óðîâíå ïðè
îòñóòñòâèè ÿñíîñòè îòíîñèòåëüíî òîãî, êàêîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
íèæíåãî óðîâíÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü, ìîæíî ñíÿòü îïðåäåëåíèåì ðàçëè÷íûõ
ñòðàòåãèé, êîòîðûå ïðèìåíÿåò öåíòð R0 . Èçâåñòíû äâå îñíîâíûå ñòðàòåãèè:
îïòèìèñòè÷åñêàÿ è ïåññèìèñòè÷åñêàÿ [25–30].

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ îïòèìèñòè÷åñêîé ñòðàòåãèè ïðè íàëè÷èè íåñêîëü-
êèõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé íèæíåãî óðîâíÿ öåíòð R0 îæèäàåò, ÷òî ðåãèîíû âû-

áåðóò òàêèå ðåøåíèÿ y xi i( ) èç ìíîæåñòâ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Y xi
i( ), êîòîðûå

îáóñëîâÿò íàèëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ P L( )
äëÿ R0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

f x y x c y x c y x yi i i

i

m
i i i

i

m
i

0

1 1

( , ( )) , ( ) max , ( ) |� 
 � � 
 �
� �
� � ( ) ( )x Y xi

i
i�

�

�

�
�
�

.

Òîãäà åñòåñòâåííî, ÷òî öåíòð R0 áóäåò âûáèðàòü ñâîå ðåøåíèå ( , ( ))x y x èç
óñëîâèÿ

f x y x c y x x Xi i i

i

m

0

1

( , ( )) max , ( ) |� 
 � �
�

�

�
�
�

�
�
�

� 
 � �
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�max max , ( ) | ( ) ( ) |c y x y x Y x x Xi i i

i

m
i i

i
i

1��

�
�
�

��
.

Îïòèìèñòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïðåäïî-
ëàãàåò îïðåäåëåííóþ ñòåïåíü ñîòðóäíè÷åñòâà ìåæäó öåíòðîì è ðåãèîíàìè, ïîýòî-
ìó îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ( , ( ))x y x íàçûâàþò îïòèìàëüíûìè êîîïåðàòèâíûìè ðå-
øåíèÿìè. Îïòèìèñòè÷åñêèé ïîäõîä ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåññèìèñ-
òè÷åñêèì; â ñâÿçè ñ ýòèì áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî îïòèìèñòè÷åñêîé
âåðñèè çàäà÷è äâóõóðîâíåâîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ îïòèìèñòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷è ãàðàíòèðîâàííî ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ ðå-
ãóëÿðíîñòè è êîìïàêòíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ñëåäóþùåé òåîðåìå [26].
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Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå öåëåâóþ ôóíêöèþ è îãðàíè÷åíèÿ
äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è, äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, äîïóñòèìàÿ îáëàñòü çàäà÷è íèæíåãî
óðîâíÿ, îïèñûâàþùåé îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è äâóõóðîâíåâîé îïòèìèçàöèè, íå ïóñ-
òà, êîìïàêòíà è óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (îãðàíè÷åíèå êâàëèôèêàöèè) Ìàíãàñàðÿ-
íà–Ôðîìîâèöà âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ åå äîïóñòèìîé îáëàñòè, òî äâóõóðîâ-
íåâàÿ çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííî èìååò îïòèìèñòè÷åñêèé îïòèìóì ïðè óñëîâèè, ÷òî
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî åå äîïóñòèìîå ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå ïåññèìèñòè÷åñêîé ñòðàòåãèè ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ îïòèìàëü-
íûõ ðåøåíèé íèæíåãî óðîâíÿ öåíòð R0 ðåøàåò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, ïîëàãàÿ, ÷òî

ðåãèîíû ìîãóò âûáðàòü íàèõóäøåå äëÿ íåãî ðåøåíèå y xi i( ) èç îïòèìàëüíîãî

ìíîæåñòâà Y xi
i( ) , ÷òî ïðèâåäåò ê íåðàâåíñòâàì


 � � 
 �
� �
� �c y x c y xi i i

i

m
i i i

i

m

, ( ) , ( )

1 1

� �y Y xi
i

i( ), i N m� .

Â òàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ öåíòðà R0 íàèëó÷øèì áóäåò âûáîð x X� ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

f x y c y x y x Y xi i i

i

m
i i

i
i
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1

( , ) min , ( ) | ( ) ( )� 
 � �
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�

�
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�
��

�min , ( ) | ( ) ( )c y x y x Y xi i i

i

m
i i

i
i

1

� �x X .

Ïåññèìèñòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è íå ïðåäïîëàãàåò êà-
êîé-ëèáî ôîðìû ñîòðóäíè÷åñòâà ñ ðåãèîíàìè, ïîýòîìó åå îïòèìàëüíûå ðåøå-
íèÿ íàçûâàþò îïòèìàëüíûìè íåêîîïåðàòèâíûìè ðåøåíèÿìè. Ïåññèìèñòè÷åñ-
êèé ïîäõîä îòíîñèòåëüíî ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê âîçìóùåíèÿì èñõîäíûõ äàí-
íûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìèñòè÷åñêèì.

Ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
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èñõîäÿ èç êîòîðîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî, äåéñòâóÿ â óñëîâèÿõ ñîòðóäíè÷åñòâà,
öåíòð R0 ïîëó÷àåò áîëüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ÷åì ïðè ïåññèìèñòè-
÷åñêîé ñòðàòåãèè.

Â ñëó÷àå îïòèìèñòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè ñ âûïóêëîé çàäà÷åé íèæíåãî
óðîâíÿ äâóõóðîâíåâóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê îäíîóðîâíåâîé, èñïîëüçóÿ âàðèà-
öèîííîå íåðàâåíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäà÷å íèæíåãî óðîâíÿ. Îäíàêî òàêîå
ïðÿìîå ñâåäåíèå íåâîçìîæíî â ñëó÷àå ïåññèìèñòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè äâóõ-
óðîâíåâîé çàäà÷è. Ýòî ñîçäàåò çíà÷èòåëüíûå ïðîáëåìû ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ
äëÿ ðåøåíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêèõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷. Äëÿ êàæäîé ðåøàåìîé çà-
äà÷è îïòèìèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ íåîáõîäèìî îòñëåæèâàòü îïòèìàëüíîå ðåøå-
íèå íèæíåãî óðîâíÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ õóäøèì äëÿ âåðõíåãî. Ïî ñóòè, ýòî äåëàåò
ïåññèìèñòè÷åñêóþ äâóõóðîâíåâóþ îïòèìèçàöèþ òðåõóðîâíåâîé çàäà÷åé. Îòìå-
òèì, ÷òî ïðè ïåññèìèñòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâó-
þò ïðè áîëåå ñòðîãèõ äîïóùåíèÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåîðåìå 1.

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Äèñêðåòíûå çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïðå-
ðûâíûìè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè è íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûìè [31–33].
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Â ðàáîòå [25] ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâà è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ äèñêðåòíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ðàçíûõ ñèòóà-
öèÿõ, êîãäà ïåðåìåííûå âåðõíåãî è íèæíåãî óðîâíåé ïðèíàäëåæàò íåïðåðûâíûì
èëè äèñêðåòíûì ìíîæåñòâàì. Íî åñëè çàäà÷à íèæíåãî óðîâíÿ äèñêðåòíà, à çàäà÷à
âåðõíåãî óðîâíÿ íåïðåðûâíà, ñëîæíî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé è òàêèå, êîòîðûå ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü äî ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ñóùåñòâóåò ðàçëè÷èå ìåæäó çàäà÷àìè äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äèñ-
êðåòíûìè è íåïðåðûâíûìè çàäà÷àìè íèæíåãî óðîâíÿ íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî
óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, íî è ïîäõîäîâ
äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçíîãî âèäà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Åñëè çàäà÷à íèæíåãî óðîâ-
íÿ âûïóêëàÿ, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà-
÷è â îäíîóðîâíåâóþ. Ñèòóàöèÿ áóäåò èíîé, åñëè â çàäà÷àõ äâóõóðîâíåâîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ äèñêðåòíû. Â ýòîì ñëó÷àå
íå ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ òðàíñ-
ôîðìèðîâàíèÿ çàäà÷ íèæíåãî óðîâíÿ â ñèñòåìû íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé. Êðîìå
òîãî, íåëüçÿ îïðåäåëèòü ãðàíèöû îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè äâóõ-
óðîâíåâîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàÿ ðåëàêñèðîâàííóþ çàäà÷ó, ïîëó÷åííóþ áåç ó÷åòà
óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ.

Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà èçâåñòíûå ïîïûòêè ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ðåøå-
íèÿ äèñêðåòíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷, èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè îòêðûòû äëÿ
íîâûõ èäåé è ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó íè îäèí èç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ íå ïîä-
õîäèò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ.

ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÒÐÀÍÑÔÅÐÒÎÂ

Ñîäåðæàòåëüíî ñôîðìóëèðîâàííàÿ ðàíåå äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à P L F( , ) îòðàæà-
åò ñèòóàöèþ ïðèìåíåíèÿ îïòèìèñòè÷åñêîé ñòðàòåãèè, ò.å. åñëè ìíîæåñòâî

Y xi ( ), i N m� , íàèëó÷øèõ íàçíà÷åíèé ìåðîïðèÿòèé ïðîãðàììû ðåãèîíà Ri ñî-

äåðæèò áîëåå îäíîãî âàðèàíòà, òî ðåãèîí âûáèðàåò âàðèàíò, íàèáîëåå âûãîä-
íûé äëÿ öåíòðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è P L F( , ) â îïòèìèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå
ïðèìåíèì ïîäõîä, îïèñàííûé â [15] äëÿ çàäà÷ ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ñòàòüå çàäà÷è P Fi ( ), i N m� , íèæíåãî

óðîâíÿ äèñêðåòíû. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó P Ft
i ( ) äèñêðåòíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ íèæíåãî óðîâíÿ äëÿ ðåãèîíà Ri . Ïîëàãàåì âåêòîð x i çàâèñÿ-

ùèì îò ïàðàìåòðà t �[ , ]0 1 . Òàêèì îáðàçîì, èìååì

P F d y y G xt
i i i i

t
i i( ) : max , | ( ){ }
 � � ,

G x y Z y y A tx g x g tt
i i i n i i i i i i i( ) | , , , , [ , ]� � � � 	 � � �{ }0 0 0 0 1 .

Ïîëàãàåì x x x x b b bi i i i� �( , , , ) ( , , , )
1 2 1 2� �

� � . Ðåøåíèå çàäà÷è P Ft
i ( ) îáîçíà-

÷èì y xi i( ). Ïðîâåäåì ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç çàäà÷ P F i Nt
i

m( ), � , äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t �[ , ]0 1 , â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ðåøåíèÿ

y xi i( ) óêàçàííûõ çàäà÷ îñòàþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ðåøèâ m çàäà÷ âèäà

P F i Nt
i

m( ), � , t �[ , ]0 1 , íàõîäèì ðåøåíèÿ x x x x m� ( , , , )1 2
� çàäà÷è P L( )

âåðõíåãî óðîâíÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è
ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè, ïðèâåäåííîé äàëåå.

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

f x y x f x y x0 0( , ( )) ( , ( ))� , x X� ,

f x y x f x yi
i i i

i
i i( , ( )) ( , )� , y G xi i i� ( ), � �i Nm ,
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ñâèäåòåëüñòâóþùèå î òîì, ÷òî ( , , , ( ), , ( ))x x y x y xm m m1 1 1
� � — îïòèìàëü-

íîå ðåøåíèå äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è P L F( , ), åñëè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷
âåðõíåãî è íèæíåãî óðîâíåé äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîñòü.

Îïèøåì áîëåå äåòàëüíî ïðîöåññ ðåøåíèÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è P L F( , ).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó P Ft
i ( ), i N m� , íèæíåãî óðîâíÿ, ÿâëÿþùóþñÿ çàäà÷åé öåëî-

÷èñëåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì t �[ , ]0 1 â ïðàâûõ

÷àñòÿõ îãðàíè÷åíèé, îïèñûâàþùèõ åå äîïóñòèìóþ îáëàñòü G xt
i i( ). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî G xi i
0

( ) � �. Èç îïèñàíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ � �� �t t, [ , ]0 1 , òà-

êèõ, ÷òî � � ��t t , âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ G x G xt
i i

t
i i

� ���( ) ( ), ïîýòîìó G xt
i i( ) � �

äëÿ âñåõ t �[ , ]0 1 . Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî G xi i
1

( ) îãðàíè÷å-

íî, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíû è G xt
i i( ) ïðè âñåõ t �[ , ]0 1 . Äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ çàäà÷ âèäà P Ft
i ( ) èñïîëüçóåì ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïðèáëèæåí-

íîì ðåøåíèè ñåðèè çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ìåòîäîì íàïðàâëÿþùèõ îêðåñòíîñòåé [10, 11]. Ñëåäóÿ óêàçàííûì ðàáîòàì,
ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü S s Z s Zn n� � � � �{ }| ( , )� � 0 1 . Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ òî÷êó y Z n�

( y x x Z n� �, ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y x s� 	 � , ãäå s S� , � �Z1, � � 0. Ìíî-

æåñòâî Z n ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåêîòîðîé ìåòðèêîé

�( , )y z , îïðåäåëåííîé � �y z Z n, . Ïóñòü G — ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî â Z n .

Îêðåñòíîñòüþ O y rG ( , ) ñ öåíòðîì â òî÷êå y Z n� è ðàäèóñîì r � 0 íàçûâàþò

ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z G� , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó �( , )y z r� . Ïîä íà-
ïðàâëÿþùåé îêðåñòíîñòüþ S r ðàäèóñà r � 0 áóäåì ïîíèìàòü ïîäìíîæåñòâî òåõ
ýëåìåíòîâ èç S , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè O x r

Z n ( , )0 , ãäå x0 — íóëåâîé

ýëåìåíò â Z n . Äëÿ ëþáîé òî÷êè y Zi n� â íàïðàâëÿþùåé îêðåñòíîñòè S r âûäå-

ëèì ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé, âåäóùèõ ê âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè

çàäà÷è P Ft
i ( ):

S y s S d s y s a y s g N xr
i

r
i i i i i( ) | , , , , :� � 
 � � 	 � 
 	 � � � �{ 0 0 � � � � �

i � 0},

ãäå a i
� — �-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A i , � � N � .

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà ~ ( )y G xi
t
i i� ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

ôóíêöèè f x y x d y xi
i i i i i i( , ( )) , ( )� 
 � îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè O y r

G
i

t
i (~ , ) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà â òî÷êå ~y i íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ïîäõîäÿùåãî íàïðàâ-

ëåíèÿ s S yr
i� ( ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ [11] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè òî÷êà ~ ( ) max , | ( )y x d y y G xi i i i i
t
i i� 
 � � �arg { } îòíîñè-

òåëüíî îêðåñòíîñòè ðàäèóñà r ïðè ôèêñèðîâàííîì � �t [ , ]0 1 , òî ~ ( )y xi i ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ìàêñèìóìà îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè ðàäèóñà r äëÿ âñåõ t t t�[ , ) (è òîëü-
êî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà):

t
a y g

x
x

i i i

i

i�

 � �

� � �
�

�

��

�
�
�

��
max

, ~
,� �

�

� �0 1 � ,

t

a y s g

x
x

s S y

i i i i

i

i

r
i�


 	 � �
� � �

�

�

�
min max

, ~
,

( ~ )

� �

�

� �0 1 �

��

�
�
�

��
� �

	 �

�


�

�
�

, (~ ) ,åñëè

â ïðîòèâíîì ñëó àå,

S yr
i

�

ïðè ýòîì t t t� �� .
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Îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è

P Ft
i ( ) íèæíåãî óðîâíÿ, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ

îêðåñòíîñòåé [11].

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È P Ft

i ( )

1. Âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ~ ,y Gi i0
0

� è çàäàåì öåëî÷èñëåííûé ðàäè-

óñ r � 0. Ïîëàãàåì k �1, t0 0� .

2. Íà êàæäîé k-é (k � �1 2, , ) èòåðàöèè àëãîðèòìà ïðèìåíÿåì äëÿ ïîèñêà ëî-

êàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è P Fi ( ) ïðè t tk� �1 ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ îêðåñòíîñòåé,

çàäàâàÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ y yi i k, ,~0 1� � . Â ðåçóëüòàòå íà íåêî-

òîðîì h-ì øàãå åãî ðàáîòû ïîëó÷àåì òî÷êó yi h, ìàêñèìóìà ôóíêöèè f yi( )

îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè ðàäèóñà r.

3. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíû

t
a y g

x
k

i i h i

i
�


 � �
� �

�

�

��

�
�
�

��
max

,
,

,
� �

�

�1 � , (5)

t

a y s g

xk s S y

i i h i

i
r

i h�

 	 � �

� �
�

�

��

�

�
min max

,

( )

,

,

� �

�

�, 1 ��
�

��
� �

	 �

�


�

�
�

, ( ) ,,åñëè

â ïðîòèâíîì ñëó àå,

S yr
i h

�

(6)

òàêèå, ÷òî yi h, áóäåò òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f yi
i( ) äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé t t tk k�[ , ). Ïîëàãàåì ~ , ,y yi k i h� . Åñëè tk � 1, òî çàìåíÿåì k íà k 	1 è

ïåðåõîäèì ê ï. 2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ê ï. 4.

4. Ðàáîòà ïî àëãîðèòìó çàêàí÷èâàåòñÿ, ïîñêîëüêó èññëåäîâàí âåñü îòðåçîê [ , ]0 1
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t .

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ëîêàëü-

íûõ ìàêñèìóìîâ ~ , ~ , , ~ , ..., , ,y y yi i i k1 2
� è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èíòåðâàëîâ [ , ), [ , ), , [ , ), ...t t t t t tk k1 1 2 2 � òàêèõ, ÷òî ~ ,y i k — òî÷êà ëîêàëüíî-

ãî ìàêñèìóìà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t èç èíòåðâàëà [ , )t tk k , k �1 2, ,� Ñîãëàñíî [11]
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }t k è { }tk çíà÷åíèé t, ïîñòðîåííûå ïî ôîð-

ìóëàì (5), (6) ñîãëàñíî àëãîðèòìó ðåøåíèÿ çàäà÷è P Ft
i ( ), êîíå÷íû, à êîëè÷åñòâî

èòåðàöèé àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû h f y d si
i i� � 
 �( (~ )) / min , |,� 1 { s S r� ,


 � �d si , 0}, ãäå � — ïîñòîÿííîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî f yi
i( ) � � äëÿ âñåõ

y G xi i i�
1

( ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå äëÿ çàäà÷è P Ft
i ( ) óñëîâèé x i

� � 0, � � N � ,

âëå÷åò çà ñîáîé ïîñòðîåíèå ñîãëàñíî àëãîðèòìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }~ ,y i k ëî-

êàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è P Ft
i ( ), ÿâëÿþùåéñÿ îäíîâðåìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òüþ òî÷åê èç îáëàñòè G xi i
1

( ). Ïîñêîëüêó ïåðåõîä îò òî÷êè ê òî÷êå îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè f x y xi
i i i( , ( )) �

� 
 �d y xi i i, ( ) (ò.å. âäîëü ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé âîçðàñòàíèÿ), âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà

f y f y f y f yi
i

i
i

i
i k

i
i k(~ ) (~ ) (~ ) (~ ), , , ,1 2 1� � � � �	

� � ,

f y f y d s s S d si
k

i
k i

r
i(~ ) (~ ) min{ , | , ,	 � � 
 � � 
 � �1 0} � �k 1 2, ,�
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Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà G xi i
1

( ) èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñëåäó-

åò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ P Ft
i ( ) íèæíåãî

óðîâíÿ äëÿ êàæäîãî ðåãèîíà R i Ni m, � , ïîëó÷èëè ìíîæåñòâà
~

( )Y xi
i �

� �{ }~ ( ), , ,,y x k qi k i
i1 � , i N m� , ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé è ñîîòâåòñòâó-

þùèõ èì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà T t t k qi
k
i

k
i

i� �{ }, , , ,1 � , i N m� , ïðè êîòîðûõ ðå-

øåíèÿ ñîõðàíÿþò îïòèìàëüíîñòü. Çäåñü qi — ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
~

( )Y xi
i ,

i N m� . Äàëåå ñðåäè ðåøåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ âî ìíîæåñòâàõ
~

( )Y xi
i , i N m� , íóæ-

íî âûáðàòü òå ðåøåíèÿ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè çà-
äà÷è P L( ) âåðõíåãî óðîâíÿ ïðè åå îãðàíè÷åíèÿõ, ò.å. ðåøèòü çàäà÷ó

max , ~ ( ) | ~ ( )
~

( ), , ( , , ,
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Òàêîé âûáîð ìîæíî îñóùåñòâèòü íà îñíîâå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè

max , ~ ,
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��
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z i Nik

k

q

m

i

� �
�
�

1

1, , (9)

z
y Y

ik

i k
i� 1, ~ ~,åñëè ðåøåíèå âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà ( ),

,

x i

0 â ïðîòèâíîì ñëó àå�

�

�

(10)

i N k Nm qi
� �, .

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (7)–(10) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó òðóäíîðåøàåìûõ çà-
äà÷ [12], ïîýòîìó íàéòè ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ åå òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ ñëîæíî. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïåðåìåííû-
ìè, øèðîêî ïðåäñòàâëåííûå â [12, 34]. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è P L F( , ) âûáèðàåì òå âåêòîðû ~ ~,y Yi k
i� , i N m� ,

k qi�1, ,� , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ zik �1. Âåêòîðû ~x i ,

i N m� , âû÷èñëÿåì òàêèì îáðàçîì: ~x t bi
k
i� , i N m� , k N qi

� , ãäå t Tk
i i� .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäîâàíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñôåðòîâ
ïðè çàäàííûõ áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ â öåëÿõ ìàêñèìèçàöèè ñîöèàëüíîãî
áëàãîñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëåííîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì êðèòåðèåì. Ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóõóðîâíåâîé ëèíåéíîé çàäà÷è, ñî-
äåðæàùåé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ, îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðè çàäàíèè îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çà-
äà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ. Ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå ïîäõîä ê ðåøåíèþ îïòèìèñòè-
÷åñêîé ïîñòàíîâêè äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæåííûå
ðåøåíèÿ äâóõóðîâíåâûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñðåä.
Òàêæå îäíî èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé — äâóõóðîâíåâàÿ ìíîãîêðèòåðè-
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àëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, îòêðûâàþùàÿ âîçìîæíîñòè äëÿ íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé, ïîðîæäàåìûõ çíà÷èòåëüíûì êîëè÷åñòâîì ñîâðåìåí-
íûõ ïðèëîæåíèé.
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².Â. Ñåðã³ºíêî, Í.Â. Ñåìåíîâà, Â.Â. Ñåìåíîâ
ÄÂÎÐ²ÂÍÅÂÀ ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ Ì²ÆÁÞÄÆÅÒÍÈÕ ÒÐÀÍÑÔÅÐÒ²Â
²Ç ÇÀÄÀÍÈÌÈ ÎÁÌÅÆÅÍÍßÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ñôîðìóëüîâàíî ³ äîñë³äæåíî çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ðîçïîä³ëó
òðàíñôåðò³â ³ç çàäàíèìè áþäæåòíèìè îáìåæåííÿìè. Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü
ïðåäñòàâëåíî ÿê äâîð³âíåâó ë³í³éíó çàäà÷ó, ùî ì³ñòèòü ë³í³éí³ çàäà÷³ ö³ëî-
÷èñëîâî¿ îïòèì³çàö³¿ íèæíüîãî ð³âíÿ. Ðîçãëÿíóòî îïòèì³ñòè÷íó ³ ïå-
ñèì³ñòè÷íó ïîñòàíîâêè çàäà÷³. Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ îïòèì³ñòè÷íî¿
ïîñòàíîâêè çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ëîêàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïà-
ðàìåòðè÷íèõ çàäà÷ ö³ëî÷èñëîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ íèæíüîãî ð³âíÿ íà îñíîâ³
ìåòîäó íàïðÿìíèõ îêîë³â. Ðîçâ’ÿçàííÿ äîïîì³æíî¿ ö³ëî÷èñëîâî¿ çàäà÷³ ç áó-
ëåâèìè çì³ííèìè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ âåðõíüîãî ð³âíÿ
çä³éñíþºòüñÿ àëãîðèòìàìè ëîêàëüíîãî ïîøóêó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äâîð³âíåâà îïòèì³çàö³éíà çàäà÷à, ö³ëî÷èñëîâà îïòèì³çàö³ÿ,
ïàðàìåòðè÷íå ïðîãðàìóâàííÿ, áóëåâ³ çì³íí³, ëîêàëüíèé àëãîðèòì.

I.V. Sergienko, N.V. Semenova, V.V. Semenov
BILEVEL OPTIMIZATION PROBLEMS OF DISTRIBUTION OF INTERBUDGETARY
TRANSFERS UNDER GIVEN LIMITATIONS

Abstract. The problems of optimal distributing of transfers within given budget
limitations are defined and investigated. The mathematical model is presented as
a bilevel linear optimization problem that contain linear problems of integer
optimization at the bottom level. Both optimistic and pessimistic versions of the
problem were considered. For the approximate solution of the optimistic version
the algorithm of finding local solutions for parametric lower-level integer
programming problems on the basis of the method of directing neighborhoods
was proposed. The auxiliary integer programming problem with Boolean
variables of a higher level is solved based on local algorithms.

Keywords: bilevel optimization problem, integer optimization, parametric
programming, Boolean variables, local algorithm.
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