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ÌÀÊÑÈÌÈÇÈÐÓÞÙÈÅ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÛ Â ÇÀÄÀ×Å ÏÐÈÍßÒÈß
ÐÅØÅÍÈÉ Ñ ÖÅËÅÂÛÌ ÍÅ×ÅÒÊÈÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ ÒÈÏÀ-2

Àííîòàöèÿ. Ïîäõîä Áåëëìàíà è Çàäå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé, êîòîðàÿ çàäàíà íà íå÷åòêèõ ìíîæåñòâàõ òèïà-2 (ÍÌÒ-2). Îïðåäåëåíî
ÍÌÒ-2 ðåøåíèé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñ-
òè àëüòåðíàòèâ èñïîëüçîâàíî ðàñøèðåíèå îòíîøåíèÿ åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà
íà êëàññ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ. Íà îñíîâå ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ïî-
ñòðîåíî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ. Ââåäåíî ïîíÿòèå
íåäîìèíèðóåìîé àëüòåðíàòèâû óðîâíÿ � . Ïîêàçàíî, ÷òî åå ìîæíî ïîëó÷èòü
èç îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, â êîòîðîé ìàêñèìèçèðóåòñÿ ïåðâè÷íàÿ ñòåïåíü
ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé ïðè îãðàíè÷åííîé âòîðè÷íîé ñòåïåíè.
Èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ óðîâíÿ
� � 1. Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à âûáîðà àëüòåðíàòèâ ïî äâóì êðèòåðèÿì (ïåð-
âè÷íîé è âòîðè÷íîé ñòåïåíÿì ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, íå÷åòêîå ìíîæåñòâî òèïà-2, íå÷åò-
êîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ïðèíÿòèå ðåøåíèé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîäõîä Bellman è Zadeh [1] ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ íå÷åòêî îïðåäåëåííîé öåëüþ

ñîñòîèò â òîì, ÷òî öåëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ àëüòåð-

íàòèâ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðàâíîïðàâíûå íå÷åòêèå ìíîæåñòâà íåêîòîðîãî

óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ. Ýòî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàé-

òè ðåøåíèå çàäà÷è.

Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà ïîêàçàëî åãî âûñîêóþ ýôôåê-

òèâíîñòü è øèðîòó ñïåêòðà ïðèìåíåíèÿ. Îí äàë èìïóëüñ äëÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ íå÷åòêîé èíôîðìàöèè ðàçëè÷íîé ïðèðî-

äû. Ìîäåëè è ìåòîäû íå÷åòêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ õîðîøî ðàçâè-

òû. Áîëåå äåòàëüíî äîñòèæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè îïèñàíû â [2–4].

Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ôîðìàëèçàöèè íåîïðå-

äåëåííîñòè â îïèñàíèè çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ïîäõîäå Bellman è Zadeh, îäíà-

êî è îíè ìîãóò áûòü íåîïðåäåëåííûìè. Mendel è John â [5] îòìåòèëè, ÷òî ñóùåñòâó-

åò ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå èñòî÷íèêà íåîïðåäåëåííîñòåé â êëàññè÷åñêèõ íå÷åòêèõ

ìíîæåñòâàõ Ýòî, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ñëîâ, èñïîëüçóåìûõ â îïèñàíèè íå÷åòêèõ ìíî-

æåñòâ (ñëîâà èìåþò ðàçëè÷íûé ñìûñë äëÿ ðàçíûõ ëþäåé). Ïðè÷èíîé íåîïðåäåëåí-

íîñòè ìîæåò áûòü òàêæå íåîäíîçíà÷íîñòü ìíåíèé ðàçëè÷íûõ ýêñïåðòîâ. Êðîìå ýòî-

ãî, îíà îáóñëîâëåíà êàê øóìàìè èçìåðåíèé, òàê è øóìàìè äàííûõ. Âñå ýòî ïðèâî-

äèò ê íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà. Òàêèå

íåîïðåäåëåííîñòè ìîãóò ìîäåëèðîâàòü íå÷åòêèå ìíîæåñòâà òèïà-2 (ÍÌÒ-2), ïî-

ñêîëüêó èõ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ñàìè ïî ñåáå íå÷åòêèå. Â òî æå âðåìÿ ÍÌÒ-2

òðóäíî èíòåðïðåòèðîâàòü è èõ èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíî áîëåå ñëîæíî. Íå-

ñìîòðÿ íà ýòè ïðîáëåìû, ÍÌÒ-2 øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà òèïà-2 ââåäåíû Zadeh â 1971 ã. [6] êàê ðàñøèðåíèå êëàñ-

ñè÷åñêèõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (òèïà-1). Ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòîâ íå-

÷åòêèõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì â èíòåðâàëå [0, 1], à ñòåïåíü ïðèíàä-

ëåæíîñòè ýëåìåíòîâ ÍÌÒ-2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷åòêîå ìíîæåñòâî íà [0, 1].
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Ïîýòîìó ÍÌÒ-2 A [7, 8] — îòîáðàæåíèå A X: [ , ][ , ]� 0 1 0 1 . Mendel è John â [8]

äàëè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå íà èäåÿõ Karnik è Mendel [9].

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî òèïà-2 A õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè

òèïà-2 (ÔÏÒ-2) ~ ( , )�A x y , ãäå x X� , y Y x� �( ) [ , ]0 1 , ò.å. A x x y x XA� �{( , ~ ( , )): ,�

y Y x� �( ) [ , ]0 1 }. Çíà÷åíèå y Y x� �( ) [ , ]0 1 íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íîé ñòåïåíüþ ïðè-

íàäëåæíîñòè, à ~ ( , )�A x y — âòîðè÷íîé îöåíêîé (ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè).

Èíîãäà ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü äàííîå îïðåäåëåíèå ñ çàìå÷àíèÿìè Harding,

Walker, Walker [10] è Aisbett, Rickard, Morgenthaler [11], â êîòîðûõ ïîíÿòèå

ÍÌÒ-2 A õàðàêòåðèçóåòñÿ ÔÏÒ-2

�
�

A
Ax y

x y y Y x
( , )

~ ( , ), ( ),
�

��
�
�0 â ïðîòèâíîì ñëó àå,�

ãäå x X� , êîòîðàÿ ðàñøèðåíà íà Y � [ , ]0 1 . Îòñþäà A x x y x XA� �{( , ( , )): ,�
y Y� � [ , ]0 1 }.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ X . Íå÷åòêóþ öåëü â X îáîçíà÷èì G .
Ïóñòü îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè �G x( ). Ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ àëüòåðíàòèâ â X ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè �F x( ) îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F .
Ñîãëàñíî ïîäõîäó Bellman è Zadeh [1] íå÷åòêîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê íå÷åò-
êîå ìíîæåñòâî D , ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ F è G ñ ôóíêöèåé ïðè-
íàäëåæíîñòè � � �D F Gx x x( ) min ( ), ( )� { }. «Îïòèìàëüíûì» ðåøåíèåì ñ÷èòàþò
ëþáóþ àëüòåðíàòèâó â X , êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò �D x( ); åå íàçûâàþò ìàêñèìè-
çèðóþùåé àëüòåðíàòèâîé.

Ïóñòü X — íàáîð àëüòåðíàòèâ; ÍÌÒ-2 G ñ ÔÏÒ-2 �G x y( , ), x X� ,
y Y� � [ , ]0 1 , — öåëü â X . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ÍÌÒ-2 F äîïóñòèìûõ àëüòåð-
íàòèâ â X , êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ÔÏÒ-2 �F x y( , ), x X� , y Y� � [ , ]0 1 . Íå÷åò-
êîå ðåøåíèå D îïðåäåëèì êàê ÍÌÒ-2, âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ F
è G. Ñîãëàñíî [7]

� � � �
� �

D
u u y

F Gx y x u x( , ) max min ( , ), ( , )
, [ , ]; min ,

�
� �0 1 { }

{ }, x X� , y Y� � [ , ],0 1 (1)

ÿâëÿåòñÿ åãî ÔÏÒ-2.
Êàêóþ àëüòåðíàòèâó â X ñëåäóåò âûáðàòü â êà÷åñòâå ìàêñèìèçèðóþùåé?

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü íà óíèâåðñàëüíîì ìíîæåñòâå X � [ , ]0 16 çàäàíû ÍÌÒ-2 äî-

ïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F è öåëè G ñ ÔÏÒ-2 ñîîòâåòñòâåííî �F x y( , ) è �G x y( , ),
x X� , y Y� � [ , ]0 1 , ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
{0,5; 1}. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè óðîâíåé 0,5 (òîíêèå) è 1,0 (æèðíûå)
ÔÏÒ-2: ÍÌÒ-2 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F (ñïëîøíûå ëèíèè) è ÍÌÒ-2 öåëè G
(øòðèõîâûå ëèíèè). Íå÷åòêèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò ÍÌÒ-2 D F G� 	 ,
ÔÏÒ-2 êîòîðîãî èìååò ëèíèè óðîâíåé 0,5 (òîíêèå) è 1,0 (æèðíûå), èçîáðàæåí-
íûå íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî àëüòåðíàòèâà x � 5 èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïåðâè÷íóþ
ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé, ðàâíóþ 0,75 ñ âòîðè÷íîé îöåíêîé,
ðàâíîé 0,5, à àëüòåðíàòèâà x � 6 — ìàêñèìàëüíóþ ïåðâè÷íóþ ñòåïåíü ïðèíàä-
ëåæíîñòè, ðàâíóþ 0,25 ñ âòîðè÷íîé îöåíêîé, ðàâíîé 1. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêóþ
àëüòåðíàòèâó âûáðàòü — ïåðâóþ, âòîðóþ èëè, âîçìîæíî, åùå êàêóþ-íèáóäü?

Ïîñêîëüêó äëÿ àëüòåðíàòèâ x X� ìíîæåñòâà FY x y x y
D

y Y x

D( ) ( , ( , ))

( )

�
�
� � ñòå-

ïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 D íå÷åòêèå (íàïðèìåð, FYD ( ) ( ; ); ( , ; , )5 0 1 0 75 0 5� { }
äëÿ àëüòåðíàòèâû x � 5 è FYD ( ) ( , ; ); ( , ; , )6 0 25 1 0 5 0 5� { } äëÿ àëüòåðíàòèâû x � 6), äëÿ
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ìåòîä èõ ñðàâíåíèÿ.
Òîãäà àëüòåðíàòèâó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò «ëó÷øåå» èç íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ñòå-
ïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåíèåì ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è âû-
áîðà ìàêñèìèçèðóþùåé àëüòåðíàòèâû.
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Â ñëó÷àå, êîãäà íå÷åòêèå ìíîæåñòâà ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü íå÷åòêèìè ÷èñëàìè, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû
ðàíæèðîâàíèÿ, èññëåäîâàííûå â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò âñëåäñòâèå èõ ïðèìåíå-
íèÿ â íå÷åòêîé îïòèìèçàöèè. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ñðàâíåíèþ íå-
÷åòêèõ ÷èñåë [12], ÷òî ìîæíî îáúÿñíèòü øèðîêîé îáëàñòüþ èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

Òåì íå ìåíåå íå÷åòêèå ìíîæåñòâà ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ìîãóò
áûòü áîëåå îáùåãî âèäà: íàïðèìåð, êîãäà ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè ïðèíèìàþò äèñ-
êðåòíûå çíà÷åíèÿ, êàê â ïðèìåðå 1. Òàêèå ÍÌÒ-2 òàêæå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå
îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ñ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì
îïåðàíäîâ [13–16]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé ÍÌÒ-2.

ÍÅ×ÅÒÊÎÅ ÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [17], êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Íå÷åòêèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ (ÍÎÏ) R íà X íàçûâàåòñÿ íå÷åòêîå ïîä-
ìíîæåñòâî äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ X X
 ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè
� R X X: [ , ]
 � 0 1 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÍÎÏ ðåôëåêñèâíî, ò.å. � R x x( , ) �1� �x X .

Íå÷åòêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ R ïîðîæäàåò íå÷åòêîå îòíîøåíèå ñòðî-

ãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ S R R� �\ 1 ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè �S x y( , ) �

� �max , ( , ) ( , ){ }0 � �R Rx y y x � �x y X, .

Íà X ñ ÍÎÏ R çàäàäèì ìíîæåñòâî ND íåäîìèíèðóåìûõ (îïòèìàëüíûõ ïî

Ïàðåòî) àëüòåðíàòèâ ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè

� � �ND
y X

S
y X

Sx x y x y( ) min ( , ) max ( , )� � � � �
� �

{ }1 1

� � �
�

1 max ( , ) ( , )
y X

R Ry x x y{ }� � . (2)

Çíà÷åíèå � ND x( ) ïîíèìàåòñÿ êàê ñòåïåíü, ñ êîòîðîé àëüòåðíàòèâó x íå äîìè-

íèðóåò íè îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà X .

Â êîíòåêñòå ïðîáëåì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé àëüòåðíàòèâû, èìåþùèå ñòåïåíü ïðèíàä-

ëåæíîñòè íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó ND íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ, ðàâíóþ 1, ïðåä-

ñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ. Îíè íàçûâàþòñÿ ÷åòêî íåäîìèíèðóåìûìè àëüòåðíàòèâàìè.

ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÍÅ×ÅÒÊÎÃÎ ÎÒÍÎØÅÍÈß ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß
ÍÀ ÊËÀÑÑ ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ôîðìàëüíî äàííóþ ïðîáëåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü �F Y Y: [ , ]
 � 0 1 — ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ÍÎÏ F , çàäàííîãî íà
óíèâåðñàëüíîì ìíîæåñòâå Y , à 
 — êëàññ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ â Y . Êàêîé âèä
äîëæíî èìåòü ÍÎÏ F íà êëàññå 
?
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî ÍÎÏ â [17] ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü íå÷åòêîå ìíîæåñòâî A èç 
 èìååò ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè � A y( ), y Y� .

Çíà÷åíèå � � �( , ) max min ( ), ( , )A y y y y
y Y

A F� � �
�

{ } ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñòåïåíü,

c êîòîðîé íå÷åòêîå ìíîæåñòâî A ïðåäïî÷òèòåëüíåå ýëåìåíòà � �y Y .

Àíàëîãè÷íî çíà÷åíèå � � �( , ) max min ( ), ( , )� � �
�

y A y y y
y Y

A F{ } ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ,

ñ êîòîðîé âåðíî îáðàòíîå ïðåäïî÷òåíèå. Åñëè �A è A'' — êàêèå-ëèáî äâà íå÷åòêèõ

ìíîæåñòâà â Y , òî � � � �( , ) max min ( ), max min ( ), ( ,� �
� �

A A y z y
y Y

A
z Y

A F'' ' ''{ { z)}} �

�
�

max min ( ), ( ), ( , )
,y z Y

A A Fy z y z{ }� � �' '' — ñòåïåíü ïðåäïî÷òåíèÿ �A FA
~

'' , ãäå
~
F îáî-

çíà÷åíî ÍÎÏ íà 
 ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè � . Äàííîå ÍÎÏ
~
F îïðåäåëåíî íà

êëàññå 
 è èíäóöèðóåòñÿ ÍÎÏ F , çàäàííûì íà óíèâåðñàëüíîì ìíîæåñòâå Y .

Â ñëó÷àå, êîãäà Y — ÷èñëîâàÿ îñü è «�» — åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê íà [ , ]0 1 , èíäó-

öèðîâàííîå ÍÎÏ
~
F èìååò âèä

� � �( , ) max min ( ), ( )
, [ , ];

� �
� �

A A y z
y z y z

A A'' ' ''
0 1

{ }. (3)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êëàññ 
 áîëåå óçêèé, ýòó ôîðìóëó ìîæíî

óïðîñòèòü. Ñîãëàñíî [17] äëÿ ëþáûõ äâóõ íîðìàëüíûõ âûïóêëûõ íå÷åòêèõ ìíî-

æåñòâ �A è A'' íà Y íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî õîòÿ áû îäíî

èç ðàâåíñòâ:

�( , )� �A A'' 1 èëè � � �( , ) max min ( ), ( )
[ , ]

� �
�

A A y y
y

A A'' ' ''
0 1

{ }.

ÍÅ×ÅÒÊÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÍÅÄÎÌÈÍÈÐÓÅÌÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Ïóñòü D — ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íå÷åòêî îïðåäåëåííîé öåëüþ íà óíèâåð-

ñàëüíîì ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ X . Åãî ÔÏÒ-2 �D x y( , ), x X� , y Y� � [ , ]0 1 ,

îïðåäåëåíà ñîãëàñíî ôîðìóëå (1).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà FY x y x y
D

y Y

D( ) ( , ( , ))�
�
� � ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè

ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D àëüòåðíàòèâû x X� íå÷åòêèå, äëÿ ñðàâíåíèÿ àëüòåðíàòèâ x X�
èñïîëüçóåì ÍÎÏ

~
F ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè � �( , ) ( ( ), ( ))� � �x x FY x FY xD D'' '' .

Íå÷åòêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ
~
F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåíèå îòíîøåíèÿ

åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà «�» íà êëàññ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííûõ íà Y � [ , ]0 1 .

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3) ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ÍÎÏ
~
F ïðèìåò âèä

� � � �
� �

( , ) max min ( , ), ( , )
, ;

� � �
� �

x x x u x
u Y u

D D'' ''{ }, � �x x, '' X .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÍÌÒ-2 íà X ñ ÔÏÒ-2 �( , )x y , x X� , y Y� , íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíûì ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè, åñëè

max ( , )
y Y

x y x X
�

� � �� 1 . (4)

Ëåììà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D áûëî íîðìàëüíûì ïî âòîðè÷-
íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÍÌÒ-2 äîïóñòè-
ìûõ àëüòåðíàòèâ F è öåëè G òàêæå áûëè íîðìàëüíûìè ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè
ïðèíàäëåæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÍÌÒ-2 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F è öåëè G íîð-
ìàëüíû ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè, ò.å.

max ( , )
y Y

F x y
�

�� 1, max ( , )
y Y

G x y
�

�� 1 � �x X . (5)
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Ïîêàæåì, ÷òî

max ( , )
y Y

D x y x X
�

� � �� 1 . (6)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü � � �x X òàêîé, ÷òî � �y Y ñïðàâåäëèâî

�D x y( , )� � 1. (7)

Îáîçíà÷èì � � �
�

u x y
y Y

Farg max ( , )� , � � �
�

� �arg max ( , )
y Y

G
x y è � � � �y umin ,{ }� .

Èç (5) ñëåäóåò �F x u( , )� � �1 è � �G x( , )� � �1. Ðàññìîòðèì �D x y( , )� � . Ñîãëàñíî (1)

èìååì

� � � �
� �

D
u Y u y

F Gx y x u x( , ) max min ( , ), ( ,
, ; min ,

� � � � �
� �{ }

{
'

)} �

� � � � � � �min ( , ), ( , ) min ,{ } { }� � �F Gx u x 1 1 1.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ (7). Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (6)

è ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D íîðìàëüíî ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè.

Ïóñòü ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D íîðìàëüíî ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè,

ò.å. èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (6). Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (5). Ïðåä-

ïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî � ��x X , äëÿ êîòîðîãî õîòÿ áû îäíî ðàâåíñòâî íå âûïîë-

íÿåòñÿ. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè �F x u( , )� � 1 � �u Y . Ýòî íåðàâåíñòâî

ñïðàâåäëèâî è äëÿ u u� �, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

min ( , ), ( , ) max min ( , ), (
,

{ } {� � � � �
�

F G
u Y

F Gx u x x u� � � � � � �
�

x , )� }. (8)

Îáîçíà÷èì � � � �y umin ,{ }� . Òîãäà (8) çàïèøåì â âèäå

min ( , ), ( , ) max min
, ; min ,

{ } {
{ }

� � � �
� �

F G
u Y u y

x u x� � � � �
� � '

F Gx u x( , ), ( , )� �� � }.

Ïîñêîëüêó min ( , ), ( , ){ }� � �F Gx u x� � � � � 1, èç ôîðìóëû (1) ïîëó÷èì �D x y( , )� � � 1,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâàì (6). Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (5),
ÍÌÒ-2 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F è öåëè G íîðìàëüíû ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè
ïðèíàäëåæíîñòè.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå÷åòêîå îòíîøåíèå
~
F íà X áûëî ÍÎÏ, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÍÌÒ-2 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F è öåëè G áûëè íîð-

ìàëüíûìè ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà

y Y
F

y x y

�

�
� ( , ( , ))� ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè àëüòåðíàòèâû x X� � ÍÌÒ-2 F èìååò

âèä �F x y( , )� . Àíàëîãè÷íî �G x y( , )� è �D x y( , )� — ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè

íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè àëüòåðíàòèâû x X�� ÍÌÒ-2 G è
D ñîîòâåòñòâåííî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ôàêòè÷åñêè òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü ðåôëåêñèâíîñòü íå÷åòêîãî

îòíîøåíèÿ
~
F , ò.å. �( , )x x �1 � �x X . Ïóñòü ÍÌÒ-2 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F

è öåëè G íîðìàëüíû ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè. Òîãäà ñîãëàñíî ëåì-
ìå 1 ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D íîðìàëüíî ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè è áóäóò
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (6). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî � ��x X , äëÿ êîòîðîãî

�( , )� � �x x 1. (9)

Îáîçíà÷èì �u è �� ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû (îíè ìîãóò ñîâïàäàòü) ìíîæåñòâà

Arg max ( , )
y Y

D x y
�

�� . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � � �u � . Èç (6)
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ñëåäóåò �D x u( , )� � �1 è � �D x( , )� � �1. Ðàññìîòðèì �( , )� �x x . Ñîãëàñíî ôîðìó-

ëå (3) èìååì

� � � �
� �

( , ) max min ( , ), ( , )
, ;

� � � � � �
� �

x x x u x
u Y u

D D{ }

� � � � � � �min ( , ), ( , ) min ,{ } { }� � �D Dx u x 1 1 1.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ (9). Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòêîå îòíîøåíèå
~
F ðåôëåêñèâíî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü íå÷åòêîå îòíîøåíèå
~
F ðåôëåêñèâíî, ò.å.

�( , )x x �1 � �x X . (10)

Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (6). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,

÷òî � ��x X , äëÿ êîòîðîãî �D x y( , )� � 1 ïðè ëþáûõ y Y� , â òîì ÷èñëå è òåõ

y u� � è y � �� , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

min ( , ), ( , ) max min ( , ),
, ;

{ } {� � � �
� �

D D
u Y u

Dx u x x u� � � � � �
� �

� �D x( , )� }.

Ïîñêîëüêó min ( , ), ( , ){ }� � �D Dx u x� � � � � 1, èç ôîðìóëû (3) ïîëó÷èì �( , )� � �x x 1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (10). Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ðàâåí-

ñòâà (6) è ïîýòîìó ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D íîðìàëüíî ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðè-

íàäëåæíîñòè. Îòñþäà ñîãëàñíî ëåììå 1 ÍÌÒ-2 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F

è öåëè G òàêæå íîðìàëüíû ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ôàêòè÷åñêè óñëîâèå òåîðåìû 1 îïðåäåëÿåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ ÍÌÒ-2 öåëè. Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî

èçâåñòíû ñïîñîáû êîððåêöèè ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ, êîòîðûå òðàíñ-

ôîðìèðóþò åãî â îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ. Íàïðèìåð, â [17] èñïîëüçóåòñÿ îáúå-

äèíåíèå èñõîäíîãî îòíîøåíèÿ ñ åäèíè÷íûì. Â äàííîé ðàáîòå íå áóäåì àíàëèçè-

ðîâàòü ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ýòîãî ïîäõîäà, îòìåòèì òîëüêî âîçìîæíîñòü íå

ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå íàêëàäûâàåò òåîðåìà 1.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ÍÎÏ
~
F íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ X èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâî-

äèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ,

à çàòåì âûáîðà â íåêîòîðîì ñìûñëå «ëó÷øåé» àëüòåðíàòèâû.

Çàäàäèì íà X íå÷åòêîå ìíîæåñòâî ND íåäîìèíèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ. Ñîãëàñ-

íî ôîðìóëàì (2) è (3) åãî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� � �ND
y X

x y x x y( ) max ( , ) ( , )� � � �
�

1 { } 1� �
�
�

�
� � �

max max min ( , ), ( , )
, ;y X u Y u

D Dy u x
� �

� � �{ }

� �
�
�� �

max min ( , ), ( , ) .
, ;u Y u

D Dx u y
� �

� � �{ }
(11)

Íà îñíîâå ïîäõîäà Bellman è Zadeh [1] â êà÷åñòâå «ëó÷øåé» àëüòåðíàòèâû

íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà îáû÷íî âûáèðàþò ìàêñèìèçèðóþùóþ àëüòåðíàòèâó

(ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè). Â ñëó÷àå, êîãäà åå ñëîæíî íàéòè, âûáèðà-

þò àëüòåðíàòèâó ñî ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè íå ìåíåå çàäàííîé âåëè÷èíû � �[ , ]0 1 .

Ïðèìåíèì ýòó èäåþ äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Íàçîâåì x X� � íåäîìèíèðóåìîé àëüòåðíàòèâîé óðîâíÿ � , � �[ , ]0 1 , â çàäà÷å

ñ ÍÌÒ-2 öåëè, åñëè � �ND x( ) � . Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà � ND x( ) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñòåïåíü íåäîìèíèðóåìîñòè àëüòåðíàòèâû x X� , ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé

âûâîä. Åñëè � �ND x( ) � , òî âî ìíîæåñòâå X íåò íè îäíîé àëüòåðíàòèâû, äîìè-

íèðóþùåé àëüòåðíàòèâó x ñî ñòåïåíüþ, áîëüøåé 1� � , � �[ , ]0 1 . Ýòî çàìå÷àíèå

äàåò âîçìîæíîñòü âûáðàòü êîíêðåòíîå ðåøåíèå ñî ñòåïåíüþ íåäîìèíèðóåìîñòè
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íå ìåíåå � êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

y � max (12)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

� �D x y( , ) � , x X y Y� � �, [ , ]0 1 . (13)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D íîðìàëüíî ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðè-

íàäëåæíîñòè. Òîãäà åñëè ( , )x y� � — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13), òî

àëüòåðíàòèâà x� áóäåò íåäîìèíèðóåìîé àëüòåðíàòèâîé óðîâíÿ � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( , )x y� � — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13).

Ðàññìîòðèì íå÷åòêîå îòíîøåíèå
~
F íà X . Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 îíî ÿâëÿåòñÿ ÍÎÏ

ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè � ND x( ) ïî ôîðìóëå (11). Ïîêàæåì, ÷òî

� � �ND

x X u y u y
D Dx x u( ) max max min ( , ), (

, [ , ];

�

� � �
� � �

�
�

1
0 1

{ x y� �, )}

� �
�
�

�
� �

�max min ( , ), ( , }
, [ , ];u y u y

D Dx u x y
0 1

{ )� � � .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ~x X� , äëÿ êîòîðîãî

max min (~, ), ( , )
, [ , ];u y u y

D Dx u x y
� �

� �
0 1

{ }� �

� � �
� �

�max min ( , ), (~, )
, [ , ];u y u y

D Dx u x y
0 1

1{ }� � � . (14)

Ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ~y Y� , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

� �D x y(~, ~ ) � . (15)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî íåðàâåíñòâî (15) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà

� �D x y( , )� � �y Y . Îòñþäà max ( , )
y Y

D
x y

�
�� � , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (4).

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (15) âûïîëíÿåòñÿ. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî y y� � ~ .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ~y y� � . Òîãäà èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è (15) ñëåäó-

åò, ÷òî âåêòîð ( , )x y� � íå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13). Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, y y� � ~ . Îòñþäà ñëåäóåò

max min ( , ), (~, ) min ( ,
, [ , ];u y u y

D D Dx u x y x y
� �

� ��
0 1

{ } {� � � � � �), (~, ~) min ,� � � �D x y } { }

è èç (14) âûòåêàåò

max min (~, ), ( , ) max
, ; , ;u y Y u y

D D
u y Y u

x u x y
� �

�

� �
� � �{ }� � �1

y
D Dx u x ymin ( , ), (~, ){ }� �� �

� � � �1 1� � .

Ïîñêîëüêó �D x y( , ) � 1 äëÿ x X y Y� �, , ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

×ÅÒÊÎ ÍÅÄÎÌÈÍÈÐÓÅÌÛÅ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÛ

Î÷åâèäíî, ÷òî àëüòåðíàòèâà ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì � ìàêñèìèçèðóþùàÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ÷èñ-

ëîì èç èíòåðâàëà [ , ]0 1 . Îäíàêî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 îïðåäåëåííûé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ, êàêîãî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ � ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1

ìîæåò áûòü íåäîìèíèðóåìàÿ àëüòåðíàòèâà.
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Ëåììà 2. Ïóñòü ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D íîðìàëüíî ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðè-

íàäëåæíîñòè. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò

M x y
x X y Y

D�
� �

max ( , )
,

� , (16)

òî M �1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ( , ) max ( , )
,

x y x y
x X y Y

D
� �

� �
� arg � . Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå, ÷òî 1� � ��D x y( , ) . Òîãäà 1� � �� �

� �
� �

D
x X y Y

Dx y x y( , ) max ( , )
,

�
�

�max ( , )
y Y

D x y� . Îòñþäà ñîãëàñíî (4) ÍÌÒ-2 D íå áóäåò íîðìàëüíî ïî âòîðè÷-

íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñèìó-
ìà â çàäà÷àõ âèäà (16) øèðîêî èçâåñòíû: íàïðèìåð, åñëè �D x y( , ) íåïðåðûâíà
è X , Y — êîìïàêòû; åñëè �D x y( , ) ïðîèçâîëüíà è X , Y êîíå÷íû. Äàëåå äëÿ
óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèþ max ( , )
,x X y Y

D
x y

� �
�� 1 â ïðèìåðå 1 ñîîòâåòñòâóþò àëü-

òåðíàòèâû x� �[ , ]5 7 ñ ïåðâè÷íûìè ñòåïåíÿìè ïðèíàäëåæíîñòè y� �[0; 0,25]

è âòîðè÷íûìè �D x y( , )� � �1.

Èç òåîðåì 1, 2 è ëåììû 2 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2 âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ÍÌÒ-2 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ F è öåëè G íîðìàëüíû

ïî âòîðè÷íûì ñòåïåíÿì. Òîãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ( , )x y� � çàäà-

÷è (12), (13) äëÿ � �1, ïðè÷åì x� — ÷åòêî íåäîìèíèðóåìàÿ àëüòåðíàòèâà.

Åñëè èñõîäèòü èç ïðèìåðà 1, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òîëüêî îäíà àëüòåðíà-

òèâà x� � 6 ñ ïåðâè÷íîé ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè y� � 0,25 è âòîðè÷íîé

�D x y( , )� � �1 ÷åòêî íåäîìèíèðóåìà.

ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÌÀÊÑÈÌÈÇÈÐÓÞÙÈÅ ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÛ

Íåñëîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ïðèìåð, êîãäà çàäà÷à (12), (13) áóäåò èìåòü ìíî-

æåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ( , )x y� � ñ îäíèìè è òåìè æå çíà÷åíèÿìè ïåð-

âè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè y� , íî ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè âòîðè÷íîé

ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè � �D x y( , )� � � . Â ýòîì ñëó÷àå ëîãè÷íåå âûáðàòü òà-

êóþ àëüòåðíàòèâó �x , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâîâàëà áû îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çà-
äà÷è

�D x y( , ) max� (17)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

y y� �, x X y Y� � �, [ , ]0 1 . (18)

Òàêîé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðè âûáîðå ìàêñèìèçèðóþùåé àëüòåðíàòèâû
çàäà÷è ñ ÍÌÒ-2 öåëè íåîáõîäèìî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ òðåáîâàíèåì ïîëó÷èòü
êàê ìîæíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ êàê ïåðâè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè (çàäà-
÷à (12), (13)), òàê è âòîðè÷íîé (çàäà÷à (17), (18)). Èíûìè ñëîâàìè, ñëåäóåò âû-
áèðàòü òîëüêî òå àëüòåðíàòèâû, êîòîðûå â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè íàçûâàþòñÿ ïàðåòî-îïòèìàëüíûìè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äâóõêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

y � max, �D x y( , ) max� (19)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x X y Y� � �, [ , ]0 1 , (20)
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â êîòîðîé ìàêñèìèçèðóåòñÿ êàê ïåðâè÷íàÿ ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2

ðåøåíèÿ D, òàê è âòîðè÷íàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð ( , )x y äîìèíèðóåò ( , )� �x y â äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà-

÷å (19), (20) (îáîçíà÷àåòñÿ ýòî îòíîøåíèå ( , ) ( , )x y x y� � � ), åñëè ñïðàâåäëèâû íå-

ðàâåíñòâà y y� �, � �D Dx y x y( , ) ( , )� � � è õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñòðîãîå.

Äàííîå ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðå-

øåíèé äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è (19), (20).

Âåêòîð ( , )x y� � íàçûâàåòñÿ ïàðåòî-îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äâóõêðèòåðèàëü-

íîé çàäà÷è (19), (20), åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðû ( , )x y , x X� , y Y� , êîòîðàÿ

äîìèíèðóåò ( , )x y� � . Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà-

÷è (19), (20) P x y x y x y x X y Y� � � � � �� � � �{ }( , ): ( , ) ( , ) ,� .

Çàìå÷àíèå 3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé çàäà÷ âèäà (19), (20) øèðîêî èçâåñòíû, îíè àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì
â çàìå÷àíèè 2.

Àëüòåðíàòèâó x X� � íàçîâåì ýôôåêòèâíîé ìàêñèìèçèðóþùåé àëüòåðíàòè-

âîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé y Y� � , ÷òî âåêòîð ( , )x y� � áóäåò ïàðåòî-îïòèìàëü-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (19), (20), ò.å. ( , )x y P� � � .

Ñâîéñòâà ýôôåêòèâíûõ ìàêñèìèçèðóþùèõ àëüòåðíàòèâ óñòàíàâëèâàåò ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ÍÌÒ-2 ðåøåíèÿ D íîðìàëüíî ïî âòîðè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàä-

ëåæíîñòè. Åñëè âåêòîð ( , )x y� � — ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (19), (20),

òî x� — ýôôåêòèâíàÿ ìàêñèìèçèðóþùàÿ àëüòåðíàòèâà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåäî-

ìèíèðóåìîé àëüòåðíàòèâîé óðîâíÿ �D x y( , )� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîð ( , )x y P� � � . Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

x� — ýôôåêòèâíàÿ ìàêñèìèçèðóþùàÿ àëüòåðíàòèâà. Îáîçíà÷èì � �� � �
D x y( , )

è ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ( , )x y� � — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13). Î÷å-

âèäíî, ÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (13) ñîâìåñòíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñèñòåìû (13) (~, ~ )x y , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà

~y y� � , � � �D Dx y x y(~, ~ ) ( , )� � � � .

Òîãäà (~, ~ ) ( , )x y x y� � � è ïî îïðåäåëåíèþ ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (19), (20) ( , )x y P� � � . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð

( , )x y� � — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13). Îòñþäà íà îñíîâàíèè òåîðå-

ìû 2 ïîëó÷èì, ÷òî x� — íåäîìèíèðóåìàÿ àëüòåðíàòèâà óðîâíÿ �D x y( , )� � .

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî ðåøåíèÿ íåñðàâíèìû ìåæ-

äó ñîáîé, äëÿ âûáîðà ýôôåêòèâíîé ìàêñèìèçèðóþùåé àëüòåðíàòèâû x X* �
ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (ËÏÐ), âûáèðàåò êîìïðîìèññ ìåæäó á�ëüøèì çíà-

÷åíèåì ïåðâè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè y è âòîðè÷íîé îöåíêîé �D x y( , )� .

Ïðè ýòîì ëó÷øèå çíà÷åíèÿ ïî êàêîìó-ëèáî îäíîìó ïîêàçàòåëþ áóäóò ïðèâîäèòü

ê õóäøèì çíà÷åíèÿì ïî äðóãîìó.

Íà îñíîâå ïðèìåðà 1 ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî P ïàðåòî-îïòèìàëü-

íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (19), (20) áóäåò ñîäåðæàòü âñåãî äâå ïàðû: ( , )� � �x y (5; 0,75)

è ( , )x y'' '' � (6; 0,25) ñî çíà÷åíèÿìè �D x y( ' , ' ) � 0,5 è �D x y( , )'' '' �1 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Îíè íåñðàâíèìû, ïîñêîëüêó 0,75 � � � �y y'' 0,25 è 0 5, ( , )� � � ��D x y

� ��D x y( , )'' ' ' 1. Êàêóþ ýôôåêòèâíóþ ìàêñèìèçèðóþùóþ àëüòåðíàòèâó âûáåðåò

ËÏÐ ( � �x 5 ñî çíà÷åíèÿìè ïåðâè÷íîé � �y 0,75 è âòîðè÷íîé �D x y( , )� � � 0,5 ñòå-
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ïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè èëè x'' � 6 ñ y'' � 0,25 è �D x y( , )'' '' �1), çàâèñèò îò òîãî,

÷òî äëÿ íåãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå (ïåðâè÷íàÿ èëè âòîðè÷íàÿ ñòåïåíü ïðèíàäëåæ-

íîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé).

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè äîñòàòî÷íî õîðîøî
èçó÷åíû (îñîáåííî äâóõêðèòåðèàëüíîé). Îíè äàþò ðàçíîîáðàçíûå âîçìîæíîñòè
ïîëó÷èòü ó ËÏÐ èíôîðìàöèþ î åãî ïðåäïî÷òåíèè íà ìíîæåñòâå êðèòåðèåâ
(â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî ïðåäïî÷òåíèå ìåæäó ïåðâè÷íîé è âòîðè÷íîé ñòå-
ïåíÿìè ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé) è èñïîëüçîâàòü åå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïà-
ðåòî-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà òèïà-2 ìîäåëèðóþò á�ëüøóþ íåîïðåäåëåííîñòü, ÷åì
êëàññè÷åñêèå íå÷åòêèå ìíîæåñòâà. Îäíàêî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé è òåîðèÿ
ÍÌÒ-2 çàòðóäíÿþò èõ øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå. Â äàííîé ñòàòüå
ïîêàçàíî, ÷òî ïîäõîä Bellman è Zadeh ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíÿòü ê çàäà÷àì
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, çàäàííûì íà ÍÌÒ-2.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëåíî îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ ìàêñèìèçèðóþ-
ùåé àëüòåðíàòèâû â ñëó÷àå ÍÌÒ-2 ðåøåíèé. Ïðåäëîæåíà èäåÿ ó÷èòûâàòü ïðè
âûáîðå ìàêñèìèçèðóþùåé àëüòåðíàòèâû òðåáîâàíèå ïîëó÷èòü êàê ìîæíî

á�ëüøèå çíà÷åíèÿ êàê ïåðâè÷íîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé, òàê
è âòîðè÷íîé. Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à âûáîðà àëüòåðíàòèâ ïî äâóì êðèòåðèÿì:
ïåðâè÷íîé è âòîðè÷íîé ñòåïåíÿì ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé. Åå ïàðå-
òî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ íàçâàíû ýôôåêòèâíûìè ìàêñèìèçèðóþùèìè àëüòåðíà-
òèâàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå àëüòåðíàòèâû èìåþò ñòåïåíè íåäîìèíèðóåìîñòè íå
ìåíåå èõ âòîðè÷íûõ ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè ÍÌÒ-2 ðåøåíèé.

Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ èçâåñò-
íûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ñëó÷àå òîãî èëè èíîãî òèïà íå-
îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ èõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî,
áåçóñëîâíî, ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé â óñëîâèÿõ íå÷åòêîé èíôîðìàöèè.
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Ñ.Î. Ìàùåíêî
ÌÀÊÑÈÌ²ÇÓÂÀËÜÍ² ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÈ Â ÇÀÄÀ×² ÏÐÈÉÍßÒÒß Ð²ØÅÍÜ Ç Ö²ËÜÎÂÎÞ
ÍÅ×²ÒÊÎÞ ÌÍÎÆÈÍÎÞ ÒÈÏÓ-2

Àíîòàö³ÿ. Ï³äõ³ä Áåëìàíà ³ Çàäå çàñòîñîâóºòüñÿ äî çàäà÷³ ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü,
ÿêó çàäàíî íà íå÷³òê³é ìíîæèí³ òèïó-2 (ÍÌÒ-2). Âèçíà÷åíî ÍÌÒ-2 ðîç-
â’ÿçê³â. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ íå÷³òêèõ ìíîæèí ñòóïåí³â íàëåæíîñò³ àëüòåðíàòèâ
âèêîðèñòàíî ðîçøèðåííÿ â³äíîøåííÿ ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó íà êëàñ íå÷³òêèõ
ìíîæèí. Çà öèì â³äíîøåííÿì ïåðåâàãè ïîáóäîâàíî íå÷³òêó ìíîæèíó íåäîì³íî-
âàíèõ àëüòåðíàòèâ. Óâåäåíî ïîíÿòòÿ íåäîì³íîâàíî¿ àëüòåðíàòèâè ð³âíÿ � . Ïîêà-
çàíî, ùî ¿¿ ìîæíà îäåðæàòè ç îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³, â ÿê³é ìàêñèì³çóºòüñÿ
ïåðâèííèé ñòóï³íü íàëåæíîñò³ ÍÌÒ-2 ðîçâ’ÿçê³â äëÿ îáìåæåíîãî âòîðèííîãî
ñòóïåíÿ. Äîñë³äæåíî ïèòàííÿ ³ñíóâàííÿ íåäîì³íîâàíèõ àëüòåðíàòèâ ð³âíÿ
� � 1. Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó âèáîðó àëüòåðíàòèâ çà äâîìà êðèòåð³ÿìè (ïåð-
âèííîìó ³ âòîðèííîìó ñòóïåíÿì íàëåæíîñò³ ÍÌÒ-2 ðîçâ’ÿçê³â).

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íå÷³òêà ìíîæèíà, íå÷³òêà ìíîæèíà òèïó-2, íå÷³òêå ìàòåìà-
òè÷íå ïðîãðàìóâàííÿ, ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü.

S.O. Mashchenko
MAXIMIZING ALTERNATIVES TO THE DECISION-MAKING PROBLEM WITH A GOAL
TYPE-2 FUZZY SET

Abstract. The Bellman and Zadeh approach is applied to the decision-making
problem, which is defined on type-2 fuzzy sets (T2FSs). T2FS Solution is
defined. An extension of the natural order ratio to the class of fuzzy sets is used
for comparison of fuzzy sets of alternatives membership degrees. A fuzzy set of
non-dominated alternatives is constructed by this preference relation. The notion
of the �-level non-dominated alternative is introduced. It is shown that this is an
optimization problem solution. In this problem, the primary membership degree
of a T2FS solution is maximized with a constrained secondary degree. The
existence of 1-level non-dominated alternatives is investigated. The problem of
choosing alternatives by two criteria (the primary and secondary degrees of
membership to the T2FS solution) is formulated.

Keywords: a fuzzy set, a type-2 fuzzy set, fuzzy mathematical programming,
decision making.
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