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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíû ìåòîä è àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâóõýòàïíîé íåïðåðûâ-
íî-äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ–ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ
îáîáùåíèåì, ñ îäíîé ñòîðîíû, êëàññè÷åñêîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íà ñëó÷àé,
êîãäà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà (õðàíåíèÿ, ïåðåðàáîòêè) â çàäàííûõ ïóíêòàõ íå
èçâåñòíû çàðàíåå, à îòûñêèâàþòñÿ êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðåðûâ-
íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ
ïîòðåáèòåëåé (ïîñòàâùèêîâ) íà ñôåðû èõ îáñëóæèâàíèÿ â ýòèõ ïóíêòàõ,
ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèñêðåòíûõ äâóõýòàïíûõ ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûõ
çàäà÷ íà ñëó÷àé íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî ïîòðåáèòåëÿ. Ðàáîòà ïðåäëî-
æåííîãî àëãîðèòìà ïðîèëëþñòðèðîâàíà ðåøåíèåì ìîäåëüíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñêîíå÷íîìåðíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå–ðàñïðåäåëåíèå, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, íåäèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ îïòèìèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ (ÎÐÌ) èç n-ìåðíî-
ãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En ÿâëÿåòñÿ íîâûì ðàçäåëîì áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè. Îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû ýòîé òåîðèè ïîëó÷åíû â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 50-òè ëåò íàó÷íîé øêî-
ëîé ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðàèíû Å.Ì. Êèñåëåâîé è ïðåäñòàâëåíû
â áîëåå ÷åì 400 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, ñðåäè êîòîðûõ [1–8].

Íåîáõîäèìîñòü â èçó÷åíèè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ÎÐÌ èç En îáóñëîâëåíà
òåì, ÷òî ê òàêèì ìîäåëÿì ñâîäÿòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñîâåðøåííî
ðàçëè÷íûå îïòèìèçàöèîííûå òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå çàäà÷è.

Áîëüøîé ïåðå÷åíü òàêèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çà-
äà÷ ïðèâåäåí â [1, 3–6]. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè íèõ çàíèìàþò àêòóàëüíûå çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ è ïîêðûòèÿ, êîòîðûå òàêæå èññëåäîâàíû â [9–11].

Ñòðóêòóðà ñôîðìèðîâàâøåéñÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðèè ÎÐÌ ïðåäñòàâ-
ëåíà â [1, 2], íàèáîëåå èçó÷åííûå èç íèõ ñëåäóþùèå:

— äåòåðìèíèðîâàííûå ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå, îäíîïðîäóêòîâûå è ìíî-
ãîïðîäóêòîâûå çàäà÷è ÎÐÌ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ êàê ñ çàäàííûì ïîëîæåíèåì öåí-
òðîâ ïîäìíîæåñòâ, òàê è ñ îòûñêàíèåì îïòèìàëüíîãî èõ ðàçìåùåíèÿ;

— äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ñ êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñ-
òè, çàâèñÿùèì îò ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è óïðàâëåíèÿ íåêîòîðîé çàäàííîé óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû.

Ìåíåå èçó÷åííûìè è àêòèâíî ðàçâèâàþùèìèñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ
òàêæå êëàññû íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ÎÐÌ, òàêèå êàê çàäà÷è ÎÐÌ â óñëîâèÿõ íå-
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îïðåäåëåííîñòè (ñòîõàñòè÷åñêèå, íå÷åòêèå). Òðåáóåò äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ íà-
ïðàâëåíèå [7], ñâÿçàííîå ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ÎÐÌ ê ðåøåíèþ íåïðåðûâíûõ
çàäà÷ øàðîâîãî ïîêðûòèÿ, à òàêæå ìíîãîêðàòíîãî øàðîâîãî ïîêðûòèÿ [5].

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåîðèè ÎÐÌ n-ìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà En íà ñëó÷àé äâóõýòàïíîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ–ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå ðàâåíñòâ ñ çàäàí-
íûì ïîëîæåíèåì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçáèå-
íèÿ–ðàñïðåäåëåíèÿ îáîáùàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, êëàññè÷åñêóþ êîíå÷íîìåðíóþ
òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó [12] íà ñëó÷àé, êîãäà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà (õðàíåíèÿ, ïå-
ðåðàáîòêè) â çàäàííûõ ïóíêòàõ íå èçâåñòíû çàðàíåå, à îòûñêèâàþòñÿ êàê ðåøå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ÎÐÌ ïîòðåáèòåëåé (ïîñòàâùèêîâ íå-
ïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî ðåñóðñà) íà ñôåðû èõ îáñëóæèâàíèÿ â ýòèõ ïóíêòàõ,
ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèñêðåòíûå äâóõýòàïíûå ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûå çàäà-
÷è [13] íà ñëó÷àé íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî ðåñóðñà.

Ïðèêëàäíûå çàäà÷è, ñâîäÿùèåñÿ ê äâóõýòàïíûì íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûì çà-
äà÷àì îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ–ðàñïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì äâóõ
ýòàïîâ è ñîñòîÿò â îïðåäåëåíèè çîí ñáîðà íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåííîãî ðåñóð-
ñà (ñûðüÿ) ïðåäïðèÿòèÿìè ïåðâîãî ýòàïà è îáúåìîâ ïåðåâîçîê ïåðåðàáîòàííîãî
ïðîäóêòà îò ýòèõ ïðåäïðèÿòèé ê ïîòðåáèòåëÿì (ïóíêòàì âòîðîãî ýòàïà) â öåëÿõ
ìèíèìèçàöèè ñóììàðíûõ çàòðàò íà òðàíñïîðòèðîâêó ðåñóðñà îò ïîñòàâùèêîâ ÷å-
ðåç ïóíêòû ïåðåðàáîòêè (ñáîðà, õðàíåíèÿ) ê ïîòðåáèòåëÿì.

Çàìåòèì, ÷òî òàêèå çàäà÷è ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå [8, 14–19]. Ê èõ ÷èñ-
ëó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ íåïðåðûâíî-ðàñïðåäåëåííûì ðåñóðñîì ÿâëÿåòñÿ, íà-
ïðèìåð, ïðèðîäíîå ñûðüå (íåôòü, ãàç, ðóäà) èëè óðîæàé ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ êóëü-
òóð; îðãàíèçàöèÿ ñáîðà äðåâåñíûõ îòõîäîâ äëÿ ïðîèçâîäñòâà òîïëèâà ñ ïîñëåäóþ-
ùèì ðàñïðåäåëåíèåì åãî ìåæäó ïóíêòàìè ïîëó÷åíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè â öåëÿõ
ìèíèìèçàöèè ñóììàðíûõ òðàíñïîðòíûõ çàòðàò; îïòèìèçàöèÿ äåïîçèòíî-êðåäèòíîé
äåÿòåëüíîñòè îòäåëåíèé áàíêà äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ äåïîçèòîâ îò ôèçè÷åñêèõ ëèö ñ ïî-
ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì ýòèõ ñðåäñòâ ìåæäó çàåìùèêàìè è äð.

Ðåøåíèå äâóõýòàïíîé íåïðåðûâíîé äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáè-
åíèÿ–ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâàíî íà åäèíîì ïîäõîäå, ðàçðàáîòàííîì â íàó÷íîé
øêîëå Å.Ì. Êèñåëåâîé, ñîñòîÿùåì â ñâåäåíèè èñõîäíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ–ðàñïðåäåëåíèÿ ê íåãëàäêèì, êàê ïðàâèëî, êîíå÷íî-
ìåðíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ
ýôôåêòèâíûå ìåòîäû íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè — ðàçëè÷íûå âàðèàí-
òû r-àëãîðèòìà, ðàçðàáîòàííûå â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà
ÍÀÍ Óêðàèíû ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.Ç. Øîðà [20].

Äàëåå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ òåîðèè ÎÐÌ è ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ðåøåíèÿ òðàíñïîð-
òíîé çàäà÷è. Íà îñíîâå äàííîãî ìåòîäà ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ, ñî-
ñòàâíîé ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ìîäèôèêàöèé r-àëãîðèòìà Øîðà. Ïðè-
âåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà äëÿ
ðåøåíèÿ îäíîé ìîäåëüíîé çàäà÷è.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü � — îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî
â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En .
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âåòñòâóþùåé ìåòðèêå ìåæäó òî÷êàìè � i
I è � j

II .
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Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìåðà ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïîäìíîæåñòâ � i i N, , ,�1 � , ðàâíà íóëþ.

Ïàðó ( , , , , ..., )
* * * *

{ } { }� �1 11� N NM� � , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1,

íàçîâåì îïòèìàëüíîé.

Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

� i
i

i

x
x

x
( )

, ,

, \
�

�

�



�


1

0

�

� �

ïîäìíîæåñòâà � i , i N�1, ,� .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

I c x x x dx ci i i

i

N

ij i( ( ), ) ( , ) ( ) ( ) ( ,� � � � � � �� � ���
�

I I II I

�1

j

j

M

i

N

ij
II )

��
��

11

� , (1)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ � � � �( ) ( ( ), , ( ), , ( ))x x x xi N� 1 � � , à âåêòîð � �� ( ,11 �

� �, , , )� �ij NM . Î÷åâèäíî, I F N NM( ( ), ) ( , , , , , )� � � �� � { } { }� �1 11� � .

Çàïèøåì çàäà÷ó 1 â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé � i x( ) ïîäìíî-

æåñòâ � i , i N�1, ,� , â ñëåäóþùåì âèäå.

Çàäà÷à 2. Íàéòè min ( ( ), )
( ( ), )� �

� �
�

�I ïðè óñëîâèÿõ

� � �ij

j

M

ix x dx

�
� ��

1

( ) ( )

�

, i N�1, ,� ; � ij

i

N

jb

�
� �

1

II , j M�1, ,� ;

� i x( ) � �0 1 ïî÷òè âñþäó (ï.â.) äëÿ x ��, i N�1, ,� ; � i

i

N

x( )

�
� �

1

1 ï.â. äëÿ

x ��; � ij � 0, i N�1, ,� , j M�1, ,� .

Îò áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è 2 ñ áóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ � i ( )� ,
i N�1, ,� , ïåðåéäåì ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ñî çíà÷åíèÿìè � i ( )� èç îòðåç-
êà [ , ]0 1 .

Çàäà÷à 3. Íàéòè min ( ( ), )
( ( ), )� �

� �
� � �

�
�1 Q

I , ãäå

� �1 1
� � �



�
�

�
� � �( ) ( ( ), , ( ))x x xN� ï.â. äëÿ x ��;

� � �ij

j

M

ix x dx

�
� ��

1

( ) ( )

�

, i N�1, , ;� � ij

i

N

jb j M

�
� � �

�
�
�

��1

1II , , ,� ;

� ��� � � � � �
�
�� � �( ) : ( ) , , , ; ( )x x x i N x xi i

i

N

0 1 1 1

1

� ï.â. äëÿ �


�
�

�

�
�
�

��
� ;

Q i N j Mij NM ij� � � � �{ }� � � � �( , , , , ) : , , , , , ,11 0 1 1� � � � .

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � �Q çàäà÷à 3, êàê äîêàçàíî â [3], èìååò ðåøåíèå.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê �1 — îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà LN
2

( )� , à ôóíêöèîíàë I ( ( ), )� �� ïðè êàæäîì ôèêñèðî-

âàííîì � �Q ëèíåéíûé (à çíà÷èò, âûïóêëûé) è íåïðåðûâíûé îòíîñèòåëüíî �( )�
íà �1, òî â ñèëó îáîáùåííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà [3] âûïóêëûé íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë I ( ( ), )� �� ïðè ôèêñèðîâàííîì � �Q íà çàìêíóòîì, îãðàíè÷åííîì,

âûïóêëîì ìíîæåñòâå �1 ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà LN
2

( )� äîñòèãàåò ñâîåé íè-

æíåé ãðàíè.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � �Q îãðàíè÷åííîå, çàìêíó-

òîå, âûïóêëîå ìíîæåñòâî �1 ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà LN
2

( )� ñëàáî êîìïàêòíî è

(ñîãëàñíî òåîðåìå Êðåéíà–Ìèëüìàíà [3]) ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó êðàé-
íþþ òî÷êó.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñðåäè ìíîæåñòâà òî÷åê �1
* , â êîòîðûõ ëèíåéíûé îòíîñè-

òåëüíî �( )� ôóíêöèîíàë I ( ( ), )� �� äîñòèãàåò ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � �Q
ìèíèìàëüíîãî ïî �( )� çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå �1, íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà êðàéíÿÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà �1.

Óòâåðæäåíèå 3. Êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà �1 — õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-

öèè íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ � i , îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà � ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì � �Q.

Èç óòâåðæäåíèé 1–3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � �Q âî ìíî-
æåñòâå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è 3 ñîäåðæàòñÿ îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è
2, ÷òî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è 3.

ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ââåäåì ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è 3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L I( ( ), ) ( ( ), ){ }� � � �� � � ��

� �
�

�

�
�

 

!

"
"
� �� ��

��

� � � � � �i i ij

j

M

i

N

j j ij

i

x x dx b( ) ( )

� 11

II

��
��

�

�

�
�

 

!

"
"

11

N

j

M

, (2)

ãäå � � ( , , , , ; , , , , )� � � � � �1 1� � � �i N j M — ( )N M� -ìåðíûé âåêòîð âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîãî çíàêà; � � �( ) ( ( ), , ( ))x x xN� �1 � � ï.â. äëÿ
x ��; � � � �� ( , , , , )11 � �ij NM — ( )N M� -ìåðíûé âåêòîð âåùåñòâåííûõ íå-
îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïàðó ýëåìåíòîâ ( ( ), , )
* *

*{ }� �� � íàçîâåì ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà (2)

íà ìíîæåñòâå { }� #� �Q , ãäå

Q i N j Mij NM ij� � � � �{ }� � � � �( , , , , ) : , , , , , ,11 0 1 1� � � � ,

# �� � � � � � ��{ }( ; ) : ( , , ) , ( , , )� � � � � � � �E E EN M N N M M1 1� � ,

åñëè
L L L( ( ), , ) ( ( ), , ) ( ( ), , )

* * * *
* *{ } { } { }� � � � � �� � � � �� � �

äëÿ �( )� ��, � �Q, � #� ,

èëè
L L

Q
( ( ), , ) min max ( ( ), ,

* *
*

( ),
{ } { }

{ }
� � � �

� �
� � �

� � � �
� �

� � #
) �

� �
� � � �

max min ( ( ), , )
( ),� # �

�
{ }

{ }
� �

� �
Q

L .

Ââåäåì ôóíêöèîíàëû

X L( ( ), ) max ( ( ), , ){ } { }� � � �� � �
�� #

� , { }� �( ),� � �� Q,

G L
Q

( ) min ( ( ), , )
( ),

� �
�

� �
� � �{ }

{ }
� �

� � , � #� .

Ðàññìîòðèì çàäà÷è

X ( ( ), ) min{ }� �� $ , { }� �( ),� � �� Q, (3)

G( ) max� $ , � #� . (4)
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Çàäà÷ó (3) íàçîâåì ïðÿìîé, çàäà÷ó (4) — äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (3).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ïî àíàëîãèè ñ [3]), ÷òî çàäà÷è (3), (4) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèåì äâîéñòâåííîñòè X G
*

*� è ðåøåíèå ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (3) è (4)

(êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðåøåíèå) ýêâèâàëåíòíî îòûñêàíèþ ñåäëîâîé òî÷êè
ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà (2) íà ìíîæåñòâå { }� #� �Q .

Äëÿ îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà (2) êîíêðåòèçèðóåì
äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó (4). Äëÿ ýòîãî îò çàäà÷è îòûñêàíèÿ min ( ( ), , )

( ) ,� �
� �

� � �
�

�
�

Q
L { }

ïåðåéäåì ñîãëàñíî [4] ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

min min ( ( ), , )
( )� �

� �
� � �

�
0 �

�L { } .

Îáîçíà÷èì
G G L

1 1( ) ( , ) min ( ( ), , )
( )

� �
�

� � �
� �

� � � �
�

{ } . (5)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5) âûðàæåíèå äëÿ L( ( ), , ){ }� �� � èç (2), ó÷èòûâàÿ (1), à òàêæå
òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèîíàë (2) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñåïàðàáåëüíûì îòíîñèòåëüíî �
(ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � � 0) íà ìíîæåñòâå � [4], ïîëó÷àåì

G b cj j

j

M

i N

i

N

i

1

1 1

0 1
1

1

( , ) min {(

,

,
, ,

� � �

�

�

�

� �

�� �

� �
�

�
�

II

�

i i i i

i

N

x x x dxI I( , ) ) ( ) ( )}� � � �� �
�
��

1�

� � �
��
�� ( ( , ) )cij i j i j

j

M

i

N

ij
II I II� � � � �

11

. (6)

Ëåãêî âèäåòü [3], ÷òî â (6) ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå i-ãî, i N�1, ,� , âûðàæå-
íèÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ äëÿ êàæäîãî � #� �( , )� � äîñòèãàåòñÿ ïðè
� �i ix x( ) ( )

*
� , ãäå

�
� � � �

*
( )

, ( , ) ( , ) , ,
i

i i i k k kx
c x c x i k x� � � � � �1 I I I I ï.â. äëÿ �, , , ,k N�


�
�

�

1

0

�

â îñòàëüíûõ ñëó àÿõ,�

(7)

è ôóíêöèîíàë G( )� ïðèíèìàåò âèä

G G G c x
k N

k k k( ) ( , ) min ( , ) min ( ( , ) )
,

� � � � �
� �

� � � � � � �
� 0

1
1

I I ( )x dx

�
� �

� � � �
� ��
� �� � � � �

�
j j

j

M

j

M

ij i j i j

i

b c
ij

II II I II

1 01

min ( ( , ) )

�
�

1

N

ij� . (8)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ i N�1, ,� , j M�1, ,� è âñåõ � #� �( , )� � èìååò ìåñòî

min ( ( , ) )
, ( ,

�
� � � � �

� �

ij

c
c

ij i j i j ij
ij i j

�
� � �

0

0II I II
II I II

II I II

) ,

, ( , ) .

� � �

�% � � &



�
�

�

� �

� � � �

i j

ij i j i jc

0

0

Ïîñêîëüêó äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (4) ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
G( )� (8) íà ìíîæåñòâå #, åãî ìàêñèìóì èìååò ñìûñë èñêàòü íà ìíîæåñòâå ëèøü

òåõ ( , )� � èç #, äëÿ êîòîðûõ cij i j i j
II I II( , )� � � �� � � 0. Ïîýòîìó äâîéñòâåííóþ çà-

äà÷ó (4) ñ ó÷åòîì âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G G c x x dx b
k N k k k j j( ) ( , ) min ( ( , ) ) ( )

, ,
�

�

� � � �
��� � � � � �

1 �

I I II

j

M

�
� $

1

max
�

(9)

ïðè óñëîâèÿõ

� � � �j ij i j ic� �II I II( , ) , i N�1, ,� , j M�1, ,� ; � �E N , � �E M . (10)
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Çàïèøåì íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ (10) â âèäå

� � � �j
k N kj k j kc� �

� �
min ( ( , ) )

1

II I II , j M�1, ,� . (11)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (11) â (9) è òåì ñàìûì èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííóþ � èç
ôóíêöèîíàëà G( )� , ïîëó÷àåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó (4) â âèäå

G G c x x dx
k N k k k( ) ( ) min ( ( , ) ) ( )

, ,
�

�

� � � �
��2

1
� � � �

�

I I

� � $
� �
� b cj

j

M

k N kj k j k
II II I II

1 1
min ( ( , ) ) max
, ,�

� � �
�

, (12)

� � �� �( , , )1 � N NE . (13)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ îò èñõîäíîé çàäà÷è 3 (÷åðåç ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà
(2)) ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å, ïðèâåäåííîé ê âèäó (12), (13), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû � * ( )� îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 3 â âèäå (7), ãäå

â êà÷åñòâå � � �* * *( , , )� 1 � N âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé

çàäà÷è (12), (13).

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â öåëåâîé ôóíêöèîíàë (1) èñõîäíîé çàäà÷è 3 íàéäåííîå

âûðàæåíèå äëÿ � * ( )� èç (7) ïðè � �� * , ïåðåõîäèì ê çàäà÷å 4 — îòûñêàíèå

âòîðîé êîìïîíåíòû � � � �� ( , , , , )11 � �ij NM îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîä-
íîé çàäà÷è 3.

Çàäà÷à 4. Íàéòè

I cij i j

j

M

i

N

ij( ( ), ) ( , ) min
* *

� � � � �� � � $
��
��const II I II

11 �

ïðè óñëîâèÿõ

� � �ij

j

M

ix x dx

�
� ��

1

( ) ( )
*

�

, i N�1, ,� ;

� ij

i

N

jb

�
� �

1

II , j M�1, ,� ; � ij � 0, i N�1, ,� , j M�1, ,� ,

ãäå çíà÷åíèå const I I� �
�� min ( ( , ) ) ( )

, , *
*

k N k k kc x x dx
1 �

� � �

�

íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå

òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè I ( ( ), )
*

� �� .

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à 4 — ýòî êëàññè÷åñêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çà-
äà÷à, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå áàëàíñà

� �( ) ( )x dx x dx b

i
i

N

j

j

M

� �
� �� �� �

� �1 1

II .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 4 ìîæíî ïðèìåíèòü èçâåñòíûé ìåòîä ïîòåíöèàëîâ.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, ïîäâîäÿùóþ èòîã ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì.

Òåîðåìà 1. Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà � � � �
* * * *

( ) ( ( ), , ( ), , ( ))� � � � �1 � �i N

îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 3 îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âñåõ i N�1, ,� è ïî÷òè âñåõ
x �� ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�
� � � �

* *
*

*
*

( )
( , ) ( , ) , ,

i
i i i k k kx

c x c x i k k� � � � �1, åñëè I I I I �

�
�

�

1

0

, , ,� N

â îñòàëüíûõ ñëó àÿõ,�

â êà÷åñòâå � �1
* *, ,� N âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà-

÷è (4), ïðèâåäåííîé ê âèäó (12), (13).
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Âòîðàÿ êîìïîíåíòà � � � �* * * *
( , , , , )� 11 � �ij NM îòûñêèâàåòñÿ êàê îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé êîíå÷íîìåðíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ìåòîäîì
ïîòåíöèàëîâ [13]:

cij i j

j

M

i

N

ij
II I II( , ) min

*
� � �

���
�� $

11

(14)

ïðè óñëîâèÿõ

� � �ij

j

M

ix x dx

�
� ��

1

( ) ( )*

�

, i N�1, ,� , (15)

� ij

i

N

jb

�
� �

1

II , j M�1, ,� , (16)

� ij � 0, i N�1, ,� , j M�1, ,� , (17)

ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå áàëàíñà

� �( ) ( )x dx x dx b

i
i

N

j

j

M

� �
� �� �� �

� �1 1

II . (18)

Äàëåå ïðèâåäåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 3, îñíîâàííûé íà òåîðåìå 1, ñî-
ñòàâíûìè ÷àñòÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
G2 ( )� îäèí èç âàðèàíòîâ r-àëãîðèòìà Øîðà [20–22], ïðèìåíÿåìûé äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (12), (13), è ìåòîä ïîòåíöèàëîâ [13], èñ-
ïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (14)–(18) îòûñêàíèÿ çíà÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåí-
òû � * îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 3.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 3

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 3, îñíîâàííûé íà òåî-
ðåìå 1, îïðåäåëèì i-þ, i N�1, ,� , êîìïîíåíòó âåêòîðà îáîáùåííîãî ãðàäèåí-

òà g g g gG G G G
i N

2 2

1

2 2

( ) ( ( ), , ( ), , ( ))� � � �
� � �� � � ôóíêöèè G2 ( )� çàäà÷è (12)

â òî÷êå � � �� ( , , )1 � N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g x x dx b q
G i j ij

j

M
i

2
1

�
� � �( ) ( ) ( ) ( ),� �� �

��

II i N�1, ,� , (19)

ãäå

�
� � � �

i
i i k k kx

c x c x i k
( )

, ( , ) ( , ) , ,*
� � � � �1 åñëè ï.â. äëI I I I ÿ

â îñòàëüíûõ ñëó àÿõ ;

x k N� �

�
�

�

�, , , ,1

0

�

� (20)

q
c c

ij
ij i j i

k N
kj k j�

� � �
�

1
1

, ( , ) min ( ( , )
, ,

II I II I II� � � � �
�

� � �

�
�

�

� k i N j M), , , , , , ,

.

1 1

0

� �

â îñòàëüíûõ ñëó àÿõ�

Îïèøåì àëãîðèòì.

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï. Îáëàñòü � çàêëþ÷àåì â n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä
', ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîëàãà-
åì �( )x � 0 ïðè x �' �\ . Ïàðàëëåëåïèïåä ïîêðûâàåì ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé è çà-

äàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå � �� ( )0 . Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå �( ) ( )0 x â óçëàõ ñåò-

êè ïî ôîðìóëàì (20) ïðè � �� ( )0 . Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå âåêòîðà îáîáùåííîãî

ãðàäèåíòà gG2
( )� â óçëàõ ñåòêè ïî ôîðìóëå (19) ïðè � �� ( )0 , � �( ) ( )( )x x� 0 .

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì � � �( ) ( ) ( )( )1 0
0

0
2

� � h gG , ãäå h0 — âåëè÷èíà øàãà,

îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè G2 ( )� ïî íàïðàâëåíèþ îáîáùåí-

íîãî ãðàäèåíòà gG2

0( )( )� .
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Øàã 2. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîñëå k, k �1 2, ,� , øàãîâ àëãîðèòìà

ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ � ( )k , �k x�1 ( ) â óçëàõ ñåòêè.

Øàã ( )k � 1 -é:

1) âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ �k x( ) â óçëàõ ñåòêè ïî ôîðìóëàì (20) ïðè � �� ( )k ;

2) âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå âåêòîðà gG2
( )� â óçëàõ ñåòêè ïî ôîðìóëå (19) ïðè

� �� ( )k , � �( ) ( )( )x xk� ;

3) ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå � � � �( ) ( ) ~k k
k k G

h B g�
�� �1

1 2

,

ãäå B
k�1
� — îïåðàòîð îòîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà â îñíîâíîå

ïðîñòðàíñòâî E N , ïðè÷åì B I N0
� � (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), ~ ( )* ( )g B g

G k G
k

2 21
� �� � ,

hk — âåëè÷èíà øàãà, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè G2 ( )� ïî

íàïðàâëåíèþ îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà gG
k

2
( )( )� â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå;

4) åñëè óñëîâèå

| | | |( ) ( )� � 	k k� � �1 , 	( 0, (21)

íå âûïîëíÿåòñÿ, ïåðåõîäèì ê ( )k �2 -ó øàãó àëãîðèòìà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ, òî ê ï. 5;

5) ïîëàãàåì � �* � l , � �*
( )( ) ( )x xl� , ãäå l — íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé

âûïîëíèëîñü óñëîâèå (21);

6) ðåøàÿ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ ïðè � �( ) ( )
*

x x� è

� �� * , íàõîäèì � � �
* * *

( , , )� 11 � NM ;

7) âû÷èñëÿåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà G2 ( )� äâîéñòâåí-

íîé çàäà÷è (12), (13) ïðè � �� * è äëÿ ïðàâèëüíîñòè ñ÷åòà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (1) çàäà÷è 3 ïî ôîðìóëå

I c x x x dx ci i

i

N

i ij i( ( ), ) ( , ) ( ) ( ) (
* * *

� � � � � �� � ���
�

I I II

�1

I II, )
*

� �j

j

M

i

N

ij

��
��

11

.
(22)

Çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí äëÿ ñëåäóþùåé ìîäåëüíîé çàäà÷è.

Íåêîòîðûé ïîñòàâùèê îäíîðîäíîãî ðåñóðñà (ñûðüÿ), íåïðåðûâíî ðàñïðåäå-

ëåííûé ñ ïëîòíîñòüþ �( )x �1 â îáëàñòè � � � � �{x x x x( , ) : ,( ) ( ) ( )1 2 10 1

0 12� �x ( ) }, ïîñòàâëÿåò åãî â ïÿòü ïóíêòîâ (ïåðâîãî ýòàïà) äëÿ ïåðâè÷íîé ïå-

ðåðàáîòêè (õðàíåíèÿ). Çàäàíû êîîðäèíàòû � � �i i i
I I I� ( , )( ) ( )1 2 , i �1 5, , ðàñïîëîæå-

íèÿ ýòèõ ïóíêòîâ: �
1

0 2 0 2I � ( . ; . ); �
2

0 3 0 5I � ( . ; . ); �
3

0 8 0 3I � ( . ; . ); �
4

0 6 0 8I � ( . ; . );

�
5

0 6 0 1I � ( . ; . ).

Çàäàíû òàêæå êîîðäèíàòû � � �j j j
II II II� ( , )( ) ( )1 2 , j �1 3, , ïóíêòîâ (âòîðîãî ýòà-

ïà) ïîòðåáëåíèÿ ðåñóðñà, ïåðåðàáîòàííîãî (õðàíèâøåãîñÿ) â ïóíêòàõ ïåðâîãî

ýòàïà: �
1

0 2 0 8II � ( . ; . ); �
2

0 6 0 4II � ( . ; . ); �
3

0 8 0 7II � ( . ; . ).

Ñòîèìîñòü òðàíñïîðòèðîâêè åäèíèöû ðåñóðñà îò ïîñòàâùèêà ñ êîîðäèíàòà-

ìè x x x� ( , )( ) ( )1 2 â ïóíêò ïåðâîãî ýòàïà ñ êîîðäèíàòàìè � � �i i i
I I I� ( , )( ) ( )1 2 çàäàíà

â âèäå

c x x x xi i i i
I I I I( , , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 2 2� � �� � � � , i �1 5, .

Çàòðàòû íà òðàíñïîðòèðîâêó åäèíèöû ïðîäóêöèè èç i-ãî ïóíêòà ïåðâîãî ýòà-

ïà � � �i i i
I I I� ( , )( ) ( )1 2 â ïóíêò âòîðîãî ýòàïà � � �j j j

II II II� ( , )( ) ( )1 2 çàäàíû â âèäå

cij i j i j i j
II I II I II I II( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� � � �1 1 2 2 2 2 , i �1 5, , j �1 3, .
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Çàäàíà âåëè÷èíà ñïðîñà b j
II íà ïðîäóêöèþ äëÿ j-ãî ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ,

j �1 3, . Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîùíîñòü i-ãî, i �1 5, , ïóíêòà ïåðâîãî ýòà-

ïà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììàðíûì çàïàñîì ðåñóðñà â ñôåðå åãî îáñëóæèâàíèÿ � i è íå

äîëæíà ïðåâûøàòü çàäàííûõ îáúåìîâ bi
I : �( )x dx bi

�
� � I , i �1 5, .

Ìíîæåñòâî � ïîñòàâùèêîâ ðåñóðñà ìîæíî ðàçáèâàòü íà çîíû � i èõ îáñëó-

æèâàíèÿ â i-ì, i �1 5, , ïóíêòå ïåðâîãî ýòàïà òàê, ÷òîáû

� �i

i�

�
1

5

� , mes ( )� �i j� � 0, i j� , i �1 5, , j �1 3, .

Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ìíîæåñòâî � ïîñòàâùèêîâ ðåñóðñà íà ñôåðû èõ îáñëóæè-

âàíèÿ â ïÿòè ïóíêòàõ ïåðâîãî ýòàïà, ò.å. íà ïîäìíîæåñòâà � � �1 5, , , ,� �i , è

îïðåäåëèòü îáúåìû ïåðåâîçîê � ij � 0, i �1 5, , j �1 3, , îò ïðåäïðèÿòèé ïåðâîãî ýòà-

ïà � i
I , i �1 5, , â ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ âòîðîãî ýòàïà � j

II òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü

ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü òðàíñïîðòèðîâêè ðåñóðñà îò ïîñòàâùèêîâ â ïóíêòû ïåð-

âè÷íîé ïåðåðàáîòêè (ïåðâîãî ýòàïà) è äîñòàâêè ïåðåðàáîòàííîãî ðåñóðñà â ïóí-

êòû êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ (âòîðîãî ýòàïà):

F ij( , , , , , , , ){ } { }� �1 5 11 53� � �� � � �

� ��� ��
� ��

c x x dx ci i

i

ij

ji

i j

i

I I II I II( , ) ( ) ( ,� � � �

�1

5

1

3

1

5

) min$ , (23)

è ïðè ýòîì âåñü ïåðåðàáîòàííûé ïðîäóêò èç âñåõ ïóíêòîâ ïåðâîãî ýòàïà íåîá-

õîäèìî âûâåçòè â ïóíêòû âòîðîãî ýòàïà

� �ij

j

x dx

i
�
� ��

1

3

( )

�

, i �1 5, , (24)

ïðè÷åì ñïðîñ âñåõ ïóíêòîâ âòîðîãî ýòàïà äîëæåí áûòü óäîâëåòâîðåí

� ij

i

jb

�
� �

1

5
II , j �1 3, , (25)

è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå áàëàíñà

�( )x dx b

i

j

j�
�� �

� �

�
1

5

1

3
II . (26)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è (23)–(26) ïðèâåäåííûì àëãîðèòìîì

îáëàñòü � ïîêðûâàëàñü ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé ðàçìåðîì 31 31� .

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ïåðåìåííûõ � äâîéñòâåííîé çàäà÷è (12),

(13) âûáèðàëèñü � i
( )0 0� , i �1 5, . Óñëîâèåì ïðåêðàùåíèÿ ñ÷åòà ÿâëÿëîñü âûïîëíå-

íèå íåðàâåíñòâà | | | |( ) ( )� �k k� �� �1 410 , ãäå ( )k �1 — íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé

ïðîèçîøåë îñòàíîâ àëãîðèòìà. Äâîéíûå èíòåãðàëû, âñòðå÷àþùèåñÿ ïðè ðåàëèçà-

öèè àëãîðèòìà, âû÷èñëÿëèñü ñ ïîìîùüþ êóáàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé ïî

óçëàì âûáðàííîé ñåòêè. Èñõîäíûé îïîðíûé ïëàí òðàíñïîðòíîé çàäà÷è (14)–(18)

îòûñêèâàëñÿ ìåòîäîì ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà.
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Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà çà 15 èòåðàöèé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëü-
òàòû:

— îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà � ïîñòàâùèêîâ îäíîðîäíîãî ðåñóðñà íà

ïîäìíîæåñòâà � �1 5, ,� ñ îáúåìàìè

ïðîèçâîäñòâà 0.0736; 0.3008; 0.2242;

0.2986; 0.1028 ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 1).

Îïòèìàëüíûå ãðàíèöû ìåæäó ïîä-

ìíîæåñòâàìè íà ðèñ. 1 óêàçàíû

ñïëîøíûìè ëèíèÿìè;

— îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê
ïåðåðàáîòàííîãî ðåñóðñà èç i-ãî,

i �1 5, , ïóíêòà ïåðâîãî ýòàïà â j-é,

j �1 3, , ïóíêò âòîðîãî ýòàïà

�
*

. . .

. . .

. .�

0 0000 0 0736 0 0000

0 3000 0 0008 0 0000

0 0000 0 2228 0 0014

0 0000 0 0000 0 2986

0 3008 0 1028 0 0000

.

. . .

. . .

�

�

�
�
�
�
�
�

 

!

"
"
"
"
"
"

;

— ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (22) èñõîäíîé çàäà÷è 3

I ( ( ), ) .
* *

� �� � 0 4805;

— ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äâîéñòâåííîé çàäà÷è G2 ( )*� )

) 0 4808. .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ òåîðèè ÎÐÌ n-ìåðíîãî

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En íà ñëó÷àé äâóõýòàïíîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé ëè-

íåéíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ–ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

â ôîðìå ðàâåíñòâ ñ çàäàííûì ïîëîæåíèåì öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ.

Ïðèâåäåííàÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ–ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îáîáùàåò êëàññè÷åñêóþ êîíå÷íîìåðíóþ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó íà

ñëó÷àé, êîãäà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà (õðàíåíèÿ, ïåðåðàáîòêè) â çàäàííûõ ïóíêòàõ

íå èçâåñòíû çàðàíåå, à îòûñêèâàþòñÿ êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðåðûâ-

íîé çàäà÷è ÎÐÌ ïîòðåáèòåëåé (ïîñòàâùèêîâ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî ðå-

ñóðñà) íà ñôåðû èõ îáñëóæèâàíèÿ â ýòèõ ïóíêòàõ, à òàêæå îáîáùàåò äèñêðåòíûå

äâóõýòàïíûå ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûå çàäà÷è íà ñëó÷àé íåïðåðûâíî ðàñïðå-

äåëåííîãî ðåñóðñà.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ïî-

ñòàíîâêå ê ñôîðìóëèðîâàííîé â ñòàòüå çàäà÷å.

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àâòîðàìè ìåòîäà ðàçðàáîòàí è ïðîãðàììíî ðåàëè-
çîâàí àëãîðèòì â ñðåäå Intel Visual Fortran Compiler 18.0 for Windows, ðàáîòà êî-
òîðîãî ïðîèëëþñòðèðîâàíà ðåøåíèåì ìîäåëüíîé çàäà÷è.
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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ³ àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ äâîåòàïíî¿ íåïåðåð-
âíî-äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ–ðîçïîä³ëó, ÿêà º óçàãàëüíåí-
íÿì, ç îäíîãî áîêó, êëàñè÷íî¿ òðàíñïîðòíî¿ çàäà÷³ íà âèïàäîê, êîëè îáñÿãè
âèðîáíèöòâà (çáåð³ãàííÿ, ïåðåðîáêè) â çàäàíèõ ïóíêòàõ íå â³äîì³ çàçäà-
ëåã³äü, à â³äøóêóþòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ íåïåðåðâíî¿ çàäà÷³ îïòè-
ìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè íåïåðåðâíî ðîçïîä³ëåíèõ ñïîæèâà÷³â (ïîñòà-
÷àëüíèê³â) íà ñôåðè ¿õíüîãî îáñëóãîâóâàííÿ â öèõ ïóíêòàõ, ç ³íøîãî áîêó,
äèñêðåòíèõ äâîåòàïíèõ âèðîáíè÷î-òðàíñïîðòíèõ çàäà÷ íà âèïàäîê íåïåðåðâ-
íî ðîçïîä³ëåíîãî ñïîæèâà÷à. Ðîáîòó çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ïðî³ëþñò-
ðîâàíî ðîçâ’ÿçóâàííÿì ìîäåëüíî¿ çàäà÷³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íåñê³í÷åííîâèì³ðíå ìàòåìàòè÷íå ïðîãðàìóâàííÿ, îïòèìàëüíå
ðîçáèòòÿ–ðîçïîä³ëåííÿ, òðàíñïîðòíà çàäà÷à, íåäèôåðåíö³éîâíà îïòèì³çàö³ÿ.

Å.Ì. Kiseleva, O.M. Prytomanova, S.A. Us
SOLVING A TWO-STAGE CONTINUOUS-DISCRETE OPTIMAL PARTITIONING-
ALLOCATION PROBLEM WITH A GIVEN POSITION OF THE SUBSETS CENTERS

Abstract. A method and algorithm of solving a two-stage continuous-discrete
optimal partitioning-allocation problem are proposed. On the one hand, this
problem is a generalization of the classical transportation problem to the case
where production (storage, recycling) volumes at specified points are unknown
in advance, and are sought as a solution of the corresponding continuous
problem of optimal partitioning of a set of continuously distributed consumers
(suppliers) into their service areas by these points. On the other hand, this
problem generalizes discrete two-stage production-transportation problems in the
case of a continuously distributed consumer. The operation of the proposed
algorithm is demonstrated by solving a model problem.

Keywords: infinite-dimensional mathematical programming, optimal partitioning-
allocation, transportation problem, non-differentiable optimization.

Êèñåëåâà Åëåíà Ìèõàéëîâíà,
÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû, ïðîôåññîð, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, äåêàí Äíèïðîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî
óíèâåðñèòåòà èìåíè Îëåñÿ Ãîí÷àðà, e-mail: kiseleva47@ukr.net.

Ïðèòîìàíîâà Îëüãà Ìèõàéëîâíà,
êàíäèäàò ýêîí. íàóê, äîöåíò êàôåäðû Äíèïðîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
èìåíè Îëåñÿ Ãîí÷àðà, e-mail: olgmp@ua.fm.

Óñ Ñâåòëàíà Àëüáåðòîâíà,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû ÍÒÓ «Äí³ïðîâñüêà ïîë³òåõí³êà», Äíèïðî,
e-mail: ussvetlanna@gmail.com.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 1 15


