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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí ìíîãîøàãîâûé îäíîñòàäèéíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé
èíòåãðèðîâàòü æåñòêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé
ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ è ìàëûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Íà ïðèìåðàõ
ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä íå óñòóïàåò ëó÷øèì ìåòîäàì ïðè ðåøå-
íèè æåñòêèõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü äëÿ ìíîãî-
øàãîâîãî îäíîñòàäèéíîãî ìåòîäà îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè, ãäå
îáåñïå÷åíà âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ â øèðî-
êèõ ïðåäåëàõ ïðè ñîõðàíåíèè âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêèå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû, ìíîãîøàãîâûé îäíîñòàäèé-
íûé ìåòîä, (4,2)-ìåòîä, CROS, ÷åòûðåõñòàäèéíûé ÿâíûé ìåòîä Ðóíãå–Êóòòû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

(÷åòâåðòîãî íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå) äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèõñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ êîíâåêòèâíî-äèôôó-

çèîííûõ ÷ëåíîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäåëè öèðêóëÿöèè àò-

ìîñôåðû. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëèë ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-

ìè ïðîèçâîäíûìè â ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(ÎÄÓ) è ñâåñòè çàäà÷ó ïðîãíîçà àòìîñôåðíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ èç

íà÷àëüíî-êðàåâîé ê çàäà÷å Êîøè. Ñòàòüè [2, 3] ïîñâÿùåíû ðàçðàáîòêå ñåìåéñòâà

ìíîãîøàãîâûõ îäíîñòàäèéíûõ ÿâíûõ è íåÿâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ÎÄÓ äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ ïðåäûñòîðèåé. Â íèõ ðàññìîòðåíû îáùèå âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè äèñêðåòèçàöèè, àïïðîêñèìàöèè, ñõîäèìîñòè è óñòîé÷è-

âîñòè. Ïðè ýòîì îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè è òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì ÎÄÓ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ñåìåéñòâà ìíîãîøà-

ãîâûõ îäíîñòàäèéíûõ ìåòîäîâ.

Ïðîöåññû, èìåþùèå ñâîéñòâî æåñòêîñòè, îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè äâóõ âè-

äîâ: ñ áîëüøèìè ïî ìîäóëþ ïðîèçâîäíûìè è ìàëûìè ïî ìîäóëþ ïðîèçâîäíûìè,

ïðè÷åì ôóíêöèè ñ áîëüøèìè ïðîèçâîäíûìè áûñòðî óáûâàþò. Òàêèå çàäà÷è ÷àñòî

âñòðå÷àþòñÿ â ìåòåîðîëîãèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåïðåðûâíîãî ïðîõîæäåíèÿ ÷å-

ðåç äàííûé ïóíêò ðàçëè÷íîãî òèïà áàðè÷åñêèõ îáðàçîâàíèé (öèêëîíîâ, àíòèöèêëî-

íîâ), àòìîñôåðíûõ ôðîíòîâ è ò.ä. Äëÿ æåñòêèõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóþò

äâà ó÷àñòêà ðåøåíèÿ ñ ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ åãî ñîñòàâëÿþùèõ, ïðè-

÷åì äëèíà ïåðâîãî ó÷àñòêà (âûñîêîãðàäèåíòíîãî) çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äëèíû âòî-

ðîãî. Íåîáõîäèìîñòü âûäåëåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé â îòäåëüíûé êëàññ îáóñëîâëåíà

òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïðè èõ ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè òðàäèöèîí-

íûìè ìåòîäàìè. Äëÿ ÷èñëåííîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ áûñòðîïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ

íà âûñîêîãðàäèåíòíîì ó÷àñòêå íåîáõîäèì ìàëûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî âíå

ýòîãî ó÷àñòêà, ãäå äîìèíèðóþò ôóíêöèè ñ ìàëûìè ïðîèçâîäíûìè, óâåëè÷åíèå

øàãà ïðèâîäèò ê ðåçêîìó âîçðàñòàíèþ ïîãðåøíîñòè, ÷òî âûçûâàåò êà÷åñòâåííîå

èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ. Îïèñàííîå ÿâëåíèå ïðîèñõîäèò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîã-

äà ìåòîä èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè.
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Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå æåñòêèõ ñèñòåì ÎÄÓ ÿâíûìè ìåòîäàìè,

äëÿ êîòîðûõ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îãðàíè÷åíà, ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíûì

âñëåäñòâèå ðåçêîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âû÷èñëåíèé (ìàëûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ)

èëè íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì èç-çà âîçðàñòàíèÿ ïîãðåøíîñòè (òàê íàçûâàåìûé

âçðûâ ïîãðåøíîñòè) ïðè íåäîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå. Îäíàêî íåÿâíûå ìåòîäû òàê-

æå èìåþò îïðåäåëåííûå íåäîñòàòêè. Èñïîëüçîâàíèå íåÿâíîãî ìåòîäà äëÿ ðåøå-

íèÿ æåñòêîé ëîêàëüíî-íåóñòîé÷èâîé çàäà÷è ìîæåò ïðèâåñòè ê êà÷åñòâåííî íå-

âåðíîìó ðåøåíèþ [4]. Ïðè ýòîì ðåàëèçîâàòü òàêèå ìåòîäû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå,

÷åì ÿâíûå. Ýòèì îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëî-

æåííîãî ñåìåéñòâà ìíîãîøàãîâûõ îäíîñòàäèéíûõ ÿâíûõ è íåÿâíûõ ìåòîäîâ íà

÷èñëåííîì ðåøåíèè æåñòêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ÎÄÓ. Êðàòêî ïðèâåäåì

ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íà çàäà÷àõ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè

æåñòêîñòè, èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

ÆÅÑÒÊÀß ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÑÊÀËßÐÍÎÃÎ ÎÄÓ
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Îïðåäåëèì, íàñêîëüêî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ îò òî÷íîãî ðåøå-

íèÿ. Â äàííîì ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå (2) òàêîå, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü

ôîðìóëó òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ýòî äåëàåò áåññìûñëåííûì âûïîëíåííîå ÷èñëåííîå

èíòåãðèðîâàíèå, íî ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ. Èñõîä-

íîå óðàâíåíèå ëèíåéíîå, ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y t ae bct t( ) � , (4)

âèä êîòîðîé âàðüèðóåòñÿ çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ a � const , b � const ,

c � const . Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü

êàê íåæåñòêèì, òàê è æåñòêèì.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3) ðåàëèçóåò-

ñÿ ÷èñëåííî íà íà÷àëüíîì áëîêå ðàñ÷åòíûõ øàãîâ ðàâíîìåðíîé ðàçíîñòíîé ñåòêè � � ,

ò.å. ïðè n � 0, ïîñêîëüêó òåõíè÷åñêèå äåòàëè óïðîùàþòñÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî çàâè-

ñèìîñòü ôóíêöèé â (1) îò n èñ÷åçàåò, à çàâèñèìîñòü îò j ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé:

� � �i

i k

j

i i

i k

j

iy f

� �
� �� � 0. (5)

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1–3], óðàâíåíèå (5) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

� � �l i

i

j

i

i

j

� � �
� �
� �0 0 1

0 0

, ,
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ÿâíûõ è íåÿâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (3) äëÿ ïðîèçâîëü-
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åìîé çàäà÷è. Íåöåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ j â òåõ ñëó÷à-

ÿõ, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû ìåòîäû ñ îãðàíè÷åííûìè çíà÷åíèÿìè j è ïðè ýòîì

íå îæèäàåòñÿ ñóùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Î÷åâèäíî, ñëåäóåò

èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòíóþ ìíîãîøàãîâóþ ñõåìó ïîðÿäêà p � 4, ñîãëàñóþùóþñÿ

ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ïðàâûå ÷àñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîäåëè

öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû. Ýòî îãðàíè÷åíèå ïðèâîäèò ê ÿâíîé ìíîãîøàãîâîé
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Êðàòêî ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ðåà-

ëèçàöèè ÿâíîé ñõåìû (6) íà çàäà÷àõ (2), (3) ðàçëè÷íîé ñòåïåíè æåñòêîñòè, èìåþ-

ùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (4).

Åñëè b �1, c � 0, òî èìååò ìåñòî íåîãðàíè÷åííîå (íåóñòîé÷èâîå) ðåøåíèå

(ðèñ. 1) è ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ øàãîì ïî

âðåìåíè, îáåñïå÷èâàþùèì íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü, íå âñåãäà âûïîëíèìî.

Åñëè b �1, c� 0, òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îãðàíè÷åíî y t
t

( )
��

� 0,

ò.å. èìååò ìåñòî îáû÷íàÿ ñèòóàöèÿ (ðèñ. 2), ïîçâîëÿþùàÿ ïîëüçîâàòüñÿ ÿâíîé

ñõåìîé â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàíîâëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ è òî÷íîñòüþ.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ íå ïðåäñòàâëÿþò îñîáîãî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó ðàññìîòðåí-

íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b è c âûâîäÿò ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3) çà ïðåäåëû

æåñòêîñòè.

Ïðè çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò 0 1� �b , c� 0 â ðåøåíèè ïîÿâëÿåòñÿ íèñïàäàþùèé

âûñîêîãðàäèåíòíûé ó÷àñòîê ñ ðåçêèì èçìåíåíèåì y t( ) íà ìàëîì îòðåçêå. Ïðè

c � � � æåñòêîñòü óðàâíåíèÿ (2) óâåëè÷èâàåòñÿ, âûñîêîãðàäèåíòíûé ó÷àñòîê

ñäâèãàåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò è ñóæàåòñÿ.

Ðàññìîòðåííûå âàðèàíòû æåñòêîñòè c ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3

(ïðè b � 0.6, c � �10) è ðèñ. 4 (ïðè b � 0.6, c � �30). Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû àáñîëþò-

íûå îøèáêè ÿâíîé ñõåìû (6) ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (3) â çàâèñèìîñòè

îò èñïîëüçóåìîãî ïðè âû÷èñëåíèÿõ âðåìåííîãî øàãà ñåòêè �. Àáñîëþòíàÿ îøèá-
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òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé íà j-ì âðåìåííîì ñëîå; � �E � îáîçíà÷àåò � ��10 .

Åñëè çàäàòü 0 1� �b , c � � 40, òî ðåøåíèå ðàçèòåëüíî ìåíÿåòñÿ. Ãðàôèê ñèëü-

íî êîëåáëþùåéñÿ ôóíêöèè ñâèäåòåëüñòâóåò î íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Äàííûé

òåñò ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿâíûé ìåòîä ìîæåò äàâàòü íåâåðíûé ðåçóëüòàò, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé íåóñòîé÷èâîìó ïðîöåññó äàæå ïðè � � 0.01. Â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò

óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî øàãîâ â ÿâíîì ìíîãîøàãîâîì îäíîñòàäèéíîì ìåòîäå.

Îñíîâíîå òðåáîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðè îïòèìàëüíîì êîëè÷åñòâå

øàãîâ ÷èñëåííûé ìåòîä îáåñïå÷èâàë êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ íà âûñîêîãðàäèåíòíîì ó÷àñòêå è íàèáîëåå òî÷íî âîñïðîèçâîäèë

ðåøåíèå íà îñíîâíîì îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ âíå òàêîãî ó÷àñòêà. Íî èíîãäà

â àíàëîãè÷íûõ, áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ (íàïðèìåð, ñëó÷àé ïðåäåëüíîé æåñ-

òêîñòè èëè íåèçâåñòíîå çàðàíåå ïîëîæåíèå âûñîêîãðàäèåíòíîãî ó÷àñòêà) ïðè

÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì øàãà èí-

òåãðèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî óñòîé÷èâîñòü èëè íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü âû-

÷èñëåíèÿ. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äâóõñòàäèéíûì àëãîðèòìîì: âíà÷àëå

â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå y j ïî ÿâíîé ñõåìå (6), ïî-

ðÿäîê òî÷íîñòè êîòîðîé ðàâåí O j[ ],� çàòåì, âû÷èñëèâ f t yj j( , ), óòî÷íèòü çíà÷å-

íèå y j ïî íåÿâíîé ñõåìå (7) ïîðÿäêà O j[ ]� �1 . Äâóõñòàäèéíûé ìåòîä (6), (7)
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Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

y y

t t

Ò à á ë è ö à 1

t j

Àáñîëþòíàÿ îøèáêà, � j

Ïàðàìåòðû æåñòêîñòè b � 0.6, c � �10 Ïàðàìåòðû æåñòêîñòè b � 0.6, c � �30

� � 0.01 � � 0.02 � � 0.05 � � 0.01 � � 0.02 � � 0.05

0.1 2.64835E�03 6.20364E�04 — 2.00700E�03 1.34940E�03 —

0.2 2.07406E�03 2.77900E�03 — 1.12816E�03 1.59130E�03 —

0.3 1.19480E�03 2.00700E�03 1.69900E�03 9.67785E�04 1.57995E�04 1.70542E�03

0.4 6.39006E�04 1.12816E�03 6.04137E�04 1.73269E�04 2.48452E�06 1.33186E�03

0.5 3.28645E�04 5.93118E�04 2.00758E�03 4.40515E�07 1.32583E�06 6.22718E�04

0.6 1.64963E�04 3.02507E�04 1.67097E�03 1.38288E�05 2.86449E�06 2.49837E�04

0.7 8.13640E�05 1.51466E�04 8.21448E�04 1.56995E�05 3.72869E�06 8.68385E�05

0.8 3.96771E�05 7.48867E�05 2.77552E�05 1.77823E�05 1.57364E�06 2.77794E�05

0.9 1.91628E�05 3.66806E�05 6.51329E�04 2.52721E�05 4.69480E�06 7.24371E�06

1.0 9.18796E�06 1.78355E�05 1.30892E�03 3.12498E�05 2.04555E�06 1.95826E�06



óñòîé÷èâ, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî

âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, ðóêîâîäñòâóÿñü

òðåáîâàíèÿìè òî÷íîñòè, à íå óñòîé÷è-

âîñòè.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (2), (3) ñ ïîìîùüþ äâóõñòàäèé-

íîãî àëãîðèòìà (7) ïðåäñòàâëåíû â âèäå

ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ íà ðèñ. 5 è

â òàáë. 2 (ïðè ïàðàìåòðàõ æåñòêîñòè

b � 0.6, c � � 40) â âèäå àáñîëþòíûõ

îøèáîê �, çàâèñÿùèõ îò èñïîëüçóåìûõ

ïðè âû÷èñëåíèÿõ âðåìåííûõ øàãîâ �.

Èç ðåçóëüòàòîâ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ

ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîøàãîâûé äâóõñòàäèéíûé àáñîëþòíî óñòîé÷èâûé ìåòîä (6), (7)

ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü æåñòêèå ÎÄÓ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ è ìàëûìè âû÷èñëè-

òåëüíûìè çàòðàòàìè.

ÆÅÑÒÊÀß ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÄÓ

Áóäåì ïîëàãàòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ � �y yA (A — ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà

n n� ) æåñòêîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ [5, 6]:

1) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà 	 i ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëü-

íóþ ÷àñòü, ò.å. Re 	 i � 0, i n�1 2, , ,� ;

2) ÷èñëî S
k n

k
k n

k�
� � � �
max | Re | min | Re |

1 1
	 	 âåëèêî.

Âåëè÷èíà S îïðåäåëÿåò æåñòêîñòü çàäà÷è.

Â äàííîì ðàçäåëå âûïîëíÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìíîãîøàãîâîãî

÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ íà ïðèìåðå ïîñòàâëåííîé æåñòêîé çàäà÷è äëÿ ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ è îöåíèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü åãî ðàáîòû ñðàâíåíèåì ñ äðó-

ãèìè ìåòîäàìè â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè æåñòêîñòè çàäà÷è.

Äàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñëåäóþùèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì ÎÄÓ: (4,2)-ìåòîäà, ìåòîäà Ðóíãå–Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïî-

ðÿäêà òî÷íîñòè, îäíîñòàäèéíîé êîìïëåêñíîé ñõåìû Ðîçåíáðîêà [7–13] è ïðåäëî-

æåííîãî ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà (6), (7). Ñðàâíåíèå âûïîëíåíî íà îòðåçêå

0 1� �t íà îñíîâå ðåøåíèÿ òåñòîâîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ [12]
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Ðèñ. 5

y

t

Ò à á ë è ö à 2

t j
Àáñîëþòíàÿ îøèáêà, � j

� � 0.01 � � 0.02 � � 0.05

0.1 1.9244477E�03 1.0759868E�03 —

0.2 7.6084165E�05 4.9429352E�04 3.0396441E�03

0.3 7.7486038E�07 7.5922617E�07 1.1215412E�03

0.4 1.0301580E�06 5.5778646E�06 1.9948818E�03

0.5 1.0388620E�06 3.3185438E�06 9.9659688E�04

0.6 1.8891200E�06 3.4211398E�06 1.3992097E�04

0.7 2.1170492E�06 3.6826227E�06 3.5816127E�05

0.8 2.5979759E�06 5.0525923E�06 3.7905966E�06

0.9 1.5244777E�06 5.0554963E�06 5.9216754E�06

1.0 2.6193317E�07 2.2713898E�06 4.1652506E�06



dy

dt
y

dy

dt
y y y

dy

dt

1
0 1

2
0 1 1 1 1 2 1 3

3

�

� � � � �

�





 
 
 � �




,

( ) ( ) ,

( 0 1 1 1 1 2 1 1 3

4
0 1 1 1 1

2

2

� � � � �

� � � �


 � � 
 �


 
 � �

) ( ) ,

( )

y y y

dy

dt
y y2 1 1 2 3 2 2 4 2 5

5
0 1 1 1 2

� � � � � �

� � � �

( ) ( ) ,

( )


 � 
 
 � �


 
 �

y y y

dy

dt
y � 
 � 
 � � 
 �1 2 1 1 2 2 3 2 4 2 2 52y y y y� � � � � � �

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
� ( ) ( ) .

(8)

Ñëåäóÿ [12], ïîëîæèì y y2 30 0( ) ( )� , y y4 50 0( ) ( )� . Òîãäà òî÷íîå ðåøåíèå

ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ (8) èìååò ôîðìóëüíûé âèä

y t y e

y t y t y y e

t

t
1 1

2 1 2 1

0

0 0

0

1

( ) ( ) ,

( ) ( ) [ ( ) ( )] cos(

�

� � �





 �1

3 1 2 1 12 0 0 41

t

y t y t y y e t
t

),

( ) ( ) [ ( ) ( )] sin [( ( / )],� � � �
 � �

y t y t y y e t

y t y t

t
4 3 4 2 2

5 3

0 0 2( ) ( ) [ ( ) ( )] cos ( ),

( ) ( )

� � �

� �


 �

2 0 0 44 2 2
2[ ( ) ( )] sin [( ( / )]y y e t
t� �

�

�

�
�
�

�

�
�
�


 � �

è ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 6.

Îïðåäåëèì ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè M çàäà÷è ñ ìàòðèöåé A òàêèì îáðàçîì [13]:

M A A� �| | | | | | | |1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû M � 79956. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâíû 	1 100� � ,
	 
 �2 3 1 1, � � i , 	 
 �4 5 2 2, � � i .

Ðàññìîòðèì äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû ÎÄÓ (8) ñëó÷àé æåñòêîé çàäà÷è, â êîòîðîé
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä y y y1 2 30 10 0 0 11( ) , ( ) ( )� � � , y y4 50 0 111( ) ( )� � ,
à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ 
0 100� � , 
1 1� � , �1 1� , 
2 10000� � , � 2 10� . Ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà: 	1 100� � , 	 2 3 1, � � � i, 	 4 5 10000, � � �10i. Âåëè÷èíà æåñòêîñòè

çàäà÷è S �104 . Âñå 	 i èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, à çíà÷èò, çà-

äà÷à ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé â ñìûñëå óñëîâèÿ æåñòêîñòè 1.
Â òàáë. 3 äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðèâåäåíû àáñîëþòíûå îøèáêè �, ïî-

ëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ øàãîâ �. Îøèáêà � âû÷èñëÿ-

ëàñü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: � � � �max | | | |
j

j jy u , ãäå u j è y j — âåêòîðû òî÷íî-

ãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé íà j-ì âðåìåííîì ñëîå, | | | |� � — êóáè÷åñêàÿ íîðìà

âåêòîðà [14].

Èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 3, âèäíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè æåñòêîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) ñ ÷èñëîì æåñò-

êîñòè S �104 ïðè ðàçëè÷íûõ øàãàõ èí-

òåãðèðîâàíèÿ (4,2)-ìåòîä, îäíîñòàäèé-

íàÿ êîìïëåêñíàÿ ñõåìà Ðîçåíáðîêà, ÷å-

òûðåõñòàäèéíûé ìåòîä Ðóíãå–Êóòòû,

ìíîãîøàãîâûé îäíîñòàäèéíûé ÿâíûé

ìåòîä (6) è äâóõñòàäèéíûé ìåòîä (6),

(7) íà ìàëûõ øàãàõ (äî � � 4.00 � �10 5)

ðàáîòàþò àäåêâàòíî. Ïðè óâåëè÷åíèè

øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ àáñîëþòíàÿ

îøèáêà ñòàíîâèòñÿ áîëüøîé è ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå íà÷èíàåò ñóùåñòâåííî îò-

ëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî.
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Ðèñ. 6

y

t

y t3 ( )
y t1 ( ) y t2 ( ) y t4 ( ) y t5 ( )



ÆÅÑÒÊÀß ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÄÓ

Ðàññìîòðèì òåñòîâûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàáîòó ìíîãîøàãîâîãî îäíî-

ñòàäèéíîãî ìåòîäà ïðèìåíèòåëüíî ê íåëèíåéíûì ñèñòåìàì ÎÄÓ. Ïóñòü èñ-

õîäíàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dy

dt
y y t

dy

dt
y y y

1
1 2

2

2
1 2 2

2

2 0 1� � � � � �

� � �

�

�
�

�
�

( ) , ,

,


 

(9)

y t y t
t t1 0 2 0

1 1( ) , ( )
� �

� � .

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (9) èìååò ôîðìóëüíûé âèä

y t e

y t e

t

t
1

2

2

( ) ,

( )

�

�

�
�
�

�

�

è ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 7.

Æåñòêîñòü çàäà÷è (9) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðà 
. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì

àáñîëþòíûå îøèáêè � ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìíîãîøàãîâûì ìåòîäîì

äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷, â çàâèñèìîñòè îò øàãà �. Îøèáêó âû÷èñëèì, êàê è âûøå,

ïî ôîðìóëå � � � �max | | | |
j

j jy u , ãäå u j è y j — âåêòîðû òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî

ðåøåíèé íà j-ì âðåìåííîì ñëîå.

Êàê âèäíî èç òàáë. 4, ïðè ðåøåíèè

æåñòêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) ñ øàãàìè

èíòåãðèðîâàíèÿ äî 64 10 5� � ìíîãîøàãî-

âûé îäíîñòàäèéíûé ÿâíûé ìåòîä (6),

ìíîãîøàãîâûé îäíîñòàäèéíûé íåÿâ-

íûé ìåòîä (7) è ìåòîä ïðåäèêòîð-êîð-

ðåêòîð äàþò áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Ïðè

óâåëè÷åíèè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ àá-

ñîëþòíàÿ îøèáêà ìíîãîøàãîâîãî îä-

íîñòàäèéíîãî ÿâíîãî ìåòîäà (6) óâåëè-

÷èâàåòñÿ è ÷èñëåííîå ðåøåíèå íà÷èíà-

åò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî.
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Ðèñ. 7

y

t

y t2 ( )

y t1 ( )

Ò à á ë è ö à 3

� �105
Àáñîëþòíàÿ îøèáêà, �

(4,2)-ìåòîä
Ìåòîä

Ðîçåíáðîêà

Ìåòîä

Ðóíãå–Êóòòû
ßâíûé ìåòîä (6)

Äâóõñòàäèéíûé

ìåòîä (6), (7)

1.0 8.64E�5 5.69E�2 4.70E�5 6.5692E�2 2.0958E�2

2.0 1.20E�3 2.12E�1 8.18E�4 0.5214 7.2441E�2

4.0 1.48E�2 7.26E�1 1.52E�2 3.0040 0.9024

8.0 1.57E�1 2.24 3.39E�1 12.688 8.7382

16.0 1.32 5.58 9.67 — 56.538

32.0 5.39 6.65 9.29E� 15 — —

64.0 9.84 3.43 1.37E� 44 — —

128.0 9.39 1.05 1.40E� 40 — —

256.0 6.39 3.01E�1 1.91E� 567 — —

512.0 3.72 1.67E�1 2.82E� 1059 — —



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìíîãîøàãîâûé îäíîñòàäèéíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü æåñòêèå äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ è ìàëû-

ìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåä-

ëîæåííûé ìåòîä íå óñòóïàåò ëó÷øèì ñóùåñòâóþùèì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìå-

òîäàì ïðè ðåøåíèè æåñòêèõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü äëÿ ìíîãîøàãîâîãî îäíîñòàäèéíî-

ãî ìåòîäà îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè, ãäå îáåñïå÷åíà âîçìîæíîñòü èçìåíå-

íèÿ âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ïðè ñîõðàíåíèè âû÷èñëè-

òåëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà. Äàííûé ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ ðàñ÷åòà áîëüøîãî êëàñ-

ñà æåñòêèõ ñèñòåì ÎÄÓ. Ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå øàãà (äî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî)

íå âñåãäà ïîçâîëÿåò ñïðîãíîçèðîâàòü ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ è ñîêðàòèòü

îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ñîáëþäåíèè òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ

èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå ïðîöåäóðû àâòîìà-

òè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ïîðÿäêîì è âåëè÷èíîé øàãà [15]. Ýòîò ïðîöåññ òðåáóåò ýô-

ôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé.
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Â.À. Ïðóñîâ , À.Þ. Äîðîøåíêî
ÒÅÑÒÓÂÀÍÍß ÁÀÃÀÒÎÊÐÎÊÎÂÎÃÎ ÎÄÍÎÑÒÀÄ²ÉÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ
ÍÀ ÆÎÐÑÒÊÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî áàãàòîêðîêîâèé îäíîñòàä³éíèé ìåòîä, ùî äîçâîëÿº
³íòåãðóâàòè æîðñòê³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ³ ñèñòåìè ð³âíÿíü ç âèñîêîþ
òî÷í³ñòþ ³ ìàëèìè îá÷èñëþâàëüíèìè âèòðàòàìè. Íà ïðèêëàäàõ ïîêàçàíî,
ùî çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íå ïîñòóïàºòüñÿ êðàùèì ìåòîäàì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ
æîðñòêèõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè äëÿ áàãàòîêðî-
êîâîãî îäíîñòàä³éíîãî ìåòîäó îáëàñò³ àáñîëþòíî¿ ñò³éêîñò³, äå çàáåçïå÷åíà
ìîæëèâ³ñòü çì³íè âåëè÷èíè êðîêó ³íòåãðóâàííÿ â øèðîêèõ ìåæàõ ³ç çáåðå-
æåííÿì îá÷èñëþâàëüíî¿ ñò³éêîñò³ ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: æîðñòê³ ð³âíÿííÿ ³ ñèñòåìè, áàãàòîêðîêîâèé îäíîñòàä³éíèé
ìåòîä, (4,2)-ìåòîä, CROS, ÷îòèðèñòàä³éíèé ÿâíèé ìåòîä Ðóíãå–Êóòòè.

V.A. Prusov , A.Yu. Doroshenko
TESTING A MULTI-STEP SINGLE-STAGE METHOD ON HARD TASKS

Abstract. A multistep one-stage method is considered, which allows one to
integrate hard differential equations and systems of equations with high accuracy
and low computational costs. The examples show that the proposed method is
not inferior to the best available methods in solving hard problems. The
calculation results allow us to determine the absolute stability regions for
a multistep one-stage method where it is possible to change the integration step
over a wide range while maintaining the computational stability of the method.

Keywords: hard equations and systems, multistep one-stage method, (4,2) method,
CROS, four-stage explicit Runge–Kutta method.
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