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Â ÐÀÌÊÀÕ ÁÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ
È ÅÅ ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÎÃÀ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè íàñûùåííûõ ãåîïîðèñòûõ
ñðåä â ðàìêàõ íåêëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñíîâó êîòîðûõ ñî-
ñòàâëÿþò áèïàðàáîëè÷åñêîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå è åãî äðîáíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûé àíàëîã. Âûïîëíåíû ïîñòàíîâêè è íàéäåíû ðåãóëÿðèçîâàííûå
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ðåòðîñïåêòèâíûõ çàäà÷ òåîðèè êîíñîëèäàöèè ñîãëàñíî
óêàçàííûì ìîäåëÿì. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøå-
íèé è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè, ôè-
ëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííûå ïðîöåññû, äèíàìèêà, îáðàòíûå çàäà÷è, áèïàðà-
áîëè÷åñêîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå, äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàê èçâåñòíî [1], êëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïðîöåññà

ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ãåîïîðèñòûõ ñðåä ïîñòðîåíà íà óðàâíåíèè ïà-
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ãäå u p� / � — èçáûòî÷íûé íàïîð, p — ïîðîâîå äàâëåíèå, � — óäåëüíûé âåñ

æèäêîñòè, C� — êîýôôèöèåíò êîíñîëèäàöèè.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìîäåëüíûì óðàâíåíè-

åì òåîðèè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè, â íåì ïîñòóëèðîâàíû òàêèå âåñüìà

æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ, êàê áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé è

ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ïðè íàðóøåíèè ýòèõ

óñëîâèé óêàçàííîå óðàâíåíèå íåäîñòàòî÷íî êîððåêòíî îïèñûâàåò ïðîöåññû ïåðå-

íîñà è ïðèâîäèò ê ðÿäó èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ [2, 3]. Áîëåå îáùåå óðàâíåíèå,

ïîäõîäÿùåå äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ êîíñîëèäàöèè âîäîíàñûùåííûõ

ãåîïîðèñòûõ ìàññèâîâ ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè ñêåëåòà, ïîëó÷åíî â ðàáîòå [4] è

èìååò âèä
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ãäå a b C, , ,� � — èçâåñòíûå [4, 5] ïîñòîÿííûå, f — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà (1), (2), ïðèìåíÿåìûå äëÿ îïèñàíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ êîíñîëèäàöèè, òðóäíî îáúÿñíèòü ñ òåîðåòèêî-ãðóï-

ïîâîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè íå èìåþò íåîáõîäèìûõ ñèììåòðèéíûõ

ñâîéñòâ [6]. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå [7] äëÿ áîëåå êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåñ-

ñîâ ïåðåíîñà ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà áèïàðàáîëè-

÷åñêîì ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè

� �u x t u x t f x tr( , ) ( , ) ( , )
 �� 2 , (3)

ãäå �r — äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð, � ��2 � .
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Äàííîå óðàâíåíèå, êàê îòìå÷àåòñÿ â [7], èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû

Ãàëèëåÿ G( , )1 3 è ïîýòîìó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîâûõ è

äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, íå çàâèñÿùèõ îò òîãî, â êàêèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ

îíè íàáëþäàþòñÿ.

Áèïàðàáîëè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïðîöåñ-

ñîâ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè âîäîíàñûùåííûõ ãðóíòîâûõ ìàññèâîâ ïîä

äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ âíåøíèõ íàãðóçîê ââåäåíà â [8] è ñîîòâåòñòâóåò òàêèì

çàêîíàì ôèëüòðàöèè è óïëîòíåíèÿ:
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k
p p a p pr r( ), ( )� �0 , (4)

ãäå k � 0 — êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè ïîðèñòîé ñðåäû,
�
� — ñêîðîñòü ôèëüòðà-

öèè, � — êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè (�0 � íà÷àëüíûé êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè),

a — êîýôôèöèåíò ñæèìàåìîñòè ïðè êîìïðåññèè, � — âíåøíÿÿ íàãðóçêà,

�r � 0 — äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð (ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè).

Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè æèäêîé ôàçû [1, 4, 5] ñ ó÷åòîì ïåðâîãî èç ñîîò-

íîøåíèé (4) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîíñîëèäàöèè ïîëíîñòüþ âîäîíàñûùåííîãî

ãåîïîðèñòîãî ìàññèâà (�cp — ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîðèñòîñòè)
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èëè ñ ó÷åòîì âòîðîãî èç óñëîâèé (4) èìååì áèïàðàáîëè÷åñêîå êîíñîëèäàöèîí-

íîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî íàïîðà u x t( , )

( ) ( , )� �
 ��r u x t2 0. (5)

Ìîäåëü êîíñîëèäàöèè, èìåþùóþ â îñíîâå óðàâíåíèå âèäà (5), â äàëüíåéøåì

áóäåì íàçûâàòü áèïàðàáîëè÷åñêîé êîíñîëèäàöèîííîé ìîäåëüþ [8, 9]. Â ðàì-

êàõ ýòîé ìîäåëè ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîíñîëèäàöèè ãåîïîðèñòîãî ìàññèâà

ìîùíîñòè l (ðàñïîëîæåííîãî íà ïðîíèöàåìîì îñíîâàíèè è èìåþùåãî ïðîíè-

öàåìóþ âåðõíþþ ãðàíü) ïîä äåéñòâèåì ìãíîâåííî ïðèëîæåííîé íàãðóçêè ïî-

ñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè q. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ñâîäèòñÿ [10]

ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî íàïîðà u x t( , ) èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

( ) ( , )� �
 ��r u x t2 0 ( , )0 0� � � �x l t T , (6)

u t u txx( , ) ( , )0 0 0� �� � , u l t u l txx( , ) ( , )� �� � 0, (7)

u x
q

u( , )0 0� �
�

, � �u xt ( , )0 0. (8)

Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñîîòíîøåíèÿìè
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è îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì çíàê «øòðèõ» íàä áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè, çàïè-

ñûâàåì çàäà÷ó (6)–(8) â âèäå
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1 2 0 ( , )0 1 0� � �x t , (9)

u t u txx( , ) ( , )0 0 0� �� � , u t u txx( , ) ( , )1 1 0� �� � , (10)

u x( , )0 1� , � �u xt ( , )0 0. (11)
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Ïðèìåíÿÿ ê (9)–(11) îïåðàòîð êîíå÷íîãî ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âèäà

� ( ) ( , )sin( )u t u x t x dxn n� � �

0

1

( , , , )� �n n n� �1 2 � , (12)

ñâîäèì ðàññìàòðèâàåìóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ê ïîñòðîåíèþ îãðàíè÷åííîãî íà
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ãäå

	 � ��n r nC( )1 1 2� 
 , 	 � � �� �n n r nC C( ) ( )2 1� 
 . (15)

Ðåøåíèå çàäà÷è (13)–(15) çàïèøåì â âèäå
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Òîãäà, âîçâðàùàÿñü â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (12), ïîëó÷à-

åì èç (16) ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â âèäå [10]
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñîëèäàöèîííîé çàäà÷è â ðàìêàõ êëàñ-

ñè÷åñêîé ìîäåëè êîíñîëèäàöèè, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèè (1).

Ðàññìàòðèâàÿ äàëåå ñëó÷àé ìàññèâà, íàõîäÿùåãîñÿ íà íåïðîíèöàåìîì îñíî-

âàíèè, îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñëó÷àþ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

u t u txx( , ) ( , )0 0 0� �� � , � � ��� �u t u tx xxx( , ) ( , )1 1 0 (17)

è ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (9), (17), (11) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íî èçëîæåí-

íîìó âûøå íà îñíîâå êîíå÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âèäà (12), ãäå
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,
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2
. Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, îêîí÷àòåëüíî ïîëó-

÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå [10]
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ãäå u x tcn ( , ) — ðåøåíèå çàäà÷è êîíñîëèäàöèè ìàññèâà, ðàñïîëîæåííîãî íà íå-

ïðîíèöàåìîì îñíîâàíèè, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé êîíñîëèäàöèîííîé ìîäåëè
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Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ (â áåçðàç-

ìåðíûõ ïåðåìåííûõ) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ ñëó÷àÿ ìàññèâà åäè-

íè÷íîé ìîùíîñòè ñ ïðîíèöàåìîé âåðõíåé ãðàíüþ, ðàñïîëîæåííîãî íà íåïðîíè-
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öàåìîì îñíîâàíèè. Ýòè êðèâûå

ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ìîäå-

ëÿì êîíñîëèäàöèè: êëàññè÷åñêîé

ìîäåëè Òåðöàãè (êðèâàÿ 1), îïðå-

äåëÿåìîé óðàâíåíèåì (1); ìîäåëè

Ôëîðèíà ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè

ñêåëåòà ãðóíòà (êðèâàÿ 3), îïðåäå-

ëÿåìîé óðàâíåíèåì (2); áèïàðà-

áîëè÷åñêîé ìîäåëè êîíñîëèäàöèè

(êðèâàÿ 2), îïðåäåëÿåìîé óðàâíå-

íèåì (6). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî-

êàçûâàþò, ÷òî áèïàðàáîëè÷åñêàÿ

êîíñîëèäàöèîííàÿ ìîäåëü â íåêî-

òîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæó-

òî÷íîé ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè ìîäåëÿìè, ïîñêîëüêó îáóñëîâëèâàåò íàïîðû, ìåíü-

øèå, ÷åì â ìîäåëè Ôëîðèíà, íî áîëüøèå, ÷åì â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Òåðöàãè.

Â öåëÿõ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ãåî-

ïîðèñòûõ ñðåä, áàçèðóþùåéñÿ íà áèïàðàáîëè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, àê-

òóàëüíî ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ:

— ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëè-

äàöèè â ðàìêàõ áèïàðàáîëè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè;

— îáîáùåíèå áèïàðàáîëè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíñîëèäàöèè

ñ ó÷åòîì íåëîêàëüíûõ âî âðåìåíè ýôôåêòîâ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ åå äðîá-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà;

— ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè êîíñîëèäàöèè äëÿ äðîá-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà áèïàðàáîëè÷åñêîé êîíñîëèäàöèîííîé ìîäåëè.

Äàëåå èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

ÎÁÐÀÒÍÀß ÐÅÒÐÎÑÏÅÊÒÈÂÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÁÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÑÎËÈÄÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçáûòî÷íîãî íà-

ïîðà u x( , )0 â óïëîòíÿþùåìñÿ âîäîíàñûùåííîì ãåîïîðèñòîì ìàññèâå åäè-

íè÷íîé ìîùíîñòè ïî çàäàííîìó êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ íàïîðà u x T( , ) ïðè ñëåäó-

þùèõ óñëîâèÿõ:

( ) ( , )� �
 ��r u x t2 0, ( , ) ( , )x t T� �� 0 , (18)

u t u txx( , ) ( , )0 0 0� �� � , u t u txx( , ) ( , )1 1 0� �� � , (19)

u x T g x( , ) ( )� , � �u xt ( , )0 0, x �� , (20)

ãäå � �
�

�
�

�

�t
C

x
�

2

2
, � ��2 � , � � ( , )0 1 , g x( ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, g x L( ) ( )� 2 � .

Ïðèìåíÿÿ ê (18)–(20) êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé x âèäà

u t u x t x dxn n( ) ( , ) ( )� � 


0

1

, (21)


 �n nx x( ) sin ( )� 2 , � �n n� , n N� , (22)

à çàòåì ê ïîëó÷åííîé çàäà÷å — ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíí�é ïåðå-
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�
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�
1 1 ,

g g x x g x x dxn n n� � �( ( ), ( )) ( ) ( )
 


0

1

.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó ïðè óñëîâèè lim
n

ng A
�
�

�  0 èìååì

lim ( ) lim
( / )n

n
n

C T

r n
T

u A
e

C e

n

r�
� �
� �
�


 ��
�
�

	



0

1 1

��

�
�

� � �

� � ,

ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ u x( , )0 íåêîððåêòíà â ñìûñëå Àäàìàðà. Äàëåå

ïîñòðîèì ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå îáðàòíîé ðåòðîñïåêòèâíîé çàäà÷è, áàçè-

ðóÿñü íà ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà [11, 12].

Ïðèìåíèâ ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ ìåòîäà êâàçèãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé [13],

âìåñòî (18)–(20) ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííóþ çàäà÷ó âèäà

( ) ( , )� �
 ��r u x t2 0, ( , ) ( , )x t T� �� 0 , (23)

u t u txx( , ) ( , )0 0 0� �� � , u t u txx( , ) ( , )1 1 0� �� � , (24)

u x T u x g xxx( , ) ( , ) ( )� �� �� 0 , � �u xt ( , )0 0, x ��, (25)

ãäå � � 0 — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå èç (23), (24) ïîëó÷àåì

u t c t en n n
C tn( ) ( )� �	 � � ( )cn � const . (26)

Ïîñêîëüêó èç (26) èìååì

u cn n( )0 � , u T c T en n n
C Tn( ) ( )� �	 � � , (27)

èç (25) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (27) ïîëó÷àåì

c
g

T e
n

n

n
C T

n
n

�

�	 ��� �( )

è, ñëåäîâàòåëüíî,

u t
g t e

T e
n

n n
C t

n
C T

n

n

n

( )
( )

( )
�




�

�

	

	 ��

�

�

�

�

.

Íà îñíîâàíèè äàííûõ ñîîòíîøåíèé ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ðåãóëÿðèçîâàí-

íîé çàäà÷è çàïèøåì â âèäå

u x t
g t e

T e
xn n

C t

n
C T

nn

n

n

n
�

�

�

	

	 ��



�

�

( , )
( )

( )
( )�




�

�
�

�

�
1

. (28)

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå îöåíêè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðè àïðèîðíîì ïðàâèëå

âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2 ( )� ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì ( , )! ! è ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H � ( )� [13–15]. Ïóñòü u x t
�

 ( , ) —
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ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííûì g x
 ( ), ïðè÷åì | | ( ) ( )| |g x g x
 � "

" 
, ãäå | | | | : | | | |
( )

g g
L

� 2 �
, 
� 0 — óðîâåíü øóìà.

Èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà [15] â âèäå

| | ( , ) ( , )| | | | ( , ) ( , )| | | | ( , )u x u x u x u x u x
�



�



� �0 0 0 0 0� " � 
 � u x( , )| |0 , (29)

äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (29), ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (28) èìååì
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. (31)

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (29) èìååì
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Ïîäñòàâëÿÿ (31), (33) â ñîîòíîøåíèå (29), èìååì îöåíêó

| | ( , ) ( , )| |
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Îòñþäà ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà | | ( , )| |
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" ( )E � �const 0 ïîëó÷àåì

| | ( , ) ( , )| |

ln

u x u x
C T

C T
E

�

 �

�

�




�
0 0

1

� "



�

�
�

	



�



�

�
�

	



� . (34)

Åñëè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ðàâíûì

� 
� / E , òî îöåíêà (34) ïðèìåò âèä
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ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÁÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÒÅÎÐÈÈ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÑÎËÈÄÀÖÈÈ

Èçâåñòíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ïîäõîä â îïèñàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ñèñòå-

ìàõ, äëÿ êîòîðûõ âàæåí ó÷åò íåëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ

ñâîéñòâ, ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìàëèçìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå-

öåëîãî ïîðÿäêà [16–19]. Ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ ïå-

ðåíîñà áàçèðóþòñÿ íà òåõ èëè èíûõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ,

îíè îïèñûâàþò ïðîöåññû, ÿâëÿþùèåñÿ íåëîêàëüíûìè âî âðåìåíè è (èëè) ïðî-

ñòðàíñòâå. Ê òàêèì ïðîöåññàì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ íåêîòîðûå ïðîöåññû, èìå-

þùèå ìåñòî â âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîé ïëàçìå, ïðîöåññû ïåðåíîñà âî ôðàêòàëü-

íûõ ñðåäàõ è àìîðôíûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ, ïîëèìåðàõ, áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòå-

ìàõ, ñëó÷àéíûõ è ðàçðåæåííûõ ñòðóêòóðàõ è äð. [20].

Ïðîÿâëÿþùèåñÿ â ñëîæíûõ ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ýôôåêòû íåëî-

êàëüíîñòè îáóñëîâëåíû ðÿäîì ïðè÷èí îáúåêòèâíîãî õàðàêòåðà (ñëîæíîñòüþ

ñòðóêòóðû ñðåäû, ìèêðîíåîäíîðîäíîñòüþ, êàâåðíîçíîñòüþ ñðåäû). Ïîïûòêè

ó÷åòà íåêîòîðûõ èç àíîìàëüíûõ ýôôåêòîâ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ôèëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîé äèíàìèêè ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ

ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ (äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ) ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

òåîðèè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè âîäîíàñûùåííûõ ãåîïîðèñòûõ ñðåä, â ÷àñò-

íîñòè â óñëîâèÿõ ñèëüíîé âðåìåííîé� íåëîêàëüíîñòè [21, 22]. Äàëåå êðàòêî èçëàãà-

åòñÿ ïîñòðîåíèå íîâîãî (äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî [23]) îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé [8]

áèïàðàáîëè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè

âîäîíàñûùåííûõ ãåîïîðèñòûõ ñðåä, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè-

êè áîëåå øèðîêîãî êëàññà êîíñîëèäàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåí-

íûõ íàãðóçîê, ÷åì îïèñàíèå ýòîé äèíàìèêè ñîãëàñíî ìîäåëè ðàáîò [8, 9].

Ðàñïðîñòðàíÿÿ çàêîíû ôèëüòðàöèè è óïëîòíåíèÿ (4) íà ñëó÷àé ó÷åòà âðå-

ìåíí�é íåëîêàëüíîñòè ïðîöåññà, çàïèñûâàåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäå-

ëè â âèäå
�
�

�
�� � � 


k
p pr C( )� , � � � �� � � �0 a p pr C( )� , (35)
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2
, Dt

( )� — îïåðàòîð äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî–Ãåðà-

ñèìîâà [18, 19] ïî ïåðåìåííîé t ïîðÿäêà � ( )0 1� "� , ïðè ýòîì ñîõðàíåíû

ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Òîãäà èç äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà
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ñ ó÷åòîì âòîðîãî èç ñîîòíîøåíèé (35) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äðîáíî-äèôôåðåí-

öèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè êîíñîëèäàöèè âîäîíàñûùåííûõ ãåî-

ïîðèñòûõ ñðåä â âèäå

( ) ( , )� � �C r C C u x t
 �� 0, (36)

ãäå u u x t� ( , ) — èçáûòî÷íûé (ñâåðõ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî) íàïîð. Ïðè ýòîì

èç (36) äëÿ � �1 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷àåì áèïàðàáîëè÷åñêîå êîíñîëèäà-

öèîííîå óðàâíåíèå (5).

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå êðàåâûå çàäà÷è, êàñàþùèåñÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíñî-

ëèäàöèîííîé äèíàìèêè ìàññèâîâ êîíå÷íîé ìîùíîñòè â ðàìêàõ äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî àíàëîãà êîíñîëèäàöèîííîé ìîäåëè, áàçèðóþùåéñÿ íà óðàâíå-

íèè (36), ïîñòàâëåíû è ðåøåíû â [23]. Çäåñü ðàññìîòðèì (äëÿ óêàçàííîé ìîäåëè)

ïðèìåð ïîñòàíîâêè è èçëîæèì ìåòîäèêó ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåé îáðàòíîé êîíñî-

ëèäàöèîííîé çàäà÷è.

ÎÁÐÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÎÁÙÅÍÈß
ÁÈÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎÉ
ÊÎÍÑÎËÈÄÀÖÈÈ

Äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ áèïàðàáîëè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ íà-

÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçáûòî÷íîãî íàïîðà u x( , )0 ïî çàäàííîìó êîíå÷íîìó

åãî ðàñïðåäåëåíèþ u x T( , ) ïðè óïëîòíåíèè âîäîíàñûùåííîãî ãåîïîðèñòîãî

ìàññèâà åäèíè÷íîé ìîùíîñòè ñ ïðîíèöàåìîé âåðõíåé ãðàíüþ, ðàñïîëîæåííîãî

íà íåïðîíèöàåìîì îñíîâàíèè (ò.å. ïðè ñîõðàíåíèè ïðèíÿòûõ âûøå ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (19)). Òàêèì îáðàçîì, èìååì çàäà÷ó

( ) ( , )� � �C r C C u x t
 �� 0, ( , ) ( , )x t T� �� 0 , (37)

u t u txx( , ) ( , )0 0 0� �� � , u t u txx( , ) ( , )1 1 0� �� � , t T�[ , ]0 , (38)

u x T g x( , ) ( )� , D u xt
( ) ( , )� 0 0� , x �� , (39)

ãäå g x( ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ (g x L( ) ( )� 2 � ).

Çàìåíèâ ïåðâîå èç óñëîâèé (39) ñîîòíîøåíèåì u x x( , ) ( )0 � � è ïðèìåíèâ

ê êðàåâîé çàäà÷å êîíå÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ãåîìåòðè-

÷åñêîé ïåðåìåííîé âèäà (21), (22), ïîëó÷èì

� � � � �� �
�

�
�r t t n r n t n n rD D u t C D u t C C( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (
 
 
 
1 2 1 � � n nu t) ( ) ,� 0 (40)

un n( )0 � � , D ut n
( ) ( )� 0 0� ( , , )n �1 2 � , (41)

ãäå � � 
n n� ( , ).

Ðåøàÿ çàäà÷ó (40), (41), ïîëó÷àåì [23]

u t C E C t C E Cn n r n n r n
r

n( ) ( ) ( )� 
 � � � 

�

�
�� � � � � �

�
�� � �

�
� � �1

1
�

	



��

�

�
�

�

�
�

#
$
%

&
'
(

t � ,

ãäå E z� ( ) — îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [24]. Íà îñíî-

âàíèè ïåðâîãî èç óñëîâèé (39) íàõîäèì

�



� � � � �
�

�� � �
�

� � �

n
n

r n n r n
r

n

g

C E C T C E C

�


 � � � 

�

�

( , )

( ) ( )1
1

��
	



��

�

�
�

�

�
�T �

.
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Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è (37)–(39) â îáðàçàõ Ôóðüå

ïðèíèìàåò âèä

u t g t
E C t

E C T
n n n

n

n

( ) ( )
( )

( )
�

�

�
�

�

�

� �
�

� �
�

, (42)

ãäå

g gn n� ( , )
 , �
�

�
n

n

n

t
t

T
( )

( )

( )
� , � � �

�
�

�
�

� �
�

� �

n r n
r

n

t C

E C t

E C
( )

(
� 
 �

� 

�

�
��

	



��

�

�
�

�

�
�

�
1 1

1

n t � )
.

#

$

)
)

%

)
)

&

'

)
)

(

)
)

(43)

Ïåðåõîäÿ â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøå-

íèé (42), (43) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â âèäå

u x t u t x g t
E C t

n n n n

nn

n( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )
( )

� �
�

�

�

�

�

�� 
 
 �
�� �

�

11 E C T
x

n

n

� �
��



( )

( )
�

. (44)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (44) èìååì

u x u xn n

n

( , ) ( ) ( )0 0

1

�
�

�

� 
 ,

u
g

E C T

g

T E C T
n

n n

n

n

n n

( )
( )

( ) ( ) ( )
0

0
�

�
�

�

�

� � �� �
�

� �
�

(n N� ). (45)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó èç (45) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

g T E C T fn n n n� �� � 
� �
�( ) ( )( , ) ( )n N� ,

çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ f x u x( ): ( , )� 0 ïðè çàäàííîì g x g xn n

n

( ) ( )�
�

�

� 

1

ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà

( )( ) ( ) ( , ) ( )Kf x f k x d g x� �� � � �

0

1

, x �� ,

ãäå

k x T E C T xn n n n

n

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � 
 � 
� �
�� �

�

�

�
1

.

Îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà [11, 12] ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïîäõîäà êâàçèãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé [13], ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

( ) ( , )� � �C r C C u x t
 �� 0, ( , ) ( , )x t T� �� 0 , (46)

u t u txx( , ) ( , )0 0 0� �� � , u t u txx( , ) ( , )1 1 0� �� � , t T�[ , ]0 , (47)

u x T u x g xxx( , ) ( , ) ( )� �� �� 0 , D u xt
( ) ( , )� 0 0� , x �� , (48)

ãäå � � 0 — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ðåãóëÿðèçî-

âàííîé çàäà÷è (46)–(48) èìååò âèä

u x t
g t E C t

T E C T

n n n

n n nn

�
� �

�

� �
�

� �

� � ��
( , )

( ) ( )

( ) ( )
�

�

� 
�

�

1

� 
n x( ). (49)

Ñîîòíîøåíèå (49) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôóíêöèþ íà÷àëüíîãî íàïîðà â âèäå

u x
g

T E C T
xn

n n nn

n�

� �
�� � ��


( , )
( ) ( )

( )0

1

�
� 
�

�

� . (50)



Ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ñõîäèìîñòè ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-

ðèçàöèè a priori. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ | | ( , )| |
( )

u x E
H

0 2 �
" ,

| | ( ) ( )| |g x g x
 
� " ( , )E 
 � �const 0 . Òîãäà ñ ó÷åòîì (45), (50) èìååì

| | ( , ) ( , )| |u x u x� 0 0 2� �

�
� 


�

�

�
�

	




�
� �

��

� � �� � �� �
�

� �
�

n n n

n

n nT E C T

g

T E C T( ) ( ) ( ) ( )

2

�

�
�

	




�
�

"
�

�

�
2

1

2

n

n�

"
�

�
�

	



� "

�

�
�

	


� �
sup sup
n N H n N

n u x n* *
�

( ) | | ( , )| | ( )
( )

2
20

2 �

2
2E , (51)

ãäå

*( )
( ) ( )

n
T E C Tn n n

�
� 


�

� � ��� �
�

.

Íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ [18, 24] îöåíîê äëÿ ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà èìååì

*( )
( )

( )n
E C T c

C c

n n

n

n

�
� 


"



"
�

� ��

��

��
�

� �
� 2 1 ,

ãäå c C c, ( )1 0� �const .

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èç (51) íàõîäèì

| | ( , ) ( , )| | ( )u x u x C c E� �0 0 1� " . (52)

Îáîçíà÷èâ u x t
�

 ( , ) ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ

g x
 ( ), ïîëó÷èì

| | ( , ) ( , )| |
( ) ( )

u x u x
g g

T E C T

n n

n n n
�



�
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�� � ��

0 0 2� �
�
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1n
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g g

E C T
nn n

n nn n N




� �
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( )

( )

2

1

2 sup +
�
�

	



�

2

, (53)

ãäå

+( )
( )

n
E C T c cn n

n
n

�
� 


"




"
1 1 1

2� �
�� ��

�
�� �

. (54)

Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (53), (54) èìååì

| | ( , ) ( , )| |u x u x
c

�



�



�
0 0

2
� " . (55)

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà (29) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (52), (55) íàõîäèì

| | ( , ) ( , )| |u x u x C E C
�

 �




�
0 0 1 2� " 
 , (56)

ãäå C C c C C c c1 1 2 2
12� � � �( ), ( ) ( ) .

Åñëè â (56) ïîëîæèòü, íàïðèìåð, �



�
E

, òî îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü îöåí-

êó ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ â âèäå

| | ( , ) ( , )| | ( )u x u x C C E
�

 
0 0 1 2� " 
 .
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Â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ â óñëî-

âèÿõ âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè a posteriori ïðèìåíèì àíàëîãè÷íî [13]

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà ðàñõîäèìîñòè Ìîðîçîâà [12]

â ñëåäóþùåé ôîðìå:

| | ( , ) ( )| |Ku x g x
�

 
 �
0 � � ( )��1 . (57)

Íà îñíîâàíèè ìåòîäèêè ðàáîò [12, 13] ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

è åäèíñòâåííîñòü (ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (57). Äåéñòâè-

òåëüíî, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ � �( ), îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíèåì

� �
��

� � ��
�
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� ! � ! �
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0 �
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�

�

�

�
�
��

�

�
2

2

1

1 2

( ) .

/

gn

n



(58)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (58) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) � �( ) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà � �( ( , ))� 
�0 ;

2) lim ( ) , lim ( ) | | | |
� �


� � � �
� ��

� �
0

0 g ;

3) � �( ) — ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íà ïðîìåæóòêå ( , )0 
� ôóíêöèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàëè÷èå óêàçàííûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè � �( ) íåïîñðåäñòâåííî

îáóñëîâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (57) ïðè

| | | |g 
 �
� � 0.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èì

íà îñíîâå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

| | ( , ) ( , )| | | | ( , ) ( , )| | | | ( , )u u u u u
�



�



� �! � ! " ! � ! 
 !0 0 0 0 0 � !u( , )| |0 (59)

ïðè ó÷åòå îöåíîê ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (45), (50), ïðåäâàðèòåëüíî íàõîäèì

| | ( , ) ( , )| |
( ) ( )( )

u u
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n n n

�

� �
�

��

� � ��
! � ! �

� 


�

�

0 0
2

2

�
�
�

	




�
�
�

�

�

�
2

1n

�
�

�

�

�
�

	




�
�

"
�

�
�

	



�

�

g

T E C T
R nn

n n

n
n N� �
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� �
�( ) ( )

( )

2

2
2

sup | | ( , )| |
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u
H

! 0
2
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�
, (60)

ãäå

R n
T E C T

n

n n n

( )
( ) ( )

�
� 


� �

� � ��� �
�

.

Ïîñêîëüêó , �n N èìååì �n T( ) - 1, E� ( )! � 0, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íå-

ðàâåíñòâî: R n n N( ) ( )" �1 . Òîãäà èç (60) ïîëó÷àåì

| | ( , ) ( , )| | | | ( , )| |
( ) ( )

u u u E
H H� ! � ! " ! "0 0 02 2� �

.

Îòñþäà íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [13] èìååì

| | ( , ) ( , )| | | | | |
* *u u C E g C E� 
! � ! " "0 0 ( ( , , ))* *C C T� � �1 . (61)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (55) è (61) èç (59) íàõîäèì

| | ( , ) ( , )| | *u u C E
c
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2
.

(62)
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Äàëåå èç (57) ïîëó÷àåì
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 J, (63)
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sup sup
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, (64)

à âåëè÷èíà S n( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

S n
T E C T

T E C T

n n

n n n

( )
( ) ( )

( ) ( )
�
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�� �
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� �
�

( )n N� .

Ïîñêîëüêó , �n N , � � 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî S n( ) " �, èç (64) ïîëó÷àåì

J E" � è íà îñíîâàíèè (63) èìååì
1

1� � 

�

�

E

( )
. Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà èç (62)

íàõîäèì èñêîìóþ îöåíêó ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ â âèäå

| | ( , ) ( , )| |
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*
u u C
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0 0
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå (ïðè �r � 0) ðàññìîòðåííàÿ çà-

äà÷à ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ðåòðîñïåêòèâîé îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ ñòàíäàðò-

íîãî ñóáäèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ �C u x t( , ) � 0, èçó÷åííîé â [13].

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî

ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà áèïàðàáîëè-

÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ïðè âûáîðå ïà-

ðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè a priori.

Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðîâîãî

äàâëåíèÿ âèäà

u x f x x x e x( , ): ( ) ( )0 5 1� � � � ( )0 1" "x .

Êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðîâîãî äàâëåíèÿ u x T g x( , ) ( )� , îïðåäåëÿåìîå ñóì-

ìîé ðÿäà

g x T E C T f xn n n n

n

( ) ( ) ( )( , ) ( )� �
�

�

� � � 
 
� �
�

1

,
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ãäå ( , ) ( ) sin( )f x x e n x dxn
x
 �� � �

�5 2 1

0

1

, íàõîäèëîñü (ïðè çíà÷åíèÿõ âõîäíûõ

ïàðàìåòðîâ T �1 0. , � � 0 8. , �r � 0 1. , C� � 0 3. ) èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû äëÿ ôóíêöèè Ìèòòàã–Ëåôôëåðà

èç [25]. Ïîëàãàÿ, ÷òî èñêàæåíèå âõîäíûõ äàííûõ âûçûâàåòñÿ àääèòèâíûìè

ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè

g g g g
 �� 
 �( ( ( )) )2 1rand size ,

èìååì äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðîâíÿ øóìà ñîîòíîøåíèå 
 �� | | | |g [13, 14].

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé íàéäåíî ñëåäóþùåå a priori îãðàíè-

÷åíèå: E � 9. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì � ��
| | | |g

E
,

èìååò äëÿ �, ðàâíîãî 0 2 0 1 0 05 0 01. , . , . , . , ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ �, ðàâíûå

1 8 10 9 103 4. ,! !� � , 4 5 10 9 104 5. ,! !� � . Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåò-

ðà � ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (50).

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìàññèâó

0 1" "x íà÷àëüíîãî ïîðîâîãî äàâëåíèÿ u x( , )0 (êðèâàÿ 1), êîíå÷íîãî ïîðîâîãî

äàâëåíèÿ u x T( , ) (êðèâàÿ 6) è êðèâûå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ u x� ( , )0 äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà

ðåãóëÿðèçàöèè �: � � ! �9 10 5 (êðè-

âàÿ 2); � � ! �4 5 10 4. (êðèâàÿ 3);

� � ! �9 10 4 (êðèâàÿ 4); � � ! �1 8 10 3.

(êðèâàÿ 5).

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî

ãðàôèêà, ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøå-

íèå îáðàòíîé ðåòðîñïåêòèâíîé çà-

äà÷è äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íîãî àíàëîãà áèïàðàáîëè÷åñêîãî

êîíñîëèäàöèîííîãî óðàâíåíèÿ îá-

ëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè è

äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëè-

äàöèè íàñûùåííûõ ãåîïîðèñòûõ ñðåä â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

îñíîâàííûõ íà áèïàðàáîëè÷åñêîì ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè è åãî äðîá-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîì àíàëîãå, â ÷àñòíîñòè:

— ïîëó÷åíî ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå îáðàòíîé ðåòðîñïåêòèâíîé çàäà÷è

òåîðèè êîíñîëèäàöèè äëÿ áèïàðàáîëè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè;

— ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå áèïàðàáîëè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîí-

ñîëèäàöèè (c ó÷åòîì íåëîêàëüíûõ âî âðåìåíè ýôôåêòîâ) ïîñòðîåíèåì åå

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî àíàëîãà;

— âûïîëíåíà ïîñòàíîâêà è íàéäåíî ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå îáðàòíîé

ðåòðîñïåêòèíîé çàäà÷è òåîðèè êîíñîëèäàöèè äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî àíàëîãà áèïàðàáîëè÷åñêîé êîíñîëèäàöèîííîé ìîäåëè.

Â ðàáîòå òàêæå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè ñõîäèìîñòè óêàçàííûõ ðåãóëÿ-

ðèçîâàííûõ ðåøåíèé è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Ðèñ. 2

u x� ( , )0

x
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Â.Ì. Áóëàâàöüêèé, Â.O. Áîãàºíêî
ÄÅßÊ² ÇÀÄÀ×² ÊÎÍÑÎË²ÄÀÖ²ÉÍÎ¯ ÄÈÍÀÌ²ÊÈ Â ÐÀÌÊÀÕ Á²ÏÀÐÀÁÎË²×ÍÎ¯
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË² ÒÀ ¯¯ ÄÐÎÁÎÂÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÉÍÎÃÎ ÀÍÀËÎÃÓ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äèíàì³÷íèõ
ïðîöåñ³â ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ íàñè÷åíèõ ãåîïîðèñòèõ ñåðåäîâèù
ó ðàìêàõ íåêëàñè÷íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, îñíîâó ÿêèõ ñêëàäàþòü á³ïà-
ðàáîë³÷íå åâîëþö³éíå ð³âíÿííÿ òà éîãî äðîáîâî-äèôåðåíö³éíèé àíàëîã.
Âèêîíàíî ïîñòàíîâêè ³ çíàéäåíî ðåãóëÿðèçîâàí³ ðîçâ’ÿçêè îáåðíåíèõ
ðåòðîñïåêòèâíèõ çàäà÷ òåîð³¿ êîíñîë³äàö³¿ â³äïîâ³äíî äî çàçíà÷åíèõ ìî-
äåëåé. Îòðèìàíî îö³íêè çá³æíîñò³ ðåãóëÿðèçîâàíèõ ðîçâ’ÿçê³â òà íàâåäåíî
ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, íåêëàñè÷í³ ìîäåë³, ô³ëüòðàö³éíî-êîí-
ñîë³äàö³éí³ ïðîöåñè, äèíàì³êà, îáåðíåí³ çàäà÷³, á³ïàðàáîë³÷íå åâîëþö³éíå
ð³âíÿííÿ, äðîáîâî-äèôåðåíö³éíèé àíàëîã.

V.M. Bulavatsky, V.O. Bohaienko
SOME CONSOLIDATION DYNAMICS PROBLEMS WITHIN THE FRAMEWORK
OF THE BIPARABOLIC MATHEMATICAL MODEL
AND ITS FRACTIONAL-DIFFERENTIAL ANALOG

Abstract. The paper deals with mathematical modeling of dynamic processes of
filtration consolidation in saturated geoporous media within the framework of
non-classical mathematical models based on biparabolic evolution equation and
its fractional-differential analog. We state and obtain regularized solutions of
inverse retrospective problems of consolidation theory according to the
above-mentioned models; obtain the convergence estimates for the found
regularized solutions; and present the results of numerical experiments.

Keywords: mathematical modeling, non-classical models, filtration-consolidation
processes, dynamics, inverse problems, biparabolic evolution equation,
fractional-differential analog.
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