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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÑÓÏÅÐÌÎÄÓËßÐÍÈÕ (max, )�
ÇÀÄÀ× ÐÎÇÌ²ÒÊÈ ²Ç ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËÅÌ ÍÀ ÎÑÍÎÂ²

ÑÓÁÃÐÀÄ²ªÍÒÍÎÃÎ ÑÏÓÑÊÓ1

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî àëãîðèòì, ÿêèé äëÿ áóäü-ÿêî¿ ïîäàíî¿ íà âõ³ä (max, )� çàäà÷³

ðîçì³òêè ç ö³ëî÷èñåëüíèìè âàãàìè íàäàñòü íà âèõ³ä îäíó ç äâîõ â³äïîâ³äåé: àáî ðîçâ’ÿ-
çîê ó ôîðì³ îïòèìàëüíî¿ ðîçì³òêè, àáî ôðàçó «çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ», ïðè öüîìó
áóäü-ÿêà â³äïîâ³äü ãàðàíòîâàíî áóäå êîðåêòíîþ. Ñàìîêîíòðîëü ó ðîçï³çíàâàíí³ îáðàç³â
ïîëÿãàº ó òîìó, ùî íå êîðèñòóâà÷ ïðèéìàº ð³øåííÿ, íà ÿêå ïèòàííÿ òðåáà â³äïîâ³ñòè,
à ñàì àëãîðèòì âèð³øóº, ùî ïîòðàïëÿº ó çîíó éîãî êîìïåòåíòíîñò³. ²íøîþ îñîáëèâ³ñòþ
àëãîðèòìó º òå, ùî â³í íå ïîòðåáóº â³äîìî¿ âïîðÿäêîâàíîñò³ ì³òîê äëÿ ñóïåðìîäóëÿðíèõ
çàäà÷. Ãàðàíò³þ ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ êðîê³â çàáåçïå÷óº âèêîðèñòàííÿ ñóáãðàä³ºíòíîãî
ñïóñêó ³ ö³ëî÷èñåëüí³ñòü âàã âåðøèí òà ðåáåð.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: (max, )� çàäà÷³ ðîçì³òêè, ñóïåðìîäóëÿðí³ çàäà÷³ ðîçì³òêè, ñàìîêîíòðîëü

ó ðîçï³çíàâàíí³ îáðàç³â, äèñêðåòíà îïòèì³çàö³ÿ, ãðàôîâ³ ìîäåë³, ñòðóêòóðíå ðîçï³çíàâàííÿ îáðàç³â.

Çàäà÷³ ðîçì³òêè â³ä³ãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó ñòðóêòóðíîìó ðîçï³çíàâàíí³ çîáðà-

æåíü òà ìàþòü áàãàòî çàñòîñóâàíü [1–6]. Îäíèì ç âàæëèâèõ êëàñ³â çàäà÷

ðîçì³òêè, ÿê³ ìàþòü åôåêòèâíèé ðîçâ’ÿçîê, º êëàñ ñóïåðìîäóëÿðíèõ (max, )� çà-

äà÷ ç â³äîìîþ âïîðÿäêîâàí³ñòþ [7] ³ ç íåâ³äîìîþ âïîðÿäêîâàí³ñòþ [8] ì³òîê.

Ó ö³é ðîáîò³ íàâåäåíî àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñóïåðìîäóëÿðíèõ (max, )�
çàäà÷ ðîçì³òêè ³ç ñàìîêîíòðîëåì. Öå àëãîðèòì, ÿêèé íà âõ³ä ïðèéìàº áóäü-ÿêó

(max, )� çàäà÷ó ðîçì³òêè ç ö³ëî÷èñåëüíèìè âàãàìè, à íà âèõ³ä íàäàº àáî

ðîçâ’ÿçîê, àáî â³äïîâ³äü «çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ». ª â³äîì³ àëãîðèòìè ³ç

ñàìîêîíòðîëåì, ÿê³ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ë³í³éíî¿

êëàñèô³êàö³¿, ³íâàð³àíòíèõ â³äíîñíî îïåðàòîðà íàï³â´ðàòêè ( , )� � çàäà÷

ðîçì³òêè [9], ³íâàð³àíòíèõ â³äíîñíî ìàæîðèòàðíîãî îïåðàòîðà (min, max) çàäà÷

ðîçì³òêè [10], òà á³ëüø øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ðîçì³òêè, ³íâàð³àíòíèõ â³äíîñíî

ìàæîðèòàðíîãî îïåðàòîðà [11], à òàêîæ äëÿ ñóïåðìîäóëÿðíèõ (max, )� çàäà÷

ðîçì³òêè ç ö³ëî÷èñåëüíèìè âàãàìè âåðøèí òà ðåáåð [8]. Ãîëîâíà â³äì³íí³ñòü ö³º¿

ðîáîòè â³ä [8] ïîëÿãàº ó âèêîðèñòàíí³ ñóáãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó çàì³ñòü

àëãîðèòìó äèôóç³¿. Âèá³ð àëãîðèòìó îá´ðóíòîâàíî âëàñòèâîñòÿìè, îïèñàíèìè

ó [12, 13]. Äî òîãî æ, íàâåäåíèé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷³, çàäàíî¿ ìíîæèíîþ T

îá’ºêò³â òà ìíîæèíîþ K ì³òîê, ïîòðåáóº íå á³ëüøå í³æ | | log | |T K� �2 1 âèêëèê³â

ïðîöåäóðè îïòèì³çàö³¿ íà â³äì³íó â³ä | | | |T K� âèêëèê³â, çàçíà÷åíèõ ó [8].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ (max, )� ÇÀÄÀ×² ÐÎÇÌ²ÒÊÈ

Çàäàíî ñê³í÷åííó íåïîðîæíþ ìíîæèíó T îá’ºêò³â ³ ñê³í÷åííó íåïîðîæíþ

ìíîæèíó K ì³òîê. Íà ìíîæèí³ T îá’ºêò³â âèçíà÷åíî ñòðóêòóðó ñóñ³äñòâà � � T 2 ,

ÿêà º àñèìåòðè÷íîþ: ( , ) ( , )t t t t� 	 
 � �� �. Äàë³ çàì³ñòü çàïèñó ( , )t t� áóäå

âèêîðèñòîâóâàòèñÿ çàïèñ tt�. Ìíîæèíó óñ³õ ñóñ³ä³â îá’ºêòà t ïîçíà÷èìî
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1 Ðîáîòó âèêîíàíî ó ìåæàõ òåìè «Ñòâîðåííÿ ³íòåëåêòóàëüíèõ ³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é íà áàç³
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N t ttt � � �	 
 �{ }: � � 1 ,

äå � �� � � �	1 { }t t tt: — ³íâåðñ³ÿ â³äíîøåííÿ �. Ôóíêö³þ k T K: � íàçèâà-

òèìåìî ðîçì³òêîþ. Òå, ùî îá’ºêòó t T	 ðîçì³òêà k ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü

ì³òêó � 	K, ïîçíà÷èìî kt � �.

Ïàðó ( , )t k T K	 � íàçèâàòèìåìî âåðøèíîþ, à ïàðó (( , ), ( , ))t k t k� � âåðøèí,

äå k K	 , k K�	 ³ tt�	�, íàçèâàòèìåìî ðåáðîì. Ïîçíà÷èìî ö³ëî÷èñåëüíó ôóíêö³þ

q T K: � �� âàã âåðøèí, ö³ëî÷èñåëüíó ôóíêö³þ g K: � � �2
� âàã ðåáåð òà

ôóíêö³þ G K T: ��

G k q k g k kt t

t T

tt t t

tt

( ) ( ) ( , )� �
	

� �
�	

� �
�

.

Çàäà÷à ðîçì³òêè ïîëÿãàº ó ïîøóêó òàêî¿ ðîçì³òêè k T K* : � , çà ÿêî¿ ôóíêö³ÿ

G ìàº íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ

k G k
k T K

*

:

max ( )	
�

arg .

Çàäà÷ó ðîçì³òêè íàçèâàþòü ñóïåðìîäóëÿðíîþ, ÿêùî ³ñíóº òàêå â³äíîøåííÿ

n T K K: , , ..., | |� � { }1 2 , ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ k K	 , k K�	 , � 	K, ��	K ³ tt�	� ç óìîâ

n k nt t( ) ( )� � ³ n k nt t� �� � �( ) ( )� âèïëèâàº

g k k g g k g ktt tt tt tt� � � �� � � � � � �( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � � .

Ðåáðà (( , ), ( , ))t k t k� � ³ (( , ), ( , ))t t� �� � íàçèâàþòü ïàðàëåëüíèìè, à ðåáðà

(( , ), ( , ))t k t� �� ³ (( , ), ( , ))t t k� � � íàçèâàþòü ïåðåõðåñíèìè, òîìó íàâåäåíó

íåð³âí³ñòü ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè òàê: ñóìà âàã ïàðàëåëüíèõ ðåáåð º íå ã³ðøîþ

çà ñóìó âàã ïåðåõðåñíèõ ðåáåð. Íà ôóíêö³þ q îáìåæåííÿ íå íàêëàäàþòü.

ßêùî çàäà÷à º ñóïåðìîäóëÿðíîþ ³ â³äîáðàæåííÿ n º â³äîìèì, çàäà÷ó íàçèâà-

þòü ñóïåðìîäóëÿðíîþ ç â³äîìîþ âïîðÿäêîâàí³ñòþ. Êîëè â³äîìî, ùî ³ñíóº òàêå n,

çà ÿêîãî çàäà÷à º ñóïåðìîäóëÿðíîþ, ïðîòå ñàìå â³äîáðàæåííÿ n º íåâ³äîìèì, çàäà-

÷ó íàçèâàþòü ñóïåðìîäóëÿðíîþ ç íåâ³äîìîþ âïîðÿäêîâàí³ñòþ.

²ñíóþòü àëãîðèòìè, ÿê³ çíàõîäÿòü òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê áóäü-ÿêî¿ ñóïåð-

ìîäóëÿðíî¿ (max, )� çàäà÷³ ðîçì³òêè, ÿêùî âïîðÿäêîâàí³ñòü ìíîæèíè ì³òîê íà

êîæíîìó îá’ºêò³ º â³äîìîþ [1, 2, 7, 14] àáî êîëè âïîðÿäêîâàí³ñòü º íåâ³äîìîþ,

ïðîòå â³äîìî, ùî çàäà÷à º ñóïåðìîäóëÿðíîþ [8]. Ó ö³é ðîáîò³ íàâåäåíî àë-

ãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñóïåðìîäóëÿðíèõ (max, )� çàäà÷ ç ö³ëèìè âàãàìè âåðøèí

òà ðåáåð, äëÿ ÿêèõ óïîðÿäêîâàí³ñòü ìíîæèíè ì³òîê ìîæå áóòè íåâ³äîìîþ. Äî

òîãî æ, ÿêùî íà âõ³ä öüîìó àëãîðèòìó ïîäàòè çàäà÷ó, ùî íå º ñóïåð-

ìîäóëÿðíîþ, â³í ìîæå àáî ðîçâ’ÿçàòè ¿¿, àáî â³äìîâèòèñÿ â³ä ðîçâ’ÿçóâàííÿ,

ïðîòå éîãî â³äïîâ³äü çàâæäè áóäå ïðàâèëüíîþ: àáî íàéêðàùà ðîçì³òêà k * , àáî

â³äìîâà ç ðåçóëüòàòîì «çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ».

Çàóâàæèìî, ùî îáìåæåííÿ íà ö³ëî÷èñåëüí³ñòü âàã g òà q íå º ñóòòºâèì íà

ïðàêòèö³, àäæå ÷èñëà íà îá÷èñëþâàëüí³é òåõí³ö³ ìàþòü ãðàíè÷íó òî÷í³ñòü, îòæå

íàëåæàòü ìíîæèí³ ðàö³îíàëüíèõ ÷èñåë. Çà òàêèõ óìîâ áóäü-ÿêó ïðàêòè÷íó

(max, )� çàäà÷ó ðîçì³òêè ç ðàö³îíàëüíèìè âàãàìè ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà çàäà÷ó

ç ö³ëî÷èñåëüíèìè âàãàìè, ïîä³ëèâøè óñ³ âàãè íà íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê

óñ³õ çíà÷åíü g òà q . Íàéá³ëüøèì ñï³ëüíèì ä³ëüíèêîì íàáîðó ðàö³îíàëüíèõ

÷èñåë º íàéá³ëüøå ÷èñëî, ÿêå ä³ëèòü íàö³ëî êîæíå ÷èñëî ç öüîãî íàáîðó.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² �-ÓÇÃÎÄÆÅÍÎÃÎ ÍÀÁÎÐÓ ÂÅÐØÈÍ ÒÀ ÐÅÁÅÐ

Ââåäåìî ôóíêö³þ �:( )� �
 � ��1 K � òà ïîçíà÷èìî

q k q k k

g k k g k

t t t t tt t

t N

tt t t tt

t

�

�

�( ) ( ) ( ),

( , ) (

� �

�

�
�	

� � �

�

t t tt t t t tk k k, ) ( ) ( ).� � � �� �� �
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Ââåäåìî ôóíêö³þ

E q g q g
K

t
t T K

K

tt
tt

( , , ) max ( ) max ( , )� � �� � �
		 	

�	

�
�

�
� �

�

� � �

	
�

�

.

Äëÿ ñóïåðìîäóëÿðíèõ çàäà÷ â³äîìî [3, 6, 15, 16], ùî

min ( , , ) max ( )
:�

�E q g G k
k T K

�
�

.

Ôóíêö³ÿ E º îïóêëîþ çà àðãóìåíòîì � , òîìó ¿¿ ðîçâ’ÿçîê ìîæíà øóêàòè,

çîêðåìà, çà äîïîìîãîþ ñóáãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó [6, 12].

Ïîçíà÷èìî ï³äìíîæèíó V T K� � âåðøèí ³ ï³äìíîæèíó A T K� �( )2

ðåáåð. Íàá³ð ( , )V A íàçèâàþòü �-óçãîäæåíèì íàáîðîì âåðøèí òà ðåáåð, ÿêùî äëÿ

âèáðàíîãî çíà÷åííÿ �	 �� äî V �� ³ A �� âõîäÿòü ëèøå ò³ âåðøèíè òà ðåáðà,

ùî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä êðàùèõ íå á³ëüøå í³æ íà �:

max ( ) ( ) , ( , ) ,

max ( ,

�

�

�

�

� �

	

	
�	

�

� � � 	
K

t t

K
K

tt

q q k t k V

g

� �

�

�

� � � � � � � 	
�

) ( , ) , (( , ), ( , )) ,g k k t k t k A
tt
� �

êîæíå ðåáðî ç A ñïèðàºòüñÿ íà âåðøèíè ç íàáîðó V

(( , ), ( , )) ( , ), ( , )t k t k A t k t k V� � 	 
 � � �{ } ,

à äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè ( , )t k V	 ³ êîæíîãî îá’ºêòà t N t�	 çíàéäåòüñÿ õî÷à á

îäíå ðåáðî ç A , ÿêå ç'ºäíóº âåðøèíó ( , )t k ç âåðøèíîþ, ùî çíàõîäèòüñÿ â

îá’ºêò³ t�:
( , ) : ( , ), ( , ))t k V t N k K t k t k A At	 
 � � 	 � � 	 � � 	 
 �( 1,

äå A t k t k t k t k A� � � � � � 	1 { }(( , ), ( , )):(( , ), ( , )) º ìíîæèíîþ îáåðíåíèõ ðåáåð.

Äëÿ ïîøóêó öüîãî íàáîðó ìîæíà çàñòîñóâàòè àëãîðèòì âèêðåñëþâàííÿ äðó-

ãîãî ïîðÿäêó [6, 15, 17, 18]. Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàòîì ðîáîòè àëãîðèòìó

ìîæóòü áóòè ïóñò³ ìíîæèíè A ³ V — ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî �-óçãîä-

æåíîãî íàáîðó âåðøèí ³ ðåáåð äëÿ äàíîãî � íå ³ñíóº.
ßêùî äëÿ ñóïåðìîäóëÿðíî¿ çàäà÷³ ç óïîðÿäêîâàí³ñòþ n (ÿêà ìîæå áóòè

íåâ³äîìîþ) çíàéøîâñÿ �-óçãîäæåíèé íàá³ð âåðøèí òà ðåáåð, äëÿ êîæíî¿ ïàðè

ñóñ³äí³õ îá’ºêò³â tt�	� ìîæíà îáðàòè òàêó ïàðó ðåáåð (( , ), ( , ))t k t At t� 	�� i

(( , ), ( , ))t t k At t� � 	� (íåîáîâ’ÿçêîâî ð³çíèõ), ùî n k nt t t t( ) ( )� � ³ n k nt t t t� � � ��( ) ( )� ,

äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

g k k g g k g k
tt t t tt t t tt t t tt t t� � � � � � � �� � �( , ) ( , ) ( , ) ( ,� � � � ) .

Ç âèçíà÷åííÿ �-óçãîäæåíîñò³ ìàºìî íåð³âíîñò³
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Çàóâàæèìî, ùî çà óìîâè

max ( , ) ( , ) max
�

�

�

�

� �
	
�	

� � �
	
�	

�� � � �
K
K

tt tt t t
K
K

ttg g k k g� ( , )� �� � �2 �

ðåáðî (( , ), ( , ))t k t kt t� � íå íàëåæèòü �-óçãîäæåíîìó íàáîðó A ðåáåð, ïðîòå

ìîæå íàëåæàòè îïòèìàëüí³é ðîçì³òö³.

ßêùî çàäà÷à º ñóïåðìîäóëÿðíîþ ³ çíàéøîâñÿ �-óçãîäæåíèé íàá³ð âåðøèí

òà ðåáåð, ³ñíóº òàêà ðîçì³òêà k T K: � , äëÿ ÿêî¿ ñïðàâäæóºòüñÿ âèðàç

� � � �
� �t T

t t
tt

tt t t
t T

t t
tt

t
q k g k k q k g

	 �	
� �

	 �	
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t t tk k
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	 	 �	 	

�	
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�t T K
t

tt K
K
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q g(max ( ) ) max ( ( , )
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�
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� �� � � �2 �)

� � � � �
	 	 �	 	

�	

�
� �

�t T K
t

tt K
K

tt
q T gmax ( ) | | max ( ,

� �

�

� � �
� �� ) | |� � � �2 � �

� � � �
	 	 �	 	

�	

�
� �

�t T K
t

tt K
K

tt
q g Tmax ( ) max ( , ) (| |

� �

�

� � �
� � � � �2| | ) .� �

Íàéêðàùà ðîçì³òêà k * íå ìîæå ìàòè á³ëüøó âàãó í³æ ñóìà íàéá³ëüøèõ

çíà÷åíü q òà g . Öå îçíà÷àº, ùî çà óìîâè

(| | | | )T � � � �2 1� �

âàãà ðîçì³òêè k äîð³âíþº âàç³ íàéêðàùî¿ ðîçì³òêè, áî ôóíêö³¿ q ³ g º ö³ëî-

÷èñåëüíèìè [8].

ßêùî çàäà÷à º ñóïåðìîäóëÿðíîþ òà ìàº ö³ëî÷èñåëüí³ âàãè, íàâåäåíèé

àëãîðèòì ïîøóêó ðîçì³òêè íàäàñòü îïòèìàëüíó ðîçì³òêó äëÿ

� �
� � �

1

2 1| | | |T �
.

ÏÎØÓÊ ÐÎÇÌ²ÒÊÈ

Â³çüìåìî âàãîâ³ ôóíêö³¿ q ³ g ³ êîíñòàíòó �	 �� . Çàñòîñóºìî ñóáãðàä³ºíòíèé

ñïóñê äî ôóíêö³¿ E çà àðãóìåíòîì � òà îòðèìàºìî ïîñë³äîâí³ñòü çíà÷åíü

àðãóìåíòó äëÿ êîæíîãî êðîêó ñóáãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó. Çóïèíèìî ðîáîòó

ñóáãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó íà íàéìåíøîìó íîìåð³ i	� 0 êðîêó, çà ÿêîãî äëÿ q
i�

³ g
i� ³ñíóº �-óçãîäæåíèé íàá³ð âåðøèí òà ðåáåð. Ðåçóëüòàò çàñòîñóâàííÿ ö³º¿

ïðîöåäóðè äëÿ âèáðàíèõ q , g ³ � ïîçíà÷èìî

� � �( , ; )q g i� .

Òàêèé íîìåð i îáîâ’ÿçêîâî çíàéäåòüñÿ, àäæå â³äîìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

�	 �� ñóáãðàä³ºíòíèé ñïóñê çà ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü i	� 0 êðîê³â ä³éäå äî òàêîãî

çíà÷åííÿ � i , çà ÿêîãî ³ñíóº �-óçãîäæåíèé íàá³ð âåðøèí òà ðåáåð [13].

Ïîøóê îäí³º¿ ç íàéêðàùèõ ðîçì³òîê çä³éñíþþòü ó òàêèé ñïîñ³á.

1. Ââåäåìî ôóíêö³þ q q0 � òà íîìåð êðîêó j � 0 .

2. ßêùî êîæåí îá’ºêò t T	 ìàº ëèøå ïî îäí³é ì³òö³ ç³ ñê³í÷åííîþ âàãîþ,

àëãîðèòì çàâåðøóºòüñÿ, à ðîçì³òêó k * áóäóþòü ó òàêèé ñïîñ³á, ùî

q k t Tt
j

t( )* � �� � 	 .

3. Äëÿ äîâ³ëüíîãî îá’ºêòà t T	 , ó ÿêîìó çàëèøèëîñÿ á³ëüøå îäí³º¿ ì³òêè ç³

ñê³í÷åííîþ âàãîþ, ô³êñóºìî äîâ³ëüíó ì³òêó k K	 . Ïîçíà÷èìî ôóíêö³þ
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� � � 
 ��q T K: { }� , ÿêà â îá’ºêò³ t çàáîðîíÿº áóäü-ÿê³ ì³òêè îêð³ì k

� � �
�� � � � �

�

�
�
 

�
�

q k
t t k k

q k
t

t
j( )
, , ,

( ), ³ .íàêøå

ßêùî ïîäàíà íà âõ³ä çàäà÷à áóëà ñóïåðìîäóëÿðíîþ, òàêà ìîäèô³êàö³ÿ âàã

âåðøèí çàëèøèòü çàäà÷ó ñóïåðìîäóëÿðíîþ, àäæå âèçíà÷åííÿ ñóïåðìîäóëÿðíîñò³

íå íàêëàäàº îáìåæåíü íà âàãè âåðøèí.

4. Âèêîíóºìî ñóáãðàä³ºíòíèé ñïóñê, äîêè íå îòðèìàºìî �-óçãîäæåíèé íàá³ð

âåðøèí òà ðåáåð, äëÿ ïîøóêó çíà÷åííÿ E q g q g( , ; ( , , ))� �� � . ßêùî

! � � " � ! "E q g q g E q g q g( , ; ( , , )) ( , ; ( , , ))� � � � ,

ïåðåõîäèìî íà íàñòóïíó ³òåðàö³þ j j:� �1, ñòâîðþºìî ôóíêö³þ q qj � � (ÿêà

çàáîðîíÿº â îá’ºêò³ t óñ³ ì³òêè îêð³ì îáðàíî¿ ì³òêè k) òà ïîâåðòàºìîñÿ äî

äðóãîãî êðîêó (ïåðåâ³ðêà òîãî, ÷è çàâåðøèâñÿ àëãîðèòì).

ßêùî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ìåíøèé çà òîé, ùî áóâ îòðèìàíèé äî ïî÷àòêó

ðîáîòè àëãîðèòìó ïîøóêó ðîçì³òêè

! � � "� ! "E q g q g E q g q g( , ; ( , , )) ( , ; ( , , ))� � � � ,

çàâåðøóºìî àëãîðèòì ç â³äïîâ³ääþ «çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ», òîìó ùî

áóëî äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó ñóïåðìîäóëÿðíî¿ çàäà÷³ çíà÷åííÿ

E q g q g( , ; ( , , ))� � äîð³âíþº âàç³ G k( )* îïòèìàëüíî¿ ðîçì³òêè k * , à íàâåäåíà

íåð³âí³ñòü îçíà÷àòèìå, ùî ï³ä ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìó ìîæå áóòè çíàéäåíà

ðîçì³òêà ç ìåíøîþ âàãîþ. ßêùî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò á³ëüøèé çà òîé, ùî

áóâ îòðèìàíèé äî ïî÷àòêó ðîáîòè àëãîðèòìó ïîøóêó ðîçì³òêè

! � � " � ! "E q g q g E q g q g( , ; ( , , )) ( , ; ( , , ))� � � � ,

âèêîíóºìî òðåò³é êðîê àëãîðèòìó äëÿ ³íøî¿ ì³òêè k (ÿêó íe áóëî âèáðàíî

ðàí³øå ó äàíîìó îá’ºêò³). ßêùî öÿ íåð³âí³ñòü âèêîíóºòüñÿ äëÿ âñ³õ ì³òîê

â îá’ºêò³, çàâåðøóºìî àëãîðèòì ç â³äïîâ³ääþ «çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ»,

òîìó ùî çà óìîâè ñóïåðìîäóëÿðíîñò³ çàäà÷³ îáîâ’ÿçêîâî ìîæíà çíàéòè ì³òêó,

ùî íàëåæèòü îïòèìàëüí³é ðîçì³òö³, âàãà ÿêî¿ äîð³âíþº ! "E q g q g( , ; ( , , ))� � .

Öåé àëãîðèòì ïîòðåáóº íå á³ëüøå í³æ | | | |T K� ðîçðàõóíê³â âåëè÷èí

! � � "E q g q g( , ; ( , , ))� � äëÿ ð³çíèõ q�. Íàâåäåíó îö³íêó ñêëàäíîñò³ ìîæíà

ïîêðàùèòè, ÿêùî íà åòàï³ ïîøóêó ì³òêè k Kt 	 äëÿ îá’ºêòà t T	 íà êîæí³é

³òåðàö³¿ j âèêîðèñòîâóâàòè äâ³éêîâèé ïîøóê: ðîçáèòè ìíîæèíó K íà äâ³ òàê³

ï³äìíîæèíè K1 ³ K2 , ùî
K K K

K K

K K

1 2

1 2

1 2 1
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# ��
� �

,

,

|| | | || ,
òà ââåñòè ôóíêö³þ q�

� � �
�� � � � 	

�

�
�
 

�
�

q k
t t k K

q k
t

t
j( )
, , ,

( ), ³ .

1

íàêøå

ßêùî ! � � " � ! "E q g q g E q g q g( , ; ( , , )) ( , ; ( , , ))� � � � , øóêàíå k ìîæå çíàõîäèòèñü ó

K2 , ³ éîãî òðåáà øóêàòè ó ö³é ìíîæèí³. ßêùî ! � � "�E q g q g( , ; ( , , ))� �

� ! "E q g q g( , ; ( , , ))� � , çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ. ßêùî ! � � " �E q g q g( , ; ( , , ))� �

� ! "E q g q g( , ; ( , , ))� � , øóêàºìî â³äïîâ³äü ó ìíîæèí³ K1. Ïîøóê ó âèáðàí³é

ìíîæèí³ K ii , { , }	 1 2 âèêîíóþòü çà òèì ñàìèì ïðèíöèïîì. Íàïðèê³íö³, êîëè

çàëèøàºòüñÿ ëèøå îäíå k, ïîòð³áíî ïåðåâ³ðèòè ð³âí³ñòü ! � � " �E q g q g( , ; ( , , ))� �

� ! "E q g q g( , ; ( , , ))� � , çàáîðîíèâøè âñ³ ³íø³ ì³òêè â îá’ºêò³, áî êîëè ìíîæèíà K1

íå ï³äõîäèëà, ìè îäðàçó âèáèðàëè K2 , àëå íå ïåðåâ³ðÿëè, ÷è âîíà ï³äõîäèòü. Îòæå,
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äëÿ íàâåäåíîãî àëãîðèòìó ïîøóêó ðîçì³òêè ïîòð³áíî íå á³ëüøå í³æ | | log | |T K� �2 1

ðîçðàõóíê³â âåëè÷èí ! � � "E q g q g( , ; ( , , ))� � äëÿ ð³çíèõ q�.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ E ìîæå ÿê çàâãîäíî â³äð³çíÿòèñÿ

â³ä ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ ðîçì³òêè äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü � [13]. Òàêîæ

â³äîìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (max, )� çàäà÷³ ðîçì³òêè íàëåæàòü êëàñó

ñêëàäíîñò³ EXP-APX — êëàñó çàäà÷, äëÿ ÿêèõ çà ïîë³íîì³àëüíèé â³ä ðîçì³ðó

âõ³äíèõ äàíèõ ÷àñ ìîæíà çíàéòè íàáëèæåííÿ, ïîõèáêà ÿêîãî îáìåæåíà

åêñïîíåíòîþ â³ä ðîçì³ðó äàíèõ [19]. Ïðîòå çàóâàæèìî, ùî ó òîìó ðàç³, êîëè

çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ, ïðîòå ìàº ö³ëî÷èñåëüí³ âàãè ³ àëãîðèòì íàäàâ

ðîçì³òêó k * , öÿ ðîçì³òêà áóäå îïòèìàëüíîþ, îñê³ëüêè çà ïîáóäîâîþ àëãîðèòìó

ö³ëà ÷àñòèíà çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ E íå çì³íþºòüñÿ ³ äîð³âíþº G k( )* .

ÑÏÎÑ²Á ÏÅÐÅÂ²ÐÊÈ ÎÒÐÈÌÀÍÎÃÎ ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ

Âàæëèâîþ âëàñòèâ³ñòþ îòðèìàíîãî ðîçâ’ÿçêó º òå, ùî éîãî êîðåêòí³ñòü

ìîæíà ïåðåâ³ðèòè çà ñê³í÷åííèé ÷àñ. Ôóíêö³ÿ � º òàê çâàíèì ñåðòè-

ô³êàòîì [20] ö³º¿ çàäà÷³. Öå íàá³ð ÷èñåë, ðîçì³ð ÿêîãî ìàº ïîë³íîì³àëüíó

çàëåæí³ñòü â³ä ðîçì³ðó âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³, òà çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà

ïåðåâ³ðèòè êîðåêòí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çà ê³ëüê³ñòü îïåðàö³é, ùî ìàº ïîë³íîì³àëüíó

çàëåæí³ñòü â³ä ðîçì³ðó âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³. Ìàþ÷è � � �� ( , ; )q g òà k * , ìîæ-

íà ëåãêî ïåðåâ³ðèòè íåð³âí³ñòü

G k E q g( ) ( , ; )* � �� 1.

Ñïðàâåäëèâ³ñòü ö³º¿ íåð³âíîñò³ îçíà÷àº, ùî çíàéäåíà ðîçì³òêà k *ä³éñíî

º ðîçâ’ÿçêîì ïîäàíî¿ íà âõ³ä àëãîðèòìó (max, )� çàäà÷³ ðîçì³òêè

ç ö³ëî÷èñåëüíèìè âàãàìè ðåáåð òà âåðøèí.

Ïðèêëàä 1. Â³çüìåìî äîâ³ëüíå äîäàòíå ïàðíå ÷èñëî x � 10 . Íåõàé çàäà÷ó

çàäàíî ìíîæèíîþ îá’ºêò³â T t t t t� { , , , }1 2 3 4 , ñòðóêòóðîþ ñóñ³äñòâà

� � {( , ), ( , ), ( , ), ( , )}t t t t t t t t1 2 1 3 2 4 3 4 , ìíîæèíîþ ì³òîê K � { , , }0 1 2 , âàãàìè

âåðøèí
q q q

q q q
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x

k ktt � � � � �
$

%
&

'

(
)� � �( , ) [ ],

2
1

çà ÿêèõ çàäà÷à íå º ñóïåðìîäóëÿðíîþ.

Çàïóñòèìî ïðîöåäóðó ñóáãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó. Âèáåðåìî ïî÷àòêîâó

ðåïàðàìåòðèçàö³þ

� tt tk k K t T t N� � � 	 � 	 � �	( ) , , ,0

³ êðîê ñóáãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó

� i
x

i� �
$

%
&

'

(
)

2
1 / .

Âèêîíàºìî äâ³ ³òåðàö³¿ ñóáãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó é îòðèìàºìî çíà÷åííÿ ðåïà-

ðàìåòðèçàö³¿

� t t
x

3 4
0

2
1 2( ) /� �

$
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'
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) , � t t
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Âñ³ ³íø³ çíà÷åííÿ ðåïàðàìåòðèçàö³¿ � íå çì³íèëèñÿ. Çà òàêî¿ ðåïàðàìåòðèçàö³¿

³ � �
� � �

*
1

2 1
0077

| | | |
.

T �
çàäà÷à º �-óçãîäæåíîþ. Çíà÷åííÿ äâî¿ñòî¿ ôóíêö³¿

E q g x( , , )� � � �1.

Ó êîæíîìó îá’ºêò³ âñ³ ì³òêè ìàþòü ñê³í÷åííó âàãó, òîìó äðóãèé êðîê

àëãîðèòìó ïðîïóñòèìî. Îáõ³ä îá’ºêò³â ãðàôó çä³éñíþºìî ó ïîðÿäêó

( , , , )t t t t1 2 3 4 , à îáõ³ä ì³òîê â îá’ºêò³ âèêîíóºìî ó ïîðÿäêó ( , , )0 1 2 . Íåõàé

K1 0� { } , K2 1 2� { , }. Çàô³êñóºìî ì³òêó 0 â îá’ºêò³ t1 òà çàáîðîíèìî ³íø³ ì³òêè

ó öüîìó îá’ºêò³

� �qt1
0 0( ) , � � �qt1

1( ) , � � �qt1
2( ) , � �q k q kt t( ) ( ) � 	t t t t{ , , }2 3 4 , � 	k K.

Âèêîðèñòàºìî çíà÷åííÿ � , îòðèìàí³ íà ïîïåðåäíüîìó êðîö³. Îäðàçó ìàºìî

�-óçãîäæåíèé íàá³ð âåðøèí òà ðåáåð, à òàêîæ

E q g E q g x( , , ) ( , , )� � � � �� � 1.

Â îá’ºêò³ t1 çàëèøèìî ì³òêó 0 , òîáòî kt1
0* � . Ïðîâåäåìî àíàëîã³÷íó

ïðîöåäóðó äëÿ âñ³õ ³íøèõ îá’ºêò³â. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî îïòèìàëüíó ðîç-

ì³òêó k *

k t k t k t k t* * * *( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 0� � � �

ç

G k x E q g x( ) ( , ; )* � � � � � � �1 1� .

Àâòîðàì íèí³ íåâ³äîìî, ÿêèì º ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ê³ëüê³ñòþ ñóïåð-

ìîäóëÿðíèõ çàäà÷ òà ê³ëüê³ñòþ òèõ çàäà÷, ÿê³ ìîæå ðîçâ’ÿçóâàòè íàâåäåíèé àë-

ãîðèòì. Âîäíî÷àñ öåé ïðèêëàä ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ìíîæèíà íå ñóïåð-

ìîäóëÿðíèõ çàäà÷, ÿê³ íàâåäåíèé àëãîðèòì ìîæå ðîçâ’ÿçóâàòè, íå º ïóñòîþ.
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V. Krygin, R. Khomenko
SELF-DRIVEN ALGORITHM FOR SOLVING SUPERMODULAR (max, )� LABELING

PROBLEMS BASED ON SUBGRADIENT DESCENT

Abstract. An algorithm presented in this article gives a correct answer to one of the two
questions for any (max, +) labeling problem with integer weights: either “What is the best
labeling?” or “Is the problem supermodular?”, and this answer is guaranteed to be correct. The
algorithm is called self-driven because the user cannot decide which of the two questions will
be answered — this decision is up to the algorithm. Also, the algorithm does not need to
know the order of labels if the problem is supermodular. The finite execution time of the
algorithm is guaranteed for integer weights of vertices and edges and use of subgradient
descent.

Keywords: (max, )� labeling problems, supermodular labeling problems, self-driven pattern

recognition, discrete optimization, graphical models, structural pattern recognition.
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