
ÓÄÊ 519.85

Þ.Ã. ÑÒÎßÍ
²íñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîáóäóâàííÿ ³ì. À.Ì. Ï³äãîðíîãî ÍÀÍ Óêðà¿íè, Õàðê³â,
Óêðà¿íà, e-mail: yustoyan19@gmail.com.

Ò.ª. ÐÎÌÀÍÎÂÀ
²íñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîáóäóâàííÿ ³ì. À.Ì. Ï³äãîðíîãî ÍÀÍ Óêðà¿íè, Õàðê³â,
Óêðà¿íà, e-mail: tarom27@yahoo.com.

Î.Â. ÏÀÍÊÐÀÒÎÂ
²íñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîáóäóâàííÿ ³ì. À.Ì. Ï³äãîðíîãî ÍÀÍ Óêðà¿íè, Õàðê³â,
Óêðà¿íà, e-mail: pankratov2001@yahoo.com.

À.Ä. ÒÅÂßØÅÂ
Õàðê³âñüêèé íàö³îíàëüíèé óí³âåðñèòåò ðàä³îåëåêòðîí³êè, Õàðê³â, Óêðà¿íà,
e-mail: andrew.teviashev@nure.ua.

ÐÅØ²Ò×ÀÑÒÅ ÏÎÊÐÈÒÒß ÊÓÁÎ¯ÄÀ
Ì²Í²ÌÀËÜÍÎÞ Ê²ËÜÊ²ÑÒÞ Ï²ÂCÔÅÐ1

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ÷àñòêîâîãî ðåø³ò÷àñòîãî ïîêðèòòÿ êóáî¿äà çàäàíèõ ðîçì³ð³â
ì³í³ìàëüíîþ ê³ëüê³ñòþ îäíàêîâèõ ï³âñôåð ³ç çàäàíèì êîåô³ö³ºíòîì ïîêðèòòÿ. Ïîáóäîâàíî
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ó âèãëÿä³ çàäà÷³ çì³øàíîãî ö³ëî÷èñëîâîãî íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàí-
íÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ, â ÿêîìó çàñòîñîâàíî ³äåþ ðåëàêñàö³¿ çàäà÷³ òðè-
âèì³ðíîãî ïîêðèòòÿ äî çàäà÷³ ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ ñ³ì’ºþ îäíàêîâèõ êðóã³â
ðàä³óñà, ùî çàëåæèòü â³ä âèñîòè êóáî¿äà, ðàä³óñà ï³âñôåð òà â³äñòàí³ ì³æ öåíòðàìè
ñóñ³äí³õ ï³âñôåð. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â äëÿ ïðèêëàäíî¿ çà-
äà÷³ îïòèì³çàö³¿ ðîçì³ùåííÿ ñåíñîð³â ó çàäàí³é òðèâèì³ðí³é îáëàñò³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ï³âñôåðà, ðåø³ò÷àñòå ïîêðèòòÿ, êóáî¿ä, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, îïòèì³çàö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â âèíèêàþòü ó áàãàòüîõ ãà-
ëóçÿõ íàóêè òà òåõí³êè, íàïðèêëàä, ï³ä ÷àñ ïëàíóâàííÿ ïðîìåíåâî¿ òåðàï³¿, ñèñ-
òåì áåçäðîòîâîãî ðàä³îçâ’ÿçêó, ó ïðîºêòóâàíí³ ñèñòåì àêóñòè÷íî¿ ä³àãíîñòèêè òà
êîíòðîëþ êîðïóñ³â ³ îáëàäíàííÿ, ðàä³îëîêàö³éíèõ ñèñòåì ðåãóëþâàííÿ é êåðó-
âàííÿ ïîâ³òðÿíèì ðóõîì, ñèñòåì âèÿâëåííÿ ðóõîìèõ ö³ëåé [1–3]. Ó ìîíîãðà-
ô³¿ [4] ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ ïîêðèòòÿ åâêë³äîâî¿ ïëîùèí³, íàâåäåíî ïîíÿòòÿ
ù³ëüíîñò³ ñèñòåìè ïîêðèâíèõ ô³ãóð, îòðèìàíî îö³íêè ïîêðèòòÿ ïëîùèíè é
îïóêëî¿ îáëàñò³ ð³âíèìè êðóãàìè. Ó áàãàòüîõ ïóáë³êàö³ÿõ äîñë³äæåíî ïîáóäîâó
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà ðîçðîáëåííÿ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçàííÿ ð³çíèõ êëàñ³â çàäà÷
ïîêðèòòÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [5–8]). Îñîáëèâèé ³íòåðåñ, ÿê ôóíäàìåíòàëüíèé, òàê ³
ïðèêëàäíèé, ñòàíîâëÿòü äîñë³äæåííÿ çàäà÷ ñôåðè÷íîãî ïîêðèòòÿ [9–17].

Çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ñôåðè÷íîãî ïîêðèòòÿ íàëåæàòü êëàñó NP-ñêëàäíèõ [18].
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîäè
ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòóâàííÿ [19–21] òà íåãëàäêî¿ îïòèì³çàö³¿ [22–24]. Îäíàê, äëÿ
çàäà÷ ðîçì³ùåííÿ (çîêðåìà çàäà÷ ïîêðèòòÿ) âåëèêî¿ ðîçì³ðíîñò³ äîö³ëüíî
âèêîðèñòñîâóâàòè åâðèñòè÷í³ ìåòîäè, ÿê³ äàþòü çìîãó îòðèìàòè åôåêòèâí³ çà
ôóíêö³ºþ ö³ë³ ðîçâ’ÿçêè çà ïðèéíÿòíèé ÷àñ. Îñòàíí³ì ÷àñîì ó çâ’ÿçêó ç ðîçâèòêîì
ð³çíîãî âèäó ñåíñîðíèõ ìåðåæ öåé íàïðÿì ñòàº äåäàë³ á³ëüø ïåðñïåêòèâíèì [25].

Îäíèì ç ï³äõîä³â äî ïîáóäîâè êðóãîâèõ ïîêðèòò³â º ðîçì³ùåííÿ äàò÷èê³â
ó äåòåðì³íîâàíèõ âóçëàõ. Ïðè öüîìó áóäóþòü áàçîâèé øàáëîí ðîçì³ùåííÿ
êðóã³â ç ì³í³ìàëüíîþ ê³ëüê³ñòþ âóçë³â, ùî íåîáõ³äíà äëÿ ïîêðèòòÿ áàãàòîêóòíè-
êà. Ðåãóëÿðíå ðîçáèòòÿ ïëîùèíè íà áàãàòîêóòíèêè íàçèâàþòü òåñåëÿö³ºþ. ßêùî
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øàáëîí ïîâí³ñòþ ïîêðèòèé çîíàìè äàò÷èê³â, ðîçòàøîâàíèõ ó éîãî âåðøèíàõ, òî
âñÿ ïëîùèíà ìîæå áóòè ïîâí³ñòþ ïîêðèòà òåñåëÿö³ºþ òàêèõ áàãàòîêóòíèê³â. Äî-
âåäåíî [26], ùî ïðàâèëüíà òðèêóòíà òåñåëÿö³ÿ º îïòèìàëüíîþ ç ïîãëÿäó
ì³í³ìàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ âóçë³â, íåîáõ³äíèõ äëÿ ïîâíîãî ïîêðèòòÿ îáëàñò³ êðóãàìè.
Äåÿê³ àâòîðè (äèâ., íàïðèêëàä, [27]) äîñë³äæóþòü âèêîðèñòàííÿ øàáëîíà ó âèã-
ëÿä³ ñìóãè êðóã³â. Åôåêòèâíèì âàð³àíòîì öüîãî ï³äõîäó º çàïðîïîíîâàíèé ³
äîñë³äæåíèé ó [13] ìåòîä ñåêö³éíî-ðåãóëÿðíîãî ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³.

Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæåíî íåñòàíäàðòíó çàäà÷ó ÷àñòêîâîãî (íåïîâíîãî) ñôå-
ðè÷íîãî ïîêðèòòÿ. ßê ðîçì³ùóâàí³ îá’ºêòè ðîçãëÿíóòî îäíàêîâ³ ï³âñôåðè, à ÿê
îáëàñòü ïîêðèòòÿ — êóáî¿ä, ùî ìàº âèñîòó, ìåíøó çà ðàä³óñ ñôåð.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Íåõàé º íàá³ð òðèâèì³ðíèõ îá’ºêò³â { { }}H i I ni n, , ,� � 1 � òà îáìåæåíà îá-

ëàñòü � � R 3 .

Êîæíèé îá’ºêò Hi ìàº çì³ííèé âåêòîð ðóõó ui , i I n� , ó ïðîñòîð³ R 3 .

Çàäà÷à ïîêðèòòÿ ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ òàêèõ ui , i I n� , ùîá êîæíà òî÷êà îá-
ëàñò³ � íàëåæàëà õî÷à á îäíîìó îá’ºêòó H ui i( ), i I n� (ðèñ. 1).
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i I n� ,

u u un� ( , , )1 � .
Ñôîðìóëþºìî êðèòåð³é ïîêðèòòÿ òàê:

� �� � � ��H u H u( ) ( )� , (1)

äå H u R H u� �( ) \ ( )3 (ðèñ. 2).

Äëÿ àíàë³òè÷íîãî îïèñó êðèòåð³þ ïîêðèòòÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä
phi-ôóíêö³é [28, 29].

Îçíà÷åííÿ 1. Íåïåðåðâíà âñþäè âèçíà÷åíà ôóíêö³ÿ ( , )u ui j íàçèâàºòüñÿ

phi-ôóíêö³ºþ îá’ºêò³â H ui i( ) ³ H uj j( ), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè:

( , )u ui j � 0, ÿêùî H u H ui i j j( ) ( )� � �;

( , )u ui i � 0, ÿêùî int ( ) int ( )H u H ui i j j� � � òà H u H ui i j j( ) ( )� � �;

( , )u ui j � 0, ÿêùî int ( ) int ( )H u H ui i j j� � �.

Ïîçíà÷èìî ( )u phi-ôóíêö³þ äëÿ îáëàñò³ � òà îá’ºêòà H u* ( ). Çàâäÿêè âëàñ-

òèâîñòÿì phi-ôóíêö³¿ íåð³âí³ñòü ( )u � 0 îïèñóº êðèòåð³é ïîêðèòòÿ (1).
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Ðèñ. 1. Ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ êðóãàìè Ðèñ. 2. Êðèòåð³é ïîêðèòòÿ

� H u( )

H u� ( )



Çàäà÷ó ïîêðèòòÿ îáëàñò³ � ì³í³ìàëüíîþ ê³ëüê³ñòþ òðèâèì³ðíèõ îá’ºêò³â Hi ,
i I n� , ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê:

min
( , )u k W R B n

N
� � ��

, (2)

äå ( , )u k — âåêòîð çì³ííèõ, u u u Rn� �( , , )1 �
� — âåêòîð çì³ííèõ ïàðàìåòð³â

ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â Hi , i I n� , k k i I Bi n
n� � �( , ) — âåêòîð Áóëåâèõ çì³ííèõ

ki �{ }0 1, , N kii

n
�

�� 1
, — ôóíêö³ÿ ö³ë³, W — îáëàñòü äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â,

îïèñàíà ó òàêèé ñïîñ³á:
( , )u k � 0, (3)
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i I n� , (4)

äå i iu( ) — phi-ôóíêö³ÿ äëÿ îáëàñò³ � òà îá’ºêòà H ui i( ), ïðè öüîìó
i iu( )� 0 ãàðàíòóº, ùî îáëàñòü � òà îá’ºêò H ui i( ) ìàþòü ñï³ëüí³ âíóòð³øí³
òî÷êè, òîáòî int ( ) intH ui i � � � �.

Çàçíà÷èìî, ùî ìîäåëü (2)–(4) ìîæíà âèêîðèñòàòè ò³ëüêè äëÿ ïîáóäîâè ïîâ-
íîãî ïîêðèòòÿ.

Ó äåÿêèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ äîïóñêàºòüñÿ, ùîá ÷àñòèíà îáëàñò³ � áóëà íå-
ïîêðèòîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [1–3]).

Ôîðìàë³çóºìî ïîíÿòòÿ «íåïîâíîãî» ïîêðèòòÿ. Ïîçíà÷èìîV� îá’ºì êóáî¿äà � ,
à V

H� — îá’ºì ïîêðèòî¿ ÷àñòèíè îáëàñò³ � �H H u� � ( ). Òîä³ îá’ºì íåïîêðèòî¿
÷àñòèíè îáëàñò³ âèçíà÷àþòü ÿêV V

H� �� . Ó âèïàäêó ïîâíîãî ïîêðèòòÿ � �H � .
Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â { }H i Ii n, � íàçèâàºòüñÿ �-ïîêðèòòÿì îá-

ëàñò³ �, ÿêùî V

V

H�

�

� �, (5)

äå 0 1� �� — êîåô³ö³ºíò ïîêðèòòÿ (÷àñòêà ïîêðèòî¿ ÷àñòèíè) îáëàñò³ � .
Òîä³ � �� �1 º êîåô³ö³ºíòîì â³ëüíîãî îá’ºìó (÷àñòêîþ íåïîêðèòî¿ ÷àñòèíè)

îáëàñò³ �. Ïðè öüîìó, ÿêùî � � H u( ), òî � �1, à ÿêùî int ( )� � H u � �, òî � � 0.
Íåõàé îáëàñòü ïîêðèòòÿ ìàº ôîðìó êóáî¿äà � � � �{( , , ): ,x y z x l0

0 0� � � �y w z h, } (ðèñ. 3).
ßê îá’ºêòè, ùî ðîçì³ùóþòüñÿ, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ï³âñôåðè îäíàêîâîãî

ðàä³óñà R h� ç öåíòðîì ó òî÷ö³ t x y z� ( , , ), ðîçòàøîâàí³ ó ïåðøîìó êâàäðàíò³
ñèñòåìè êîîðäèíàò OXYZ (ðèñ. 4), îñíîâà êîæíî¿ ï³âñôåðè íàëåæèòü ïëîùèí³
XOY , òîáòî z � 0.
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Ðèñ. 3. Îáëàñòü ïîêðèòòÿ � — êóáî¿ä
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Ðåø³òêîþ çà áàçèñîì ( , )a b íàçâåìî ñèñòåìó òî÷îê

t t i jij � � �0 a b, i Z j Z� �� �
� �{ } { }0 0, , (6)

äå t x y R0 0 0
2� �( , ) — âåêòîð òðàíñëÿö³¿ ðåø³òêè, a � �( , )a a Rx y

2 , b �

� �( , )b b Rx y
2 — áàçèñí³ âåêòîðè, Z � — ìíîæèíà äîäàòíèõ ö³ëèõ ÷èñåë.

Ïîçíà÷èìî H tij ij( ) ï³âñôåðó ðàä³óñà R ç öåíòðîì tij , i I n� , j I n� .

Îçíà÷åííÿ 3. Íàçâåìî �-ïîêðèòòÿ âèãëÿäó (5) îáëàñò³ � ï³âñôåðàìè H tij ij( )

ðåø³ò÷àñòèì, ÿêùî öåíòðè tij ï³âñôåð ðîçòàøîâàí³ ó âóçëàõ ðåø³òêè âèãëÿäó (6).
Íà ðèñ. 5 íàâåäåíî ïðèêëàäè ðåø³ò÷àñòîãî �-ïîêðèòòÿ äëÿ òàêèõ âèïàäê³â:

� �1 (ïîâíå ïîêðèòòÿ) (ðèñ. 5, à); � � 0.7 (ïîêðèòî 0.7 îá’ºìó îáëàñò³) (ðèñ. 5, á);
� � 0.35 (ïîêðèòî 0.35 îá’ºìó îáëàñò³) (ðèñ. 5, â); � � 0 (îáëàñòü ïîâí³ñòþ íåïî-
êðèòà) (ðèñ. 5, ã).

Ñôîðìóëþºìî îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó ðåø³ò÷àñòîãî �-ïîêðèòòÿ êóáî¿äà �
ï³âñôåðàìè (äàë³ — çàäà÷à HSCP, HemiSpheric Coverage Problem) ó òàêèé
ñïîñ³á: âèçíà÷èòè ïàðàìåòðè t0 , a, b, ùî â³äïîâ³äàþòü ðåø³ò÷àñòîìó �-ïîêðèòòþ
êóáî¿äà � çàäàíèõ ðîçì³ð³â ì³í³ìàëüíîþ ê³ëüê³ñòþ ï³âñôåð Hij ðàä³óñà R ç öåí-
òðàìè â òî÷êàõ tij çà óìîâè � �� 0 .

Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ HSCP ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

min
( , )t k W R B n

N

� � �6 2
, (7)

äå ( , )t k — âåêòîð çì³ííèõ, t t� ( , , )0 a b — âåêòîð íåïåðåðâíèõ çì³ííèõ, k �

� � �( , ( , ) )k i j Bij
n�

2

— âåêòîð Áóëåâèõ çì³ííèõ, kij �{ }0 1, , N k
i j ij�

��( , ) �
—

ôóíêö³ÿ ö³ë³, � � � �{ }( , ): ,i j i I j In n , n2 — âåðõíÿ îö³íêà ê³ëüêîñò³ âóçë³â, íå-

îáõ³äíî¿ äëÿ ïîâíîãî ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ êðóãàìè, îòðèìàíà ç âèêî-
ðèñòàííÿì òðèêóòíî¿ òåñåëÿö³¿ [20], W — îáëàñòü äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â, ÿêà
îïèñóºòüñÿ òàê:

� �� �
V t

V

H�

�

( ) 0 , (8)

k
t

t
ij

ij ij

ij ij

�
�

�

�
	



1 0

0 0

, ( ) ,

, ( ) ,

ÿêùî

ÿêùî




(9)

äå ij ijt( ) — phi-ôóíêö³ÿ äëÿ îá’ºêò³â H tij ij( ) ³ � , t t i j i jij � � � �0 a b, ( , ) � .
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Ðèñ. 5. Ïðèêëàäè ðåø³ò÷àñòîãî �-ïîêðèòòÿ êóáî¿äà ï³âñôåðàìè: � � 1 (à); � � 0.7 (á); � � 0.35 (â);
� � 0 (ã)

à á

ãâ



Çàçíà÷èìî, ùî  �ij ij ij ijt H t( ) int ( )� � � �0 � .
Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü (7)–(9) º çàäà÷åþ çì³øàíîãî ö³ëî÷èñëîâîãî íåë³í³éíî-

ãî ïðîãðàìóâàííÿ.

ÌÅÒÎÄ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×² HSCP

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (7)–(9) ïîêðèòòÿ êóáî¿äà � (ç ìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè l, w, h) ì³í³ìàëüíî¿ ê³ëüê³ñòþ ï³âñôåð ðàä³óñà R ³ç çàäàíèì êîåô³ö³ºíòîì
ïîêðèòòÿ �.

Íàçâåìî âåðõíþ ³ íèæíþ ãðàí³ êóáî¿äà � â³äïîâ³äíî ïðÿìîêóòíèêîì Pup
³ ïðÿìîêóòíèêîì Pdown . Ïåðåð³ç êîæíî¿ ï³âñôåðè ïëîùèíîþ z � 0 º êðóãîì
ðàä³óñà R , òîä³ ÿê ïåðåð³ç ï³âñôåðè ïëîùèíîþ z h� º êðóãîì ðàä³óñà r (ðèñ. 6).

Çàçíà÷èìî, ùî êîæíîìó ïîâíîìó ïîêðèòòþ ïðÿìîêóòíèêà Pup êðóãàìè

ðàä³óñà r R h� �2 2 â³äïîâ³äàº ïîâíå ïîêðèòòÿ (� �1) êóáî¿äà � ï³âñôåðàìè
ðàä³óñà R, à ïîêðèòòþ ïðÿìîêóòíèêà Pup ì³í³ìàëüíèì ÷èñëîì êðóã³â ðàä³óñà

r R h� �2 2 â³äïîâ³äàº �-ïîêðèòòÿ ( �� 1) êóáî¿äà ï³âñôåðàìè ðàä³óñà R, à òà-
êîæ, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íåïîâíå ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà Pdown êðóãàìè
ðàä³óñà R.

Íà ðèñ. 7 íàâåäåíî ³ëþñòðàö³þ âàð³àíò³â �-ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà Pup êðó-

ãàìè ðàä³óñà r òà â³äïîâ³äí³ �-ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà Pdown êðóãàìè ðàä³óñà R

çàëåæíî â³ä â³äñòàí³ ì³æ öåíòðàìè ï³âñôåð ðàä³óñà R: r R h� �2 2 (ðèñ. 7, à);

R h r R2 2� � � (ðèñ.7, á); r R� (ðèñ. 7, â); r R� (ðèñ. 7, ã).
Ç óðàõóâàííÿì çàçíà÷åíîãî âèùå ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (7)–(9) ìîæíà çâåñòè äî

ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà Pup ñ³ì’ºþ îäíàêîâèõ êðóã³â çì³ííî-
ãî ðàä³óñà r, ùî çàëåæèòü â³ä âèñîòè h îáëàñò³ �, ðàä³óñà R ï³âñôåð òà â³äñòàí³
ì³æ öåíòðàìè ñóñ³äí³õ ï³âñôåð.

Ó ðîáîò³ [16] íàâåäåíî øâèäêèé ³ åôåêòèâíèé íàáëèæåíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ
çàäà÷³ ïîâíîãî ðåø³ò÷àñòîãî ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà ì³í³ìàëüíî¿ ê³ëüê³ñòþ êðóã³â
ô³êñîâàíîãî ðàä³óñà. Ìåòîä ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ åòàï³â: 1) ïîøóê ì³í³ìàëüíî¿ ê³ëüêîñò³
êðóã³â ðàä³óñà r, ùî ìîæóòü ïîêðèòè ïðÿìîêóòíèê ðîçì³ðàìè l w� ; 2) ïîøóê êîîðäè-
íàò öåíòð³â êðóã³â äëÿ êðàùîãî âàð³àíòà ç îòðèìàíèõ íà ïåðøîìó åòàï³.

¥ðóíòóþ÷èñü íà ðåçóëüòàòàõ ðîáîòè [16], çàñòîñóºìî äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³
(7)–(9) àëãîðèòì³÷íî îá÷èñëþâàíó ôóíêö³þ � ( , , ),l w r çíà÷åííÿ ÿêî¿ äîð³âíþþòü
ì³í³ìàëüí³é ê³ëüêîñò³ êðóã³â ðàä³óñà r, íåîáõ³äí³é äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïîêðèòòÿ
ïðÿìîêóòíèêà Pup ðîçì³ðàìè l w� .

Êëþ÷îâà ³äåÿ àëãîðèòìó PCSA (Partial Coverage Semisphere Algorithm) º òà-
êîþ. Ïîâíå ïîêðèòòÿ êóáî¿äà ï³âñôåðàìè äîñÿãàºòüñÿ òîä³, êîëè êðóãè ðàä³óñà

r R h� �2 2 ïîêðèâàþòü âåðõíþ ãðàíèöþ êóáî¿äà. Çàäàìî ÿêóñü â³äíîñíî ìàëó
âåëè÷èíó � (íàïðèêëàä, 0.01 � R) ³ ïî÷íåìî ïîñòóïîâî çá³ëüøóâàòè ðàä³óñ r íà �,
ðîçðàõîâóþ÷è êîæíîãî ðàçó ôóíêö³þ � ( , , )l w r . ßêùî ôóíêö³ÿ íå çì³íþºòüñÿ, òî
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Ðèñ. 6. Ïðÿìîêóòíèêè Pup ³ Pdown òà êðóãîâ³ ïåðåð³çè ï³âñôåðè

Pdown

Pup

h

R

r



ïîáóäîâàíå ðàí³øå ïîêðèòòÿ º êðàùèì çà ïîòî÷íå ïîêðèòòÿ (êîåô³ö³ºíò � º ìåí-
øèì çà íåçì³ííî¿ ê³ëüêîñò³ ï³âñôåð). ßêùî ê³ëüê³ñòü êðóã³â (çíà÷åííÿ � ( , , )l w r )
çìåíøèëàñÿ, íåîáõ³äíî ïåðåðàõóâàòè êîåô³ö³ºíò �. Äàë³, çàëåæíî â³ä òîãî, ÷è
äîñÿãíóòî ïîòð³áíó ù³ëüí³ñòü ïîêðèòòÿ, òðåáà ïðîäîâæèòè ïîøóê ìåíøîãî ÷èñ-
ëà ïîêðèâàþ÷èõ êðóã³â àáî çàâåðøèòè ðîáîòó àëãîðèòìó.

Êðîê 1. Ïðèñâîþºìî k � 0 ³ � 0 1� . Ðîçðàõîâóºìî íèæíþ îö³íêó ê³ëüêîñò³

N l w r R h0 0
2 2� � � �( , , ) ï³âñôåð ðàä³óñà R , ùî ïîâí³ñòþ ïîêðèâàþòü � .

Êðîê 2. ßêùî ïîòð³áíî çàáåçïå÷èòè ïîâíå ïîêðèòòÿ, ðîçâ’ÿçóºìî îïòèì³-

çàö³éíó çàäà÷ó m m
l w r m N

0 0
0 0 0

�

� � � �
� max

( , , )�
³ ðîçðàõîâóºìî êîîðäèíàòè öåíòð³â

ï³âñôåð ( , , )x yi i
0 0 0 , i N�1 0, ,� , äëÿ êðóãà ðàä³óñà r m0 0� � � (m0 — íåâ³ä’ºìíà

ö³ëî÷èñëîâà çì³ííà) çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó, íàâåäåíîãî ó [16], â ³íøîìó âè-
ïàäêó ïåðåõîäèìî äî êðîêó 3.

Êðîê 3. Ðîçâ’ÿçóºìî îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó m mk
l w r m N

k
k k k

�
�

� � � �
��

�
1 1

1

max
( , , )�

òà

ïðèñâîþºìî r r mk k k� �
�� � �1 1 1( )� (ðàä³óñ rk�1 — öå ì³í³ìàëüíèé ðàä³óñ, äëÿ ÿêî-

ãî ìîæíà ïîáóäóâàòè � k�1-ïîêðèòòÿ ê³ëüê³ñòþ ï³âñôåð, ìåíøîþ çà N k ).
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Ðèñ. 7. Âàð³àíòè �-ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà Pup êðóãàìè ðàä³óñà r òà â³äïîâ³äí³ �-ïîêðèòòÿ

ïðÿìîêóòíèêà Pdown êðóãàìè ðàä³óñà R: r R h� �2 2 (à); R h r R2 2� � � (á); r R� (â); r R� (ã)

Pup

Pup

Pup

Pup

Pdown

Pdown

Pdown

Pdown

R

R

R

R

r

r

r

r

h

h

h

h

à

á

â

ã



Êðîê 4. Ïðèñâîþºìî k k� �1. Ðîçðàõîâóºìî ê³ëüê³ñòü ï³âñôåð N l w rk k� � ( , , )

òà êîîðäèíàòè öåíòð³â ï³âñôåð ( , , )x yi
k

i
k 0 , i N k�1 2, , ,� , äëÿ êðóãà ðàä³óñà rk çà äî-

ïîìîãîþ àëãîðèòìó, íàâåäåíîãî ó [16].
Êðîê 5. Ðîçðàõîâóºìî êîåô³ö³ºíò ïîêðèòòÿ � k äëÿ ïîêðèòòÿ, ïîáóäîâàíîãî

íà êðîö³ 4.
ßêùî òðåáà ïîáóäóâàòè ïîêðèòòÿ ç êîåô³ö³ºíòîì, ìåíøèì çà � k , ïåðåõîäè-

ìî äî êðîêó 3, â ³íøîìó âèïàäêó çàâåðøóºìî ðîáîòó.
Çàóâàæåííÿ 1. Ïîáóäîâàíå íà k ³òåðàö³¿ ðåãóëÿðíå ïîêðèòòÿ º íàéêðàùèì

äëÿ âñ³õ ìîæëèâèõ ðåãóëÿðíèõ ïîêðèòò³â (ç óðàõóâàííÿì ïîõèáêè ìåòîäó)
ç êîåô³ö³ºíòîì ïîêðèòòÿ � � �k k� � �1 , áî íåìàº ñåíñó ïîã³ðøóâàòè âæå ïîáó-
äîâàíå ïîêðèòòÿ äëÿ N k êðóã³â.

Çàóâàæåííÿ 2. Ìîæëèâèìè ìîäèô³êàö³ÿìè çàïðîïîíîâàíî¿ ñòðàòåã³¿ º
ïîäð³áíþâàííÿ � â îáëàñò³ çì³íè ê³ëüêîñò³ êðóã³â, âèêîðèñòàííÿ íà äîäàòîê äî
ðåãóëÿðíèõ ùå é ñåêö³éíî-ðåãóëÿðíèõ ïîêðèòò³â ³ ïîáóäîâà «ìàéæå ðåãóëÿð-
íèõ» ïîêðèòò³â øëÿõîì ïîë³ïøåííÿ ðåãóëÿðíèõ ³ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîä³â
íåë³í³éíî¿ îïòèì³çàö³¿.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÈÕ ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ²Â

Åêñïåðèìåíòè âèêîíàíî íà AMD FX(tm)-6100, 3.30 GHz êîìï’þòåð³ ìîâîþ
ïðîãðàìóâàííÿ C++, Windows 7. Äëÿ ëîêàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ âèêîðèñòàíî IPOPT
(https://github.com/coin-or/Ipopt).

Ðîçãëÿíóòî äâ³ ãðóïè ïðèêëàä³â ç íèæíüîþ îö³íêîþ êîåô³ö³ºíòà ïîêðèòòÿ

�
0 � 0.7. Ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíòà ïîêðèòòÿ çàñòîñîâàíî íàáëèæåíèé

ñ³òêîâèé ìåòîä. Êðîê ñ³òêè âèçíà÷àþòü ÿê R M/ , äå 1 100� �M . Çàðàäè çìåí-
øåííÿ ÷àñó ðîáîòè àëãîðèòìó âèêîðèñòàíî çíà÷åííÿ M � 26. Êîåô³ö³ºíò ïî-
êðèòòÿ äëÿ íàâåäåíèõ äàë³ ðåçóëüòàò³â ïåðåðàõîâàíî äëÿ M �100.

Ïåðøà ãðóïà ïðèêëàä³â: �
0 � (0.95, 0.9, 0.85, 0.8), ðàä³óñ ñôåð R � 5000,

ðîçì³ðè êóáî¿äà h � 4000, l � 50000, w � 20000, ó ä³àïàçîí³ 0.7 � ��
0 1 îòðèìàíî

32 âàð³àíòè ðåø³ò÷àñòèõ �-ïîêðèòò³â êóáî¿äà (ðèñ. 8).
Çàãàëüíèé ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìó äëÿ ïåðøî¿ ãðóïè ïðèêëàä³â ñòàíîâèòü

1381.186 ñ.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 4 65

Ðèñ. 8. Ðåçóëüòàòè ïîêðèòòÿ äëÿ ïåðøî¿ ãðóïè ïðèêëàä³â: �
� � 1, N * � 49 ï³âñôåð, �

0 1� (à);

�
� � 0.95688015, N � � 24 ï³âñôåð, �

� � 0.95 (á); �
� � 0.90017673, N � � 19 ï³âñôåð, �

0 � 0.9 (â);

�
* � 0.86002479, N � � 18 ï³âñôåð, �

0 � 0.85 (ã), öåé ñàìèé ðåçóëüòàò º êðàùèì äëÿ �
0 � 0.8

à á

ãâ



Äðóãà ãðóïà ïðèêëàä³â: �
0 � (0.99, 0.95, 0.9, 0.85), ðàä³óñ ñôåð R �1000,

ðîçì³ðè êóáî¿äà h � 860, l � 50000, w � 20000, ó ä³àïàçîí³ 0.7 � ��
0 1 îòðèìàíî

239 âàð³àíò³â ðåø³ò÷àñòèõ �-ïîêðèòò³â êóáî¿äà (ðèñ. 9).

Çàãàëüíèé ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìó äëÿ äðóãî¿ ãðóïè ïðèêëàä³â ñòàíîâèòü

23540.598 ñ.

Íà ðèñ. 10 íàâåäåíî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíòà

ïîêðèòòÿ â³ä òî÷íîñò³ àïðîêñèìàö³¿ ó â³äñîòêàõ (äëÿ 13 100� �M ). Ðåçóëüòàòè
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Ðèñ. 9. Ðåçóëüòàòè ïîêðèòòÿ äëÿ äðóãî¿ ãðóïè ïðèêëàä³â: �
� � 1, N � � 1508 ï³âñôåð, �

0 1� (à);

�
� � 0.99028403, N * � 920 ï³âñôåð, �

0 � 0.99 (á); �
� � 0.95129289, N � � 629 ï³âñôåð �

0 � 0.95 (â);

�
� � 0.90116484, N � � 487 ï³âñôåð, �

0 � 0.9 (ã); �
� � 0.85124148, N � � 413 ï³âñôåð, �

0 � 0.85 (ä)

à á

ãâ

ä

Ðèñ. 10. Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ îá’ºìó çàéíÿòî¿ ÷àñòèíè îáëàñò³ â³ä òî÷íîñò³
àïðîêñèìàö³¿: â³äõèëåííÿ â îá÷èñëåíí³ îá’ºìó ç íàäëèøêîì (êðèâà 1); â³äõèëåííÿ â îá÷èñëåíí³
îá’ºìó ç íåäîñòà÷åþ (êðèâà 2)
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îòðèìàíî øëÿõîì ïîð³âíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ñ³òêîâîãî ìåòîäó îá’ºìó ïîêðèòòÿ
îáëàñò³ äëÿ 10000 âèïàäêîâèõ ðîçì³ùåíü ï³âñôåð ðàä³óñà 10 ó êóáî¿ä³ ðîçì³ðàìè
100 100 10� � ç â³äîìèì àíàë³òè÷íî îòðèìàíèì ðåçóëüòàòîì.

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî ÷àñ, ïîòð³áíèé äëÿ îá÷èñëåííÿ îá’ºìó ïîêðèòòÿ îáëàñò³
çà äîïîìîãîþ ñ³òêîâîãî ìåòîäó äëÿ 10000 âèïàäêîâèõ ðîçì³ùåíü ï³âñôåð
ðàä³óñà 10 â îáëàñò³ ç ðîçì³ðàìè 100 100 10� � .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó ÷àñòêîâîãî ðåø³ò÷àñòîãî ïîêðèòòÿ êóáî¿äà çàäàíèõ
ðîçì³ð³â ì³í³ìàëüíèì ÷èñëîì îäíàêîâèõ ï³âñôåð ³ç çàäàíèì êîåô³ö³ºíòîì ïî-
êðèòòÿ. Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ó âèãëÿä³ çàäà÷³ çì³øàíîãî ö³ëî÷èñ-
ëîâîãî íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Çàïðîïîíîâàíî åâðèñòè÷íèé ìåòîä ðîçâ’ÿ-
çàííÿ, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà çâåäåíí³ çàäà÷³ òðèâèì³ðíîãî ïîêðèòòÿ äî çàäà÷³
ïîêðèòòÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ ñ³ì’ºþ îäíàêîâèõ êðóã³â ðàä³óñà, ùî çàëåæèòü
â³ä âèñîòè îáëàñò³, ðàä³óñà ï³âñôåð òà â³äñòàí³ ì³æ öåíòðàìè ñóñ³äí³õ
ï³âñôåð. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â äëÿ ïðèêëàäíî¿
çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ðîçì³ùåííÿ ñåíñîð³â ó êóáî¿ä³, ÿêó ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ
ïîáóäîâè àðõ³òåêòóðè ïðîñòîðîâî-ðîçïîä³ëåíî¿, åøåëîíîâàíî¿ ñèñòåìè âçàºìî-
çâ’ÿçàíî¿ ñåíñîðíî¿ ìåðåæ³ çàñîá³â óðàæåííÿ ïîâ³òðÿíèõ îá’ºêò³â òà ìàëîãàáà-
ðèòíèõ îïòîåëåêòðîííèõ ñòàíö³é íàâåäåííÿ.
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Ò à á ë è ö ÿ 1

M ×àñ (ñ) M ×àñ (ñ) M ×àñ (ñ) M ×àñ (ñ) M ×àñ (ñ)

1 0.031 21 9.001 41 35.131 61 75.941 81 133.631

2 0.078 22 9.906 42 36.910 62 78.375 82 137.062

3 0.203 23 10.795 43 38.002 63 80.918 83 140.214

4 0.327 24 11.919 44 39.734 64 83.445 84 144.051

5 0.531 25 12.730 45 41.215 65 86.190 85 147.234

6 0.733 26 14.102 46 43.368 66 88.671 86 150.666

7 1.030 27 14.898 47 45.194 67 91.448 87 154.301

8 1.326 28 16.037 48 46.894 68 94.318 88 158.793

9 1.684 29 17.176 49 49.249 69 96.908 89 161.898

10 2.091 30 18.673 50 51.059 70 99.981 90 166.188

11 2.511 31 19.578 51 53.134 71 102.540 91 168.684

12 2.964 32 20.998 52 55.209 72 105.737 92 172.568

13 3.464 33 22.527 53 57.065 73 108.530 93 176.094

14 4.056 34 23.556 54 59.530 74 111.572 94 179.822

15 4.711 35 25.022 55 63.898 75 114.817 95 183.832

16 5.351 36 26.630 56 64.803 76 117.780 96 187.669

17 5.928 37 27.893 57 66.706 77 120.589 97 191.585

18 6.614 38 29.765 58 68.750 78 123.881 98 195.422

19 7.488 39 31.075 59 71.214 79 127.078 99 199.463

20 8.284 40 33.197 60 73.617 80 130.588 100 203.722
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Yu. Stoyan, T. Romanova, O. Pankratov, A. Tevyashev
LATTICE COVERAGE OF CUBOID WITH MINIMUM NUMBER OF SEMISPHERES

Abstract. The problem of partial lattice coverage of a cuboid of given dimensions with
a minimum number of identical hemispheres with a given coverage factor is considered.
A mathematical model in the form of a mixed integer nonlinear programming problem
is constructed. A solution algorithm is proposed. The problem of three-dimensional coverage is
reduced to the problem of covering a rectangular area by a family of identical circles of radius
that depends on the height of the cuboid, the radius of the hemispheres, and the distance
between the centers of neighboring hemispheres. The results of computational experiments for
the problem of optimizing the placement of sensors in a given three-dimensional domain are
provided.

Keywords: hemispheres, lattice coverage, cuboid, mathematical model, optimization.
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