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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìåòîä ïðîãíîçóâàííÿ íå÷³òêèõ ÷àñîâèõ ðÿä³â ç ïðåäñòàâëåííÿì

ñòàíäàðòíî¿ íå÷³òêî¿ ìíîæèíè ó âèãëÿä³ òåíçîðà, îòðèìàíîãî ÿê ðåçóëüòàò òåíçîðíîãî äî-

áóòêó êîìïîíåíò, ôîðìóâàííÿ òåíçîðíî¿ ïîñë³äîâíîñò³, îñòàíí³é åëåìåíò ÿêî¿ (ïðîãíîçî-

âàíà íå÷³òêà ìíîæèíà) îá÷èñëþºòüñÿ ÿê íåïîâíèé òåíçîð (ç â³äñóòí³ìè åëåìåíòàìè). Cèí-

ãóëÿðíà äåêîìïîçèö³ÿ â³äíîâëåíîãî òåíçîðà äàº çìîãó îòðèìàòè ï³äìíîæèíó âïîðÿäêîâà-

íèõ ïàð, íàéáëèæ÷ó (ó ðîçóì³íí³ Ô-íîðìè) äî ïðîãíîçîâàíî¿ íå÷³òêî¿ ìíîæèíè. Íàâåäåíî

ïðèêëàä ïðîãíîçóâàííÿ íå÷³òêîãî ÷àñîâîãî ðÿäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íå÷³òêà ìíîæèíà, òåíçîð, ïðîïóùåí³ äàí³, ñèíãóëÿðíà äåêîìïîçèö³ÿ,

Ô-íîðìà.

ÂÑÒÓÏ

Ïðîáëåìà êåðóâàííÿ çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñò³ ³ ïîòðåáà âðàõóâàííÿ ñåðåäîâè-

ùà Big Data çóìîâèëà ïîÿâó íîâî¿ ãàëóç³ íàóêè — ³íòåëåêòóàëüíèé àíàë³ç äà-

íèõ àáî Data Mining (äîáóâàííÿ çíàíü), ÿêà ñïðèÿº âèêîðèñòàííþ äëÿ ðîçâ’ÿ-

çàííÿ íîâèõ çàäà÷ ìåíòàëüíèõ ìîæëèâîñòåé ëþäèíè. Îäíèìè ç îá’ºêò³â, ÿê³

çíà÷íîþ ì³ðîþ âïëèâàþòü íà ðîçâèòîê Data Mining, âèÿâèëèñü íå÷³òê³ ìíî-

æèíè (ÍÌ), ÿê³ äàþòü çìîãó ïðàêòè÷íî áóäü-ÿêèé ðåàëüíèé ô³çè÷íèé îá’ºêò

«ôàççèô³êóâàòè» ³ çàñòîñóâàòè äëÿ éîãî àíàë³çó ³ ìîäåëþâàííÿ ïîòóæíèé àïà-

ðàò òåîð³¿ íå÷³òêèõ ìíîæèí (ÒÍÌ).

Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ Big Data º òå, ùî ÿê äàí³ ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ

íåñòðóêòóðîâàíà ï³äìíîæèíà áàãàòîâèì³ðíèõ äàíèõ, ñåðåä ÿêèõ º â³äñóòí³ ³ äå-

ôîðìîâàí³ åëåìåíòè, ÿê³ ïîòð³áíî â³äíîâèòè. Ç’ÿâèëàñü çàäà÷à ïðîãíîçóâàííÿ ÷à-

ñîâèõ ðÿä³â (×Ð), äå åëåìåíòîì ðÿäó º ï³äìíîæèíà äàíèõ, äëÿ ìîäåëþâàííÿ ÿêî¿

ìîæíà â äåÿêèõ âèïàäêàõ çàñòîñîâóâàòè ÒÍÌ. Ðåàëüíî âèíèêàº íå÷³òêèé ÷àñîâèé

ðÿä (Í×Ð) ³ â³äïîâ³äíî çàäà÷à éîãî ïðîãíîçóâàííÿ, ïðè÷îìó ïðîãíîç ìàº

â³äïîâ³äàòè çà ôîðìîþ ³ çì³ñòîì ðåàëüíèì äàíèì, òîáòî áóòè ï³äìíîæèíîþ âïî-

ðÿäêîâàíèõ ïàð (ÏìÂÏ) àáî ïîñë³äîâíîñòåé (âèïàäîê áàãàòîâèì³ðíèõ äàíèõ).

Íàòåïåð ïîøèðåíèì º êëàñ çàäà÷, êîëè äëÿ ìîäåëþâàííÿ ×Ð çàñòîñîâóþòü

àïàðàò ÒÍÌ, ïåðåòâîðþþ÷è ÷³òêèé ×Ð ó íå÷³òê³é, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó

íèçêó ïðèïóùåíü, ïî÷èíàþ÷è â³ä ôóíêö³¿ íàëåæíîñò³ (ÔÍ) äî ïîñòóëàò³â ùîäî

ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïåðåâàæíà á³ëüø³ñòü ðîá³ò ç ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð ñòîñóºòüñÿ ïðî-

ãíîçóâàííÿ ÷³òêèõ ×Ð ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîä³â ³ ìîäåëåé ÒÍÌ [1].

Îá’ºêòîì äîñë³äæåííÿ â ö³é ðîáîò³ º ïðîöåñ ³íòåëåêòóàëüíîãî àíàë³çó ×Ð çà

óìîâ íåâèçíà÷åíîñò³, ÿê³ óñòàíîâëþþòü, ùî åëåìåíòîì ×Ð ìîæå áóòè íåñòðóê-

òóðîâàíà îäíî- àáî áàãàòîâèì³ðíà ìíîæèíà äàíèõ (ÌÄ), ùî ìîæå âì³ùóâàòè

ïðîïóùåí³ àáî äåôîðìîâàí³ äàí³, çîêðåìà, â îêðåìîìó âèïàäêó ÌÄ ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíà ÿê ÍÌ àáî ÏìÂÏ.
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Ïðåäìåòîì äîñë³äæåííÿ º ïðîãíîçóâàííÿ òàêèõ çíà÷åíü: íå÷³òêîãî ×Ð, åëå-

ìåíòè ÿêîãî ÍÌ-1 òèïó, ó âèãëÿä³, àäåêâàòíîìó âõ³äíèì äàíèì, òîáòî º ÏìÂÏ.

Ìåòà ðîáîòè — îá´ðyíòyâàííÿ êîíöåïö³¿ íàéáëèæ÷èõ ÏìÂÏ ³ äîö³ëüíîñò³ (ó äå-

ÿêèõ âèïàäêàõ óí³êàëüíîñò³) ¿¿ âèêîðècòàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïðîãíîçó-

âàííÿ Í×Ð, à òàêîæ ôîðìóâàííÿ àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ ïðîãíîçîâàíîãî

çíà÷åííÿ ×Ð ÿê ÏìÂÏ.

Ãîëîâí³ ðîçâ’ÿçóâàí³ çàäà÷³:

— âèÿâèòè áëèçüê³ñòü çà Ô-íîðìîþ ÍÌ-1 òèïó
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— äîâåñòè ðàö³îíàëüí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ïðîöåäóðè çâàæåíî¿ îïòèì³çàö³¿

CÐ_WOPT [2] äëÿ âèçíà÷åííÿ â³äñóòí³õ çíà÷åíü tx n(:, :, ) ç íàñòóïíîþ ñèíãóëÿð-

íîþ äåêîìïîçèö³ºþ;

— ïîêàçàòè íà ðåàëüíèõ ïðèêëàäàõ äîö³ëüí³ñòü ³ âèñîêó åôåêòèâí³ñòü çà-

ïðîïîíîâàíî¿ êîíöåïö³¿.

ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÌÅÒÎÄ²Â ÏÐÎÃÍÎÇÓÂÀÍÍß Í×Ï

Óïåðøå Í×Ð-FTS íåïàðàìåòðè÷í³ ìîäåë³ íà îñíîâ³ òåîð³¿ ÍÌ áóëî ïðåäñòàâ-

ëåíî â [3]. Àíàë³ç ÷³òêèõ ×Ð, çîêðåìà ïðîãíîçóâàííÿ, äîñèòü ðåòåëüíî äîñë³ä-

æåíî, àëå áóëî âèÿâëåíî ïîòðåáó çàñòîñóâàííÿ äëÿ êîðåêö³¿ àëãîðèòì³â åâ-

ðèñòè÷íèõ ïðàâèë, ÿê³ ìîæå íàäàòè ÒÍÌ. Öå ñïðèÿëî òîìó, ùî çàäà÷à àíà-

ë³çó (ïðîãíîçóâàííÿ) ×Ð òðàíñôîðìóâàëàcü ó çàäà÷ó àíàë³çó Í×Ð. Ó [1]

ïîêàçàíî, ùî ñåíñ ³ çì³ñò Í×Ð çóìîâëåí³ íàñàìïåðåä òèì, ùî âèíèêëà äîäàò-

êîâà ïîòðåáà ó âèêîðèñòàíí³ åêñïåðòíèõ îö³íîê, ïðèòàìàííà íåâèçíà÷åí³ñòü

ÿêèõ íàëåæèòü êëàñó íå÷³òêîñò³.

Íà ï³äñòàâ³ ôîðìàë³çàö³¿ ³íòåëåêòóàëüíèõ îïåðàö³é, ùî ìîäåëþþòü íå÷³òê³

âèñëîâëþâàííÿ ëþäèíè ïðî ñòàí ³ ïîâåä³íêó ñêëàäíèõ ÿâèù, áóëî óòâîðåíî ñà-

ìîñò³éíèé íàïðÿìîê íàóêîâî-ïðèêëàäíèõ äîñë³äæåíü — íå÷³òêå ìîäåëþâàííÿ.

Ñïðîáà «óòî÷íèòè» ÷³òêèé ×Ð äîïîâíåííÿì éîãî ñèñòåìîþ íå÷³òêèõ òâåðäæåíü

ñïðè÷èíèëà ôîðìóâàííÿ íîâîãî êëàñó îá÷èñëþâàëüíèõ ìîäåëåé, ÿê³ ïðèçíà÷åí³

äëÿ ìàí³ïóëþâàííÿ ³ç çíà÷åííÿìè, ïðåäñòàâëåíèìè ÍÌ — ãîëîâíèì îá’ºêòîì

ÒÍÌ íà îñíîâ³ îïåðàö³é íå÷³òêî¿ ìàòåìàòèêè òà íå÷³òêî¿ ëîã³êè. Òàêèì ÷èíîì,

âèíèêëà íîâà ãàëóçü çíàíü Time Series Data Mining — äîáóâàííÿ çíàíü çà

äîïîìîãîþ ×Ð, îñíîâîþ ÿêî¿ º íå÷³òêà ìîäåëü ×Ð.

Íàéá³ëüø äåòàëüíî íå÷³òêèé ï³äõ³ä äî ìîäåëþâàííÿ ÷àñîâèõ (÷³òêèõ) ðÿä³â

ïðåäñòàâëåíî â [1], äå ìîäåëü ÷èñëîâîãî ×Ð äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ â³äïîâ³äíî äî ìåòî-

äîëîã³¿ ¿õíüîãî àíàë³çó çàïèñàíà ó âèãëÿä³ x f t
t t t
� � � � �� � � �( ) , äå f t( ) — äåÿ-

êà ñèñòåìàòè÷íà êîìïîíåíòà, ÿêà ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê òåíäåíö³ÿ, �
t

— íåðåãóëÿð-

íà êîìïîíåíòà; �, � — ö³ëî÷èñëîâ³ êîåô³ö³ºíòè, � � [ , ]0 1 , � � [ , ]0 1 , �
t

— ïîõèá-

êà. Ï³ä ÷àñ ìîäåëþâàííÿ ÷èñëîâèõ ×Ð ó ìåæàõ íå÷³òêîãî ï³äõîäó ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ

ïîïåðåäíüî ïåðåòâîðþþòü ó íå÷³òê³ (ôàççèô³êóþòü).
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Îäèí ç ìåòîä³â ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð ðîçãëÿíóòî â [4], â³í ñêëàäàºòüñÿ ç òà-

êèõ ïðîöåäóð: ïåðåâ³ðêà ñòàá³ëüíîñò³ äàíèõ; âèçíà÷åííÿ (çàãàëüíî¿) óí³âåðñàëü-

íî¿ ìíîæèíè; ôîðìóâàííÿ íå÷³òêèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ ïðàâèë; ïðîãíîçóâàííÿ òà

îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòó ó âèãëÿä³ Í× ç òðèêóòíîþ ÔÍ ³ éîãî äåôàççèô³êàö³ÿ; îá-

÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ³íòåðâàëó ïðîãíîçîâàíîãî ðåçóëüòàòó; âèçíà÷åííÿ íîâèõ òðè-

êóòíèõ íå÷³òêèõ ÷èñåë (ç óðàõóâàííÿì ïîïåðåäí³õ ðåçóëüòàò³â); äåôàççèô³êàö³ÿ

ðåçóëüòàòó çà äîïîìîãîþ ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â äåôàççèô³êàö³¿.

Íå÷³òê³ ìíîæèíè òà ñèñòåìè âïëèíóëè íà äîñë³äæåííÿ òà ðîçðîáëåííÿ

ïðàêòè÷íî ó âñ³õ íàïðÿìêàõ øòó÷íîãî ³íòåëåêòó, ùî çóìîâèëî ñòâîðåííÿ ð³çíî-

ìàí³òíèõ ã³áðèäíèõ ñèñòåì [5]. Ó öèòîâàí³é ðîáîò³ íàâåäåíî îãëÿä ã³áðèäíèõ

ìåòîä³â, ùî âèêîðèñòîâóþòü ó Í×Ð. Çàóâàæèìî, ùî çàãàëüíîþ ðèñîþ ìåòîä³â

³íòåëåêòóàëüíîãî àíàë³çó º íàÿâí³ñòü ïðîöåäóð íàâ÷àííÿ ð³çíîãî ð³âíÿ ³ ôîðì

çàíóðåííÿ.

Ó [5] ïðåäñòàâëåíî ìåòîä ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð, â³äîìèé ÿê ìåòîä ×åíà,

ñóòí³ñòü ÿêîãî — ïðîïîçèö³ÿ ìîäåë³, ÿêà ì³ñòèòü ïðîñò³ ìàòåìàòè÷í³ îïåðàö³¿.

Çàïðîïîíîâàíî ïîêðîêîâó ïðîöåäóðó, ÿêó ìîæíà îïèñàòè ÿê ñóêóïí³ñòü êðîê³â:

1) ðîçïîä³ë óí³âåðñàëüíî¿ ìíîæèíè íà ïåð³îäè îäíàêîâî¿ òðèâàëîñò³;

2) âèçíà÷åííÿ íå÷³òêèõ ãðóï ùîäî ãëîáàëüíî¿ ïîä³¿;

3) ðîçìèâàííÿ ðåàëüíèõ äàíèõ;

4) âèçíà÷åííÿ íå÷³òêèõ â³äíîøåíü (ïðàâèë);

5) âñòàíîâëåííÿ ãðóïè íå÷³òêèõ â³äíîøåíü;

6) äåôàççèô³êàö³ÿ ïðîãíîçîâàíîãî ðåçóëüòàòó.

Ó [6] çàïðîïîíîâàíî ã³áðèäíó ìîäåëü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðîãíîçóâàííÿ çà

óìîâ íåâèçíà÷åíîñò³ — òàê çâàíèé àëãîðèòì FTSGA íà îñíîâ³ Í×Ð òà ãåíåòè÷-

íîãî àëãîðèòìó. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó ïîêàçóþòü, ùî ïîð³âíÿííÿ öüîãî àë-

ãîðèòìó ç ³íøèìè ìîäåëÿìè íà îñíîâ³ Í×Ð äàº ìîæëèâ³ñòü çíà÷íî çìåíøèòè

ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó òà ïîêðàùèòè òî÷í³ñòü.

Çàâåðøóþ÷è îãëÿä óìîâíî ñòàíäàðòíèõ ìåòîä³â àíàë³çó (ïðîãíîçóâàííÿ)

Í×Ð, çàçíà÷èìî, ùî îñòàíí³ì ÷àñîì Í×Ð çàñòîñîâóþòü ó ïîºäíàíí³ ç íåéðîí-

íîþ ìåðåæåþ ç³ çâîðîòíèì ïîøèðåííÿì. Äëÿ ïîêðàùåííÿ ðåçóëüòàò³â ìîäåëåé

Í×Ð çàïðîïîíîâàíî ã³áðèäíèé ìåòîä ç ãåíåòè÷íèì àëãîðèòìîì. Çàçíà÷èìî, ùî

ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì — öå åâðèñòèêà ïîøóêó, ùî ³ì³òóº ïðîöåñ ïðèðîäíî¿ åâî-

ëþö³¿. Âîäíî÷àñ ïåðåä÷àñíî ââàæàòè, ùî íàÿâíà áàãàòîìàí³òí³ñòü ìåòîä³â

àíàë³çó ³ ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð íà áàç³ ÒÍÌ òà ã³áðèäíèõ ìîäåëåé äàº çìîãó ðîç-

â’ÿçóâàòè ïðàêòè÷íî âñ³ çàäà÷³ àíàë³çó òà ïðîãíîçóâàííÿ çà óìîâ íåâèçíà÷å-

íîñò³. ²ñíóþòü äàí³, ùî íå äàþòü çìîãè àíàë³çóâàòè ×Ð ñòàíäàðòíèìè ìåòîäàìè,

çîêðåìà, ÒÍÌ. Íàïðèêëàä, òðàô³ê êîìï’þòåðíî¿ ìåðåæ³, ç³áðàíèé çà ãîäèíó,

äåíü, äîáó òîùî, ìîæå ìàòè ïðîïóñêè äàíèõ àáî â³ðòóàëüíå (åêñïåðòíå) ïðèçíà-

÷åííÿ ÔÍ äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ äîáîâîãî òðàô³êà ó âèãëÿä³ êîíêðåòíîãî çíà÷åííÿ,

ùî ìîæå âèÿâèòèñü íåìîæëèâèì.

Êð³ì òîãî, áàãàòî ïðîöåñ³â º òàêèìè, ùî ïîâèíí³ âèçíà÷àòèñü ò³ëüêè íà

³íòåðâàë³ ÷àñó àáî ïðåäñòàâëÿòè ïåâíó íåïîðóøíó ìíîæèíó äàíèõ. ² íàñàì-

ê³íåöü, â³ðòóàëüíå ïðèçíà÷åííÿ ÔÍ (íàâ³òü çà ó÷àñò³ êâàë³ô³êîâàíîãî åêñïåðòà)

íå º íàñò³ëüêè äîñêîíàëèì, ùîá éîãî ³íêîëè íå ï³ääàâàòè ñóìí³âó. Çàçíà÷èìî,

ùî çã³äíî ç [7] ìåíòàë³òåò ëþäèíè (äîñâ³ä, çäîðîâèé ãëóçä òîùî) äàº çìîãó ïðè-

éìàòè ðàö³îíàëüí³ ð³øåííÿ ëèøå ó 15–25 % âèïàäê³â, óñ³ ³íø³ ð³øåííÿ º àíî-

ìàëüíèìè (öå, îäíàê, íå îçíà÷àº, ùî âîíè º õèáíèìè!). Ïðèçíà÷åííÿ ÔÍ (ôóí-

äàìåíò ÒÍÌ) ïîêëàäåíî íà äîñâ³ä, çíàííÿ, âðåøò³ ðåøò, çäîðîâèé ãëóçä åêñïåð-

òà. Ó òðàäèö³éíèõ ìåòîäàõ ïðîãíîçóâàííÿ òðàô³êà [8] ðîçãëÿäàþòü äàí³ ïðî

òðàô³ê ÿê îäíîâèì³ðíèé ×Ð, ùî íå äàº çìîãè ïîâíîþ ì³ðîþ âèêîðèñòîâóâàòè
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áàãàòîðåæèìíèé ìåòîä êîðåëÿö³¿ äàíèõ ïðî òðàô³ê. Äëÿ ïîâíîãî âèêîðèñòàííÿ

âíóòð³øí³õ ìíîæèííèõ êîðåëÿö³é äàíèõ ïðî òðàô³ê ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî

áàãàòîâèì³ðíó òåíçîðíó ìîäåëü ìàñèâó, ÿêà äàº ìîæëèâ³ñòü ³íêàïñóëþâàòè äàí³

ïðî îáñÿã òðàô³êà.

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ïðîãíîçóâàííÿ òðàô³êà ç âèêîðèñòàííÿì ïðî-

öåäóð òàê çâàíîãî çàâåðøåííÿ (complete) äèíàì³÷íîãî òåíçîðà. Ðåçóëüòàòè åê-

ñïåðèìåíò³â ïîêàçóþòü, ùî çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïðîãíîçóâàííÿ º òî÷í³øèì ³

íàä³éí³øèì, í³æ òðàäèö³éí³ ìåòîäè ïðîãíîçóâàííÿ. Ó [9, 10] çàïðîïîíîâàíî

òåíçîðí³ ìîäåë³ ÍÌ ³ â³äïîâ³äíî ìåòîäè ¿õíüîãî îáðîáëåííÿ. Öå ëîã³÷íî ïðèâî-

äèòü äî ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïðîãíîçóâàííÿ íà ð³âí³ òåíçîðíèõ ìîäåëåé, òîáòî

Ò×Ð. Ìåòîäè íà îñíîâ³ òåíçîð³â ìàþòü âëàñòèâ³ñòü âðàõîâóâàòè ãëîáàëüíó

ñòðóêòóðó äàíèõ çà äîïîìîãîþ äåêîìïîçèö³¿ âèñîêîãî ïîðÿäêó (òàê çâàíå òåí-

çîðíå ðîçêëàäàííÿ), ÿêå, ñâîºþ ÷åðãîþ, º åôåêòèâíèì ç òî÷êè çîðó áàãàòî-

âèì³ðíîñò³ ìîäåëþâàííÿ, çîêðåìà, ìàº íèçêó ïåðåâàã: øâèäêó çá³æí³ñòü, âèñîêó

òî÷í³ñòü ³ ìàë³ îá÷èñëþâàëüí³ çóñèëëÿ ïîð³âíÿíî ç ³íøèìè ìåòîäàìè. Îñíîâà-

íèé íà äèíàì³÷íîìó çàâåðøåí³ òåíçîðà ìåòîä ïðîãíîçóâàííÿ ïåðåäáà÷àº

ðåàë³çàö³þ òåíçîðíî¿ äåêîìïîçèö³¿ äëÿ â³äíîâëåííÿ äàíèõ ó ðåæèì³ ðåàëüíîãî

÷àñó.

Ôóíäàìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ áàãàòîâèì³ðíèõ òåíçîð³â [11–13] äàþòü çìîãó

ïðîïîíóâàòè íîâ³ ìåòîäè ³ àëãîðèòìè àíàë³çó ³ ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð íà áàç³ ìàò-

ðè÷íèõ ôàêòîðèçàö³é, çîêðåìà, ðåàë³çóâàòè ïîøóê ïðèõîâàíèõ ñòðóêòóð â Í×Ð,

äàâàòè ðåàëüíó îö³íêó â³äñóòí³õ äàíèõ. Íàïðèêëàä, ³ñíóº ìîæëèâ³ñòü ôàêòîðè-

çóâàòè íåïîâíó ìàòðèöþ X, à ïîò³ì âèêîðèñòîâóâàòè ö³ ôàêòîðè äëÿ ðåêî-

íñòðóêö³¿ ìàòðèö³ òà îö³íþâàòè (âèçíà÷àòè) â³äñóòí³ çàïèñè. Çàçíà÷èìî, ùî ìàò-

ðèöÿ X ââàæàºòüñÿ íåïîâíîþ, ÿêùî âîíà ì³ñòèòü íåâèçíà÷åí³ (ïðîïóùåí³) àáî

äåôîðìîâàí³ åëåìåíòè. Ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî òåíçîðí³ ìîäåë³ Í×Ð ìîæóòü

ìàòè ïåâí³ ïåðåâàãè ïåðåä ñòàíäàðòíèìè ³ ïîâèíí³ ðîçãëÿäàòèñÿ ïðèíàéìí³ ÿê

ìîæëèâ³ñòü ðîçøèðèòè êîëî ðîçâ’ÿçóâàíèõ çàäà÷ çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñò³.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ÷àñîâà ïîñë³äîâí³ñòü âïîðÿäêîâàíèõ ó ÷àñ³ ð³âíîâ³ääàëåíèõ îá’ºêò³â,

êîæíèé ç ÿêèõ ÿâëÿº ñîáîþ ìíîæèíó äàíèõ àáî â îêðåìîìó âèïàäêó ñòàíäàðòíó
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(ðèñ. 1). Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêà íåñòðóêòóðîâàíà ìíîæèíà äàíèõ ìîæå áóòè

çìîäåëüîâàíà çàñîáàìè ÒÍÌ.
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Ðèñ.1. Ñõåìà ïðåäñòàâëåííÿ íå÷³òêîãî ×Ð
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~
( )x t ïðåäñòàâëÿºòüñÿ ÿê 2D òåíçîð t x

x

x m m
� � �

�

�
( )

� , äå � — ñèìâîë Êðîíå-

êåð-äîáóòêó, m — ê³ëüê³ñòü �-ð³âí³â, Í×Ð ïåðåòâîðþºòüñÿ ó Ò×Ð, íàâåäåíèé

íà ðèñ. 2.

Îçíà÷åííÿ 1 [14] (òåíçîðíà ïîñë³äîâí³ñòü). Ïîñë³äîâí³ñòü òåíçîð³â Ì -ãî

ïîðÿäêó � �1 ...
n

, äå êîæåí �
i

N N
M

�

� �

� 1 �

(1 	 	i n), ìàº íàçâó òåíçîðíà

ïîñë³äîâí³ñòü, ÿêùî n — ïîòóæí³ñòü òåíçîðíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ º ô³êñîâàíèì íà-

òóðàëüíèì ÷èñëîì. Ôàêòè÷íî ìîæåìî ðîçãëÿäàòè Ì -ïîðÿäêîâó òåíçîðíó

ïîñë³äîâí³ñòü � �1 ...
n

ÿê îäèíè÷íèé ( )M �1 -ïîðÿäêîâèé òåíçîð ðîçì³ðíîñò³ n

íà äîäàòêîâ³é ìîä³ (âèì³ð³).

Îçíà÷åííÿ 2 [15]. Òåíçîðíèé ÷àñîâèé ðÿä — öå M �1íàïðàâëåíèé òåíçîð àáî

{ }S
t

N N T T
M

�

� � �

� 1

1

�

, äå ( )M �1 -é íàïðÿìîê — ÷àñ ³ T — éîãî âèì³ðí³ñòü.

Îçíà÷åííÿ 3 [14] (òåíçîðíèé ïîò³ê). Ïîñë³äîâí³ñòü òåíçîð³â Ì -ãî ïîðÿäêó

� �1...
n

, äå êîæåí �
i

N N
M

�

� �

� 1 �

( )1 	 	i n ìàº íàçâó òåíçîðíèé ïîò³ê, ÿêùî

n — ö³ëå ÷èñëî, ÿêå çá³ëüøóºòüñÿ ç ÷àñîì.

²íòó¿òèâíî ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîò³ê òåíçîð³â ïîñòóïîâî íàäõîäèòü ç ÷àñîì,

�
n

— îñòàíí³é òåíçîð ó ïîòîö³. Òåíçîðíà ïîñë³äîâí³ñòü, óòâîðåíà ïåðåòâîðåí-

íÿì ÍÌ
~

( / )
( )

x x
x m

� �
1

, íàïðèêëàä, äëÿ m � 5 ó 2D òåíçîð ÿê t x
x x( ) ( )

( )� � ��

�

�

�
5 5

; òåíçîðíèé ÷àñîâèé ðÿä (äèâ. ðèñ. 2, à) ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê òåíçîð

T
( ) ( ) ( ) ( )

(:, :, ), , (:, :, ), (:, :, )
x x x x

t t t� �

� �

{ }1 6 7
7 5

� �
5

— ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ;

òåíçîð t
x( )

(:, :, )7 ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê òàêèé, çíà÷åííÿ ÿêîãî â³äñóòí³; ïðîöåäóðà

òàê çâàíî¿ òåçîðíî¿ ïîâíîòè (tensor complete) T T
mis

x x
cp wopt W R

( ) ( )
_ ( , , )� äàº çìî-

ãó îá÷èñëèòè â³äñóòí³ åëåìåíòè T
mis

x( )
(:, :, )7 , ÿê³ º ïðîãíîçîâàíèìè äëÿ òåíçîðà

t
x( )

(:, :, )7 (äèâ. ðèñ. 2, á).

Çâóâàæèìî, ùî çã³äíî ç íîòàö³ºþ MATLAB ìàòðèöÿ t k
x( )

(:, :, ) — k-é ôðîí-

òàëüíèé ñëàéñ, ðîçêðèòòÿ 3D òåíçîðà ó âèãëÿä³ ñóêóïíîñò³ ñëàéñ³â (2D ìàòðèöü) ³

ôîðìóâàííÿ 3D òåíçîðà ç ñóêóïíîñò³ ñëàéñ³â ðåàë³çîâàíî íà ï³äñòàâ³ [16]. Ñèíãó-
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Ðèñ. 2. Òåíçîðíà ïîñë³äîâí³ñòü, óòâîðåíà âíàñë³äîê ïåðåòâîðåííÿ ÍÌ
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� ³ º 3D òåíçîðîì (à); çàãàëüíà òåíçîðíà ïîñë³äîâí³ñòü ç â³ä-

íîâëåíèì (ïðîãíîçîâàíèì) òåíçîðîì (á)

Ïðîãíîçîâàíå íàñòóïíå

çíà÷åííÿ ÒÏ
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òåíçî

ðíà
ïîñë³ä

îâí³ñ
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à

á



ëÿðíà äåêîìïîçèö³ÿ äàº çìîãó îòðèìàòè ÏìÂÏ, ÿêà îòîòîæíþºòüñÿ ç â³äïîâ³äíîþ

ïðîãíîçîâàíîþ ÍÌ (äèâ. ðèñ. 2, á) òà º íàéáëèæ÷îþ (ó ðîçóì³íí³ Ô-íîðìè).

Çàãàëüíà ñõåìà ïîñòàíîâîê çàäà÷ (ðèñ. 3) ìàº òàêèé âèãëÿä: ñòàíäàðòíà ÍÌ �

2D òåíçîð � ôîðìóâàííÿ Ò×Ð (òóò ïðîãíîçîâàíà ÍÌ ïðåäñòàâëåíà ÿê 2D òåí-

çîð ç â³äñóòí³ìè çíà÷åííÿìè åëåìåíò³â (íåïîâíèé òåíçîð)) � çàñòîñóâàííÿ òåí-

çîðíèõ äåêîìïîçèö³é äëÿ â³äíîâëåííÿ íåïîâíîãî òåíçîðà (ïðîöåäóðà

CP_WOPT) � âèîêðåìëåííÿ ïîâíî¿ ïðîãíîçîâàíî¿ ìàòðèö³, ôîðìóâàííÿ ÏìÂÏ

ç âèêîðèñòàííÿì ñèíãóëÿðíî¿ äåêîìïîçèö³¿ ïðîãíîçîâàíî¿ ìàòðèö³.

ÒÅÍÇÎÐÍ² ÏÎÑË²ÄÎÂÍÎÑÒ²,ÒÅÍÇÎÐÍÈÉ ÀÍÀË²Ç,

ÏÐÎÃÍÎÇÓÂÀÍÍß Í×Ð, ÀËÃÎÐÈÒÌ CP_WOPT

Íàòåïåð Ò×Ð º ðîçïîâñþäæåíèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿçàííÿ ñêëàäíèõ çàäà÷ êåðó-

âàííÿ, çîêðåìà, ïðîãíîçóâàííÿ, àëå àíàë³ç íå÷³òêèõ ×Ð íà ð³âí³ òåíçîðíèõ ìî-

äåëåé ðîçãëÿäàºòüñÿ âïåðøå. Îòæå, íàâåäåìî ãîëîâí³ õàðàêòåðèñòèêè ³ âëàñ-

òèâîñò³ Ò×Ð çã³äíî ç [12]. Â³äîìî, ùî äàí³ ÷àñòî º ïîñë³äîâíîñòÿìè áàãàòî-

âèì³ðíèõ ìàñèâ³â, ÿê³ ïîâèíí³ îáðîáëÿòèñÿ ÿê íåçàëåæíèé ³ íåïîä³ëüíèé

îá’ºêò. Òàê³ ìíîæèíè äàíèõ ìàþòü íàçâó òåíçîðè. Äëÿ îáðîáëåííÿ òàêèõ äà-

íèõ ïåðåäáà÷àºòüñÿ, çîêðåìà, äîáóâàííÿ ïðèõîâàíèõ, åâîëþö³éíèõ çíàíü, âèç-

íà÷åííÿ òåíäåíö³¿ ïîâåä³íêè äàíèõ çà óìîâè çáåðåæåííÿ òåíçîðíî¿ ñòðóêòóðè.

Ìîäåëü, ÿêó òðàäèö³éíî âèêîðèñòîâóþòü, — öå ë³í³éíà äèíàì³÷íà ñèñòåìà

(ËÄÑ) ç Ãàóñîâèì øóìîì, ÿêèé ìîäåëþº (îáðîáëÿº) ïðèõîâàíèé ñòàí ³ ñïîñ-

òåðåæåííÿ êîæíîãî çð³çó ÷àñó ÿê âåêòîð.

Îçíà÷åííÿ 4 [14] (òåíçîðíèé àíàë³ç). Äàíî ïîñë³äîâí³ñòü òåíçîð³â � �1...
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îäí³é äëÿ êîæíîãî ðåæèìó (íàïðÿìêó), ùîá ïîõèáêà â³äíîâëåííÿ e áóëà
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Ðèñ. 3. Çàãàëüíà ñõåìà ïîñòàíîâîê ãîëîâíèõ çàäà÷
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Âðàõóºìî, ùî òåíçîðíèìè ìîäåëÿìè ôîðìóþòüñÿ ÍÌ, à Ò×Ð ìîæóòü áóòè

ïðåäñòàâëåí³ çà äîïîìîãîþ äåê³ëüêîõ ìîäåëåé. Çîêðåìà, ÿêùî êîæåí òåíçîð

«âåêòîðèçóâàòè» (òîáòî ïîâòîðíî âèðàçèòè ÿê âåêòîð) òàê, ùî êîæåí åëåìåíò

áóäå ³íäåêñóâàòèñÿ îäíèì ö³ëèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, òî ðàí³øå çãàäàíèé ìåòîä

ËÄÑ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè. Î÷åâèäíèì îáìåæåííÿì ËÄÑ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ×Ð

òåíçîð³â º òå, ùî òåíçîð-ñòðóêòóðà ïðè öüîìó íå çáåð³ãàºòüñÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ãî-

ëîâí³ â³äîìîñò³ â³äíîñíî òåíçîðíèõ ïîòîê³â, ïîñë³äîâíîñòåé íàâåäåíî â [14].

Ðîçãëÿäóâàíèé Ò×Ð ìîäåëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ äèíàì³÷íîãî òåíçîðíîãî àíàë³çó

(ÄTA), áàºñ³âñüêà éìîâ³ðí³ñíà òåíçîðíà ôàêòîðèçàö³ÿ º îäí³ºþ ç ÿâíèõ ìîäåëåé

Ò×Ð.

Äëÿ ÄTA ïðèõîâàíèé íèçüêîðîçì³ðíèé òåíçîð «ÿäðà» òà íàá³ð ïðîºêö³éíèõ

ìàòðèöü (ðåçóëüòàò òåíçîðíèõ äåêîìïîçèö³é) âèâ÷àþòüñÿ, ÿê âèïëèâàº ³ç ñóò-

íîñò³ ìåòîä³â òåíçîðíèõ äåêîìïîçèö³é, â ïðîöåñ³ îáðîáëåííÿ êîæíîãî ÷ëåíà
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, ùî íàêîïè÷è-

ëàñÿ ñïðîùåííÿì ïîïåðåäíüîãî ( )n 
1 òåíçîðà.

Ö³ ìîäåë³ âêëþ÷àþòü áàãàòîë³í³éíèé àíàë³ç îñíîâíèõ êîìïîíåíò³â, àëãî-

ðèòì òåíçîðíî¿ äåêîìïîçèö³¿ (Òàêêåðà) òà òåíçîðíèé àíàë³ç Áàºñà. Òàê³ ìîäåë³

ñïèðàþòüñÿ íà ðåçóëüòàòè àëüòåðíàòèâíèõ ìåòîä³â íàéìåíøèõ êâàäðàò³â, ÿê³ çà-

ñòîñîâóþòü äî êîæíîãî ðåæèìó ³, êð³ì ³íøèõ ìîæëèâîñòåé, îá’ºäíóþòü ÷ëåíè

òåíçîðíîãî ÷àñîâîãî ðÿäó ( ),X X
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, äå K — äîâæèíà ïîñë³äîâíîñò³. Çàäàí³ ðîçïîä³ëè

÷ëåí³â òåíçîðíîãî ÷àñîâîãî ðÿäó âèáèðàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ëàíöþãà Ìàðêîâà

äëÿ ï³äãîíêè ìîäåë³.

Çàçíà÷èìî, ùî â ö³é ðîáîò³ âèêîðèñòàí³ ïðèêëàäè ìàòðèöèçàö³¿ òåíçîðà

³ òåíçîðèçàö³¿ ìàòðèöü ³ç [10–13, 18], à òàêîæ òåîðåìà ïðî ïðåäñòàâëåííÿ äîáóò-

êó ì³æ 3-ïîðÿäêîâèì òåíçîðîì X �
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1

3 , ñèíãóëÿðíà äåêîìïîçèö³ÿ ÿêî-

ãî äàº çìîãó îòðèìàòè ÏìÂÏ [2]. Äîáóòîê ì³æ 3-ïîðÿäêîâèì òåíçîðîì

X �

� �

�
L L L1 2 3 ³ ìàòðèöåþ U�
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2 óçäîâæ íàïðÿìêó 2 äàº íîâèé òåíçîð
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1

3 . Àëãîðèòì ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð ´ðyíòóºòüñÿ íà äâîõ ãîëîâíèõ

êîíöåïö³ÿõ:

— ïðåäñòàâëåííÿ ÍÌ ÿê 2D àáî 3D òåíçîðà ³ â³äïîâ³äíî íå÷³òêîãî ×Ð ÿê

òåíçîðíîãî ×Ð;

— ïðîãíîçîâàíèé òåíçîð ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê îá’ºêò, åëåìåíòè ÿêîãî íåâ³äîì³

³ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòì³â ðåàë³çàö³¿ òàê çâàíî¿ òåíçîðíî¿ ïîâíîòè

(òåíçîðíå çàâåðøåííÿ).

Îá÷èñëåííÿ â³äñóòí³õ åëåìåíò³â òåíçîðà ðåàë³çîâàíî ç âèêîðèñòàííÿì àëãî-

ðèòìó CP_WOPT, äîêëàäíî âèêëàäåíîãî â [2, 18, 19]. Ó [18] ïîêàçàíî ïåðåâàãè

ï³äõîä³â íà îñíîâ³ òåíçîðíîãî çàâåðøåííÿ (complete) ó ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³

â³äíîâëåííÿ áàãàòîâèì³ðíèõ äàíèõ. Ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî çàïðîïîíîâàíà

ìîäåëü ìîæå âèðîáëÿòè òî÷í³ ïîñë³äîâíîñò³ íàâ³òü çà ÷àñîâî¿ êîðåëÿö³¿ äàíèõ.

Äîïîâíåííÿ (çàâåðøåííÿ, complete) òåíçîðà — öå ïðîáëåìà ï³äáîðó â³äñóòí³õ

àáî íåïîì³÷åíèõ çàïèñ³â ÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàíèõ òåíçîð³â, ¿¿ äåòàëüíå

îá´ðóíòóâàííÿ íàâåäåíî â [19]. Çàäà÷ó çàâåðøåííÿ òåíçîðà ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè çà

äîïîìîãîþ àëãîðèòì³â çàâåðøåííÿ ìàòðèö³, ÿê ïðàâèëî, øëÿõîì ïåðåâåäåííÿ
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ïðîáëåìè íà ð³âåíü ìàòðèö³ àáî ðîçð³çàííÿì òåíçîðà íà ê³ëüêà ìàëèõ ìàòðèöü,

àáî ðîçãîðòàííÿì éîãî â îäíó âåëèêó ìàòðèöþ.

Ïðîáëåìà íåïîâíèõ äàíèõ, òîáòî äàíèõ ç â³äñóòí³ìè àáî íåâ³äîìèìè çíà-

÷åííÿìè [19], ³ñíóº â ìàéæå âñ³õ áàãàòîâèì³ðíèõ ìàñèâàõ. Ó öèòîâàí³é ðîáîò³

ðîçãëÿíóòî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ôàêòîðèçaö³¿ íàáîðó äàíèõ ç â³äñóòí³ìè çíà÷åí-

íÿìè äëÿ çàõîïëåííÿ áàçîâî¿ ëàòåíòíî¿ ñòðóêòóðè äàíèõ ³, ìîæëèâî, äëÿ â³äíîâ-

ëåííÿ â³äñóòí³õ çíà÷åíü (òîáòî òåíçîðà çàâåðøåííÿ). Çàñòîñîâàíî íàéâ³äîì³øó ç

òåíçîðíèõ ôàêòîðèçàö³é CANDECOMP/PARAFAC (CP), ÿêà ô³êñóº áàãàòî-

ë³í³éíó ñòðóêòóðó. Çà íàÿâíîñò³ â³äñóòí³õ äàíèõ CP ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ÿê çà-

äà÷ó çâàæåíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàò³â, ùî ìîäåëþº ëèøå â³äîì³ çàïèñè (àëãî-

ðèòì CP_WOPT (CP-çâàæåíà îïòèì³çàö³ÿ [19])) òà âèêîðèñòîâóº îïòèì³çàö³éíèé

ï³äõ³ä ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çâàæåíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàò³â.

Íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ïîêàçàíî, ùî àëãîðèòì óñï³øíî ôàêòîðèçóº

çàãàìîâàí³ òåíçîðè ³ äî 99 % â³äñóòí³õ äàíèõ. Ó öèòîâàí³é ðîáîò³ íåë³í³éíà

îïòèì³çàö³ÿ âèêîðèñòàíà äëÿ áåçïîñåðåäíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ çâàæåíèõ íàé-

ìåíøèõ êâàäðàò³â äëÿ ìîäåë³ CP:
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Ïîêàçàíî, ùî CP_WOPT ìîæå ìàñøòàáóâàòèñÿ äî ðîçð³äæåíèõ, ìàñøòàáíèõ äà-

íèõ çà äîïîìîãîþ ñïåö³àë³çîâàíèõ ðîçð³äæåíèõ ñòðóêòóð äàíèõ. Êð³ì ôàêòîðè-

çàö³¿ òåíçîð³â, òàêîæ ïîêàçàíî, ùî CP_WOPT ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ðîç-

â’ÿçàííÿ çàäà÷³ çàâåðøåííÿ òåíçîðà â êîíòåêñò³ àíàë³çó ìåðåæåâîãî òðàô³êà.

Íàéáëèæ÷èé Êðîíåêåð-äîáóòîê ³ êîíöåïö³ÿ íàéáëèæ÷èõ íå÷³òêèõ ìíî-

æèí ÿê ðîçøèðåííÿ ìîæëèâîñòåé ÒÍÌ ó ïðèéíÿòò³ ð³øåíü çà óìîâ íåâèçíà-

÷åíîñò³. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A �

�

�
m n

º çàäàíîþ ç m m m� 1 2 ³ n n n� 1 2 . Äëÿ

ö³ëî÷èñåëüíèõ ìíîæíèê³â ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íàéáëèæ÷îãî Êðîíåêåð-äîáóòêó ïîëÿ-

ãàº â ì³í³ì³çàö³¿ �( ) | | | |B,C A B C� 
 �
F

, äå B�

�

�
m n1 1 òà C�

�

�
m n2 2 . Ó [14] ïî-

êàçàíî, ÿê ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó NKP, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèíãóëÿðíå ðîçêëàäàííÿ

âåêòîðèçîâàíî¿ âåðñ³¿ ìàòðèö³ A . Âèðàç �( , )B C ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

�( , ) | | ( ) ( ) ( ) | |B C A B C� 
� vec vec
T

F
, äå �( )A — ìàòðèöÿ ïåðåñòàíîâîê A , ³

îòæå, ì³í³ì³çàö³ÿ �( )� º åêâ³âàëåíòîì ïîøóêó rank-1 ìàòðèö³ �( )A . Äëÿ rank-1

ìàòðèö³ çàäà÷à íàéáëèæ÷î¿ ìàòðèö³ º äîáðå â³äîìà ³ äîñë³äæåíà ÿê çàäà÷à

SVD-ðîçâ’ÿçêó. Çîêðåìà, ÿêùî U V
T
�( )A � � — SVD-ðîçâ’ÿçîê äëÿ �( )A , òî
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vec opt( ) ( ) (:, )
/

B � 	1

1 2
1U , vec opt( ) ( ) (:, )

/
C � �	1

1 2
1V .

Äëÿ îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü B C, ìàñøòàáóâàííÿ (scaling) º äîâ³ëüíèì, îñê³ëüêè

äëÿ � 
 0 çíà÷åííÿ � � Bopt , Copt � ( / )1 � º òàêîæ îïòèìàëüíèìè. Àâòîðàìè ö³º¿

ñòàòò³ îïòèìàëüíèé SVD-ðîçâ’ÿçîê ñôîðìîâàíî ó âèãëÿä³ ÏìÂÏ:

vec opt( ) (:, )B � �	 �1 1U , vec opt( ) (:, ) ( / )C � �V 1 1 � ,
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ìàéæå çá³ãàþòüñÿ. Äîäàìî äî öüîãî, ùî äåôàççèô³êîâàí³ çíà÷åííÿ ÍÌ
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� { }� ³ Pr_PVP1 òàêîæ ìàéæå áëèçüê³. Îòæå, ÍÌ

~
x ³ ÏìÂÏ, îòðèìàí³

ç âèêîðèñòàííÿì ðåàë³çàö³¿ ñèíãóëÿðíî¿ äåêîìïîçèö³¿ T x
x x( ) ( )

( )� � � º íàé-

áëèæ÷èìè íå÷³òêèìè ìíîæèíàìè ó ðîçóì³íí³ �-íîðìè ³ ìàéæå áëèçüêèìè ó ðî-

çóì³íí³ äåôàççèô³êîâàíèõ çíà÷åíü.

ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍ² ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÏÐÎÃÍÎÇÓÂÀÍÍß Í×Ð

Ç ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍßÌ ÏìÂÏ, ÍÀÉÁËÈÆ×Î¯ ÄÎ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎ¯ ÍÌ

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëåííÿ ï³äìíîæèíè âïîðÿäêîâàíèõ ïàð, íàéáëèæ÷î¿ äî

ñòàíäàðòíî¿ ÍÌ ç ãàóñ³âñüêîþ ÔÍ.

1. Ñòàíäàðòíà ÍÌ ç ãàóñ³âñüêîþ ÔÍ:

x2=[1:8/10:9];y2= gaussmf(x2,[2.0 5]); fs2=[x2' y2'];

Ô-íîðìà ³ äåôàççèô³êîâàíå çíà÷åííÿ ñòàíäàðòíî¿ ÍÌ:

sum(fs2(:,1).*fs2(:,2))/sum(fs2(:,2))]= 5.00

norm(fs2,'fro')= 18.70.

2. Ôîðìóâàííÿ òåíçîðíî¿ ìîäåë³ ÍÌ:

tx2=kron(fs2(:,1),fs2(:,2)');

tx2 =

Ô-íîðìà: Êðîíåêåð-äîáóòîê êîìïîíåíò ÍÌ

[norm(tx2,'fro') 39.09.
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0.14 0.28 0.49 0.73 0.92 1.00 0.92 0.73 0.49 0.28 0.14

0.24 0.50 0.88 1.31 1.66 1.80 1.66 1.31 0.88 0.50 0.24

0.35 0.72 1.27 1.89 2.40 2.60 2.40 1.89 1.27 0.72 0.35

0.46 0.95 1.65 2.47 3.14 3.40 3.14 2.47 1.65 0.95 0.46

0.57 1.17 2.04 3.05 3.88 4.20 3.88 3.05 2.04 1.17 0.57

0.68 1.39 2.43 3.63 4.62 5.00 4.62 3.63 2.43 1.39 0.68

0.78 1.61 2.82 4.21 5.35 5.80 5.35 4.21 2.82 1.61 0.78

0.89 1.84 3.21 4.79 6.09 6.60 6.09 4.79 3.21 1.84 0.89

1.00 2.06 3.60 5.37 6.83 7.40 6.83 5.37 3.60 2.06 1.00

1.11 2.28 3.99 5.95 7.57 8.20 7.57 5.95 3.99 2.28 1.11

1.22 2.50 4.38 6.54 8.31 9.00 8.31 6.54 4.38 2.50 1.22



3. Ñèíãóëÿðíà äåêîìïîçèö³ÿ òåíçîðíî¿ ìîäåë³ ÍÌ ³ ïîáóäîâà ÏìÂÏ, íàé-

áëèæ÷î¿ äî ñòàíäàðòíî¿ ÍÌ:

[u s v]=svd(tx2);

Pr_PVP1=sort([abs(u(:,1))*s(1,1)*max(abs(v(:,1)))

(abs(v(:,1)))/max(abs(v(:,1)))])

Ô-íîðìè: òåíçîðíî¿ ìîäåë³ ñòàíäàðòíî¿ ÍÌ 39.09

Êðîíåêåð-äîáóòîê êîìïîíåíò ÏìÂÏ 39.09

ÏìÂÏ 18.70

Ñòàíäàðòíà ÍÌ 18.70

Äåôàççèô³êîâàíå çíà÷åííÿ

ÏìÂÏ 5.68

Ñòàíäàðòíà ÍÌ 5.12

4. Ãðàô³÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ñòàíäàðòíî¿ ÍÌ ³ ÏìÂÏ (ðèñ. 4)

Îêðåìî çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâîñòÿìè ÏìÂÏ íàä³ëåíà òàêîæ ï³äìíîæèíà,

îòðèìàíà ðîçìèâàííÿì ÓÌ çà äîïîìîãîþ Òåïë³ö-ìàòðèö³ (ðèñ. 5).

Ðîçãëÿíåìî ôðàãìåíò MATLAB-êîäó:

tx3=toeplitz([x2]); [u s v]=svd(tx3);

Pr_1PVP1=sort([abs(u(:,1))*s(1,1)*max(abs(v(:,1)))

(abs(v(:,1)))/max(abs(v(:,1)))])

Òóò �-íîðìà óòâîðåíî¿ ÏìÂÏ òà äå-

ôàççèô³êîâàíå çíà÷åííÿ ñòàíîâëÿòü

16.63 òà 5.00 â³äïîâ³äíî, òîä³ ÿê àíà-

ëîã³÷í³ ïàðàìåòðè åâðèñòè÷íî ñòâîðåíî¿

ÍÌ � ïðèáëèçíî 5 — 18.7 òà 5.0, ïîõèá-

êà ó ìåæàõ ! 10 %, ùî äëÿ óìîâ íåâèç-

íà÷åíîñò³ ìîæå ââàæàòèñü äîïóñòèìèì.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ÍÌ òà óòâîðåíî¿

(îá÷èñëåíî¿) íàéáëèæ÷î¿ ÏìÂÏ ð³âí³ñòü

íîðì íå ãàðàíòóº òàêî¿ æ ð³âíîñò³ äåôàç-

çèô³êîâàíèõ çíà÷åíü (ïîõèáêà ! 10 %).

Âîäíî÷àñ ð³âí³ñòü äåôàççèô³êîâàíèõ

çíà÷åíü ãàðàíòóº áëèçüê³ñòü íîðì

ó ìåæàõ ! 10 %.
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Ðèñ. 4. Ñòàíäàðòíà ÍÌ ç ãàóñ³âñüêîþ ÔÍ (à), íàéáëèæ÷à ÏìÏ (á)

1.00 0.14

1.80 0.28

2.60 0.49

3.40 0.73

4.20 0.92

5.00 1.00

5.80 0.92

6.60 0.73

7.40 0.49

8.20 0.28

9.00 0.14

1.00 0.14

1.80 0.14

2.60 0.28

3.40 0.28

4.20 0.49

5.00 0.49

5.80 0.73

6.60 0.73

7.40 0.92

8.20 0.92

9.00 1.00

Pr_PVP1 =

4.11 0.67

4.19 0.68

4.19 0.68

4.41 0.72

4.41 0.72

4.80 0.78

4.80 0.78

5.36 0.88

5.36 0.88

6.12 1.00

6.12 1.00

Ðèñ. 5. ÏìÂÏ, îá÷èñëåíà ç äîïîìîãîþ ðîçìè-

âàííÿ ÓÌ ç âèêîðèñòàííÿì Òåïë³ö-ìàòðèö³ òà

¿¿ ñèíãóëÿðíî¿ äåêîìïîçèö³¿

Toeplitz

à á



Ïðèêëàä 2. Ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð ç âèêîðèñòàííÿì ÏìÂÏ, íàéáëèæ÷î¿ äî còàí-

äàðòíî¿ ÍÌ. Â óìîâíî ïðåäñòàâëåíîìó Í×Ð êîæíà çì³ííà º ÍÌ ç ãàóñ³âcüêîþ ÔÍ:

õ1 — ïðèáëèçíî 5; x2 — ïðèáëèçíî 6; õ3 — ïðèáëèçíî 4; õ4 — ïðèáëèçíî 5;

õ5 — ïðèáëèçíî 6; õ6 — ïðèáëèçíî 6.5; õ7 — ïðèáëèçíî 7.

Ãîëîâíå çàâäàííÿ: íà ï³äñòàâ³ ³íôîðìàö³¿ ïðî ÍÌ
~

, ,
~

x x1 6� ïðîãíîçóâàòè

íàñòóïíå çíà÷åííÿ ÷àñîâîãî ðÿäó ÍÌ
~
x 7, êîíòðîëüíå çíà÷åííÿ ÿêî¿ â³äîìå

%ÓÍ²ÂÅÐÑÀËÜÍ² ÌÍÎÆÈÍÈ

x1=[3:4/4:7]; x2=[3:6/4:9]; x3=[3:2/4:5]; x4=[3:4/4:7];

x5=[3:6/4:9]; x6=[3:7/4:10]; x7=[5:4/4:9];

%ÔÓÍÊÖ²¯ ÍÀËÅÆÍÎÑÒ²

y1= gaussmf(x1,[1.5 5]); y2= gaussmf(x2,[1.5 6]);

y3= gaussmf(x3,[1.5 4]); y4= gaussmf(x4,[1.5 5]);

y5= gaussmf(x5,[1.5 6]); y6= gaussmf(x6,[1.5 6.5]);

y7= gaussmf(x7,[1.5 7]);

Ôîðìóâàííÿ òåíçîðíî¿ ìîäåë³ Í×Ð:

ÍÌ � Êðîíåêåð-äîáóòîê

px is a tensor of size 5x5x7

Òåíçîð ÷àñîâîãî ðÿäó px �

� �

�
5 5 7

:

Òåíçîð âàã W �

� �

�
5 5 7

:
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Íå÷³òêà çì³ííà
~ ~
x1 5�

~ ~
x2 6�

~ ~
x3 4�

~ ~
x4 5�

~ ~
x5 6�

~ ~
.x6 6 5�

~ ~
x7 7�

×àñ, óì. îä. 1 2 3 4 5 6 7

px(:,:,1)=

1.23 2.40 3.00 2.40 1.23

1.64 3.20 4.00 3.20 1.64

2.06 4.00 5.00 4.00 2.06

2.47 4.80 6.00 4.80 2.47

2.88 5.61 7.00 5.61 2.88

px(:,:,4)=

1.23 2.40 3.00 2.40 1.23

1.64 3.20 4.00 3.20 1.64

2.06 4.00 5.00 4.00 2.06

2.47 4.80 6.00 4.80 2.47

2.88 5.61 7.00 5.61 2.88

px(:,:,2)=

0.41 1.82 3.00 1.82 0.41

0.61 2.73 4.50 2.73 0.61

0.81 3.64 6.00 3.64 0.81

1.02 4.55 7.50 4.55 1.02

1.22 5.46 9.00 5.46 1.22

px(:,:,5)=

0.41 1.82 3.00 1.82 0.41

0.61 2.73 4.50 2.73 0.61

0.81 3.64 6.00 3.64 0.81

1.02 4.55 7.50 4.55 1.02

1.22 5.46 9.00 5.46 1.22

px(:,:,3) =

2.40 2.84 3.00 2.84 2.40

2.80 3.31 3.50 3.31 2.80

3.20 3.78 4.00 3.78 3.20

3.60 4.26 4.50 4.26 3.60

4.00 4.73 5.00 4.73 4.00

px(:,:,6)=

0.20 1.52 3.00 1.52 0.20

0.31 2.41 4.75 2.41 0.31

0.43 3.29 6.50 3.29 0.43

0.54 4.18 8.25 4.18 0.54

0.66 5.06 10.00 5.06 0.66

px(:,:,7)=

2.06 4.00 5.00 4.00 2.06

2.47 4.80 6.00 4.80 2.47

2.88 5.61 7.00 5.61 2.88

3.29 6.41 8.00 6.41 3.29

3.70 7.21 9.00 7.21 3.70

W(:,:,1)= W(:,:,2)= W(:,:,3)= W(:,:,4)=

W(:,:,5)= W(:,:,6)=

W(:,:,7)=

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



Â³äíîâëåííÿ ôðîíòàëüíîãî ñëàéñó px(:, :, )7
5 5

�

�

� :

disp('Ôîðìóâàííÿ òåíçîðíî¿ ìîäåë³ Í×Ð çã³äíî ç âèìîãàìè Tensor

Toolbox (T.KOLDA')

px(:,:,1)=tx1; px(:,:,2)=tx2; px(:,:,3)=tx3; px(:,:,4)=tx4;

px(:,:,5)=tx5; px(:,:,6)=tx6;px(:,:,7)=tx7; öÿ ÍÌ ââàæàºòüñÿ

íåâ³äîìîþ

px(:,:,1:7) — ôðîíòàëüí³ ñëàéñè, ñóêóïí³ñòü ÿêèõ óòâîðþº 3D òåíçîð

px=tensor(px)

ones(5,5,7); W(:,:,7)=zeros(5); — óòâîðåííÿ âàãîâîãî òåíçîðà

W=tensor(W); k=cp_wopt(px,W,3) — â³äíîâëåííÿ òåíçîðà ç â³äñóòí³ìè

äàíèìè

Ó ôîðì³ Êðóñêàë-òåíçîðà

tr=full(k); %ñòàíäàðòíà ôîðìà ïðåäñòàâëåííÿ ðåçóëüòàòó

Çàóâàæèìî, ùî ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ âñ³õ çàäà÷ òåíçîðíîãî àíàë³çó âèêîðèñòà-

íî ìàòåìàòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ Tensor Toolbox, çàïðîïîíîâàíå â [20, 21]. Ôîðìàò

Êðóñêàëà — öå ðîçêëàäàííÿ òåíçîðà � ÿê ñóìè çîâí³øí³õ äîáóòê³â ó âèãëÿä³

ñòîâï÷èê³â ìàòðèöü. Íàïðèêëàä, òåíçîð ìîæíà çàïèñàòè ÿê � �

�
�

r

R

r r r
a b c

1
� � ,

äå ³íäåêñ ïîçíà÷àº ³íäåêñ ñòîâï÷èêà, à � — ñèìâîë çîâí³øíüîãî äîáóòêó. ²íàêøå

êàæó÷è, òåíçîð � áóäóºòüñÿ ç³ ñòîâï÷èê³â ìàòðèöü A, B ³ C. ×àñòî êîðèñíî ÷³òêî

çàçíà÷èòè äëÿ êîæíîãî çîâí³øíüîãî äîáóòêó, ùî ìîæíà çðîáèòè, ââ³âøè ìíîæ-

íèê �
r
:� �

�
�

r

R

r r r r
a b c

1
� � � . Êëàñ ktensor ó Tensor Toolbox çáåð³ãàº êîìïîíåí-

òè òåíçîðà � òà ìîæå âèêîíóâàòè áàãàòî îïåðàö³é, íàïðèêëàä ttm, áåç ÿâíîãî

ôîðìóâàííÿ òåíçîðà � .

Íàâåäåí³ ó òàáë. 1 äàí³ ï³äòâåðäæóþòü, ùî çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïðîãíî-

çóâàííÿ Í×Ð, ùî áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ òåíçîðíèõ ìîäåëåé ÍÌ òà äè-

íàì³÷íîãî òåíçîðíîãî àíàë³çó, äàº çìîãó îòðèìàòè ïðîãíîçîâàí³ çíà÷åííÿ ÏìÂÏ,

íàéáëèæ÷î¿ äî ã³ïîòåòè÷íî¿ (ïðîãíîçîâàíî¿) ÍÌ ç òî÷í³ñòþ (! 5–10 %), ùî ç ïðè-

êëàäíî¿ òî÷êè çîðó º äîñòàòí³ì.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Êîíöåïö³ÿ òåíçîðíîãî ìîäåëþ-

âàííÿ ÍÌ ³ îá÷èñëåííÿ íàéáëèæ-

÷î¿ ÏìÂÏ äàº çìîãó çàäà÷ó ïðî-

ãíîçóâàííÿ Í×Ð ïðåäñòàâèòè ÿê

çàäà÷ó ìîäåëþâàííÿ 3D òåíçîð-

íîãî ×Ð, íàä³ëåíîãî íåïîâíîòîþ

(îêðåì³ êîìïîíåíòè òåíçîðà

â³äñóòí³). Ðîçãëÿäóâàíà ÑÐ-äåêîì-

ïîçèö³ÿ íåïîâíîãî òåíçîðà ³ ïðî-

ãðàìà CP_WOPT (íà ¿¿ îñíîâ³)

äàþòü çìîãó â³äíîâèòè ìàéæå

80–90 % â³äñóòí³õ çíà÷åíü.

2. Îïèñàíèé Í×Ð òðàíñôîð-

ìóºòüñÿ ó òåíçîðíèé ×Ð, ÿêèé ÿâëÿº

ñîáîþ ñóêóïí³ñòü ôðîíòàëüíèõ àáî

ëàòåðàëüíèõ ñëàéñ³â, ÿê³ ñâîºþ ÷åð-

ãîþ ìîäåëþþòü â³äïîâ³äí³ ÍÌ. Çà-
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Ò à á ë è ö ÿ 1

Ï³äìíîæèíè âïîðÿäêîâàíèõ ïàð,

íàéáëèæ÷³ äî ÍÌ

ïðèáëèçíî 7
Ïðîãíîçîâàíî¿

ÍÌ

Ñòàíäàðòíî¿

ÍÌ

5.33 0.32 5.00 0.41 5.00 0.41

5.89 0.73 6.00 0.41 6.00 0.80

6.91 0.89 7.00 0.80 7.00 1.00

7.08 0.93 8.00 0.80 8.00 0.80

8.16 1.00 9.00 1.00 9.00 0.41

Ô-íîðìà òà äåôàççèô³êîâàíå çíà÷åííÿ

15.87 6.95 16.05 7.00 16.05 7.00

Ïðèì³òêà. ÏìÂÏ, ïðåäñòàâëåí³ â ïåðøîìó òà äðóãîìó

ñòîâï÷èêàõ, îòðèìàíî â ðåçóëüòàò³ ñèíãóëÿðíèõ äåêîì-

ïîçèö³é òåíçîðà px(:, :, )7 ³ òåíçîðíî¿ ìîäåë³ ñòàíäàðò-

íî¿ ÍÌ ïðèáëèçíî 7 ç ãàóñ³âñüêîþ ÔÍ â³äïîâ³äíî,

â òðåòüîìó ñòîâï÷èêó — ñòàíäàðòíà ÍÌ
~ ~

( )
x

gaussfm7
7� ,

îá÷èñëåíà çà ïðàâèëàìè ÒÍÌ.



äà÷à ïðîãíîçóâàííÿ Í×Ð ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü â³äíîâëåíèõ åëå-

ìåíò³â (îñòàíí³é ñëàéñ ó ñóêóïíîñò³ ñëàéñ³â, ÿê³ óòâîðþþòü Ò×Ð).

3. Òåíçîðíà ìîäåëü ÍÌ çà äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ �-ð³âí³â ìîæå áóòè ïðåä-

ñòàâëåíà ó 2D àáî 3D ïðîñòîðàõ, â³äïîâ³äíî Ò×Ð ìîæå áóòè 3D âèì³ðíèì àáî

âèñîêî âèì³ðíèì òåíçîðîì. Öå äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè àëüòåðíàòèâí³ ðîçâ’ÿç-

êè òà ï³äâèùèòè òî÷í³ñòü ïðîãíîçóâàííÿ.
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Yu.M. Minaev, O.Yu. Filimonova, Yu.I. Minaeva

FORECASTING OF FUZZY TIME SERIES BASED ON THE CONCEPT

OF NEAREST FSAND TENSOR MODELS OF TIME SERIES

Abstract. Forecasting of fuzzy time series is considered by presenting a standard fuzzy set in

the form of a tensor obtained as a result of the tensor product of components, forming a tensor

sequence whose last element (the predicted fuzzy set) is calculated as an incomplete tensor

(with missing elements). Singular value decomposition of the restored tensor allows obtaining

a subset of ordered pairs that is closest (in terms of the F-norm) to the predicted fuzzy set.

An example of predicting a fuzzy time series is given.

Keywords: fuzzy set, tensor, missing data, singular value decomposition, F-norm.
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