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ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Ñòèìóëîì äî ðîçâèòêó êè¿âñüêî¿ íàóêîâî¿ øêîëè ìàòåìà-

òè÷íî¿ òåîð³¿ ôiëüòðàöi¿ ´ðóíòîâèõ âîä ó 1950-õ ðîêàõ ñòàâ ãðàíäiîçíèé ïðîºêò

ïîáóäîâè äíiïðîâñüêîãî êàñêàäó ãiäðîåëåêòðîñòàíöié. Ïðîáëåìà ìåë³îðàö³¿ çå-

ìåëü ï³âäåííèõ ñòåï³â òàêîæ â³ä³ãðàëà âàæëèâó ðîëü ó ñòèìóëþâàíí³ ïðèêëàä-

íèõ ðîá³ò ³ç çàëó÷åííÿì áàãàòüîõ ìîëîäèõ íàóêîâö³â.

Çàñíîâíèêîì êè¿âñüêî¿ íàóêîâî¿ øêîëè ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿ ô³ëüòðàö³¿ ââà-

æàþòü ïðîôåñîðà Ãåîðã³ÿ Ìèêîëàéîâè÷à Ïîëîæ³ÿ (1914–1968). Â³í º àâòîðîì

ìåòîäó ìàæîðàíòíèõ îáëàñòåé òà ìåòîäó ñóìàðíèõ çîáðàæåíü. Ïåðøèé ìåòîä

çóìîâëþº îá´ðóíòîâàíî áóäóâàòè äâîñòîðîíí³ îö³íêè ô³ëüòðàö³éíèõ õàðàêòå-

ðèñòèê â³äïîâ³äíîþ äåôîðìàö³ºþ îáëàñò³ ô³ëüòðàö³¿ ñêëàäíî¿ ôîðìè. Äðóãèé

ìåòîä º äèñêðåòíèì àíàëîãîì ìåòîä³â ³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³

â êîæíîìó âóçë³ ñ³òêîâî¿ îáëàñò³ çàïèñóºòüñÿ â çàìêíåí³é ôîðì³ ó âèãëÿä³ ôîðìó-

ëè ñóìàðíèõ çîáðàæåíü, çàëåæíî â³ä êðàéîâèõ óìîâ ö³ ôîðìóëè àáî º ÿâíèìè, àáî

ì³ñòÿòü íåçíà÷íó ê³ëüê³ñòü (ïîð³âíÿíî ç çàãàëüíîþ ê³ëüê³ñòþ âóçë³â ñ³òêè) íåâ³äî-

ìèõ ïàðàìåòð³â, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ç äîïîì³æíèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ

ð³âíÿíü. Ìåòîþ ñòàòò³ º ñïðîáà ïðîñë³äêóâàòè åòàïè ðîçâèòêó êè¿âñüêî¿ íàóêîâî¿

øêîëè ìàòåìàòè÷íî¿ òåîð³¿ ô³ëüòðàö³¿ ÷åðåç íàóêîâèé øëÿõ ¿¿ ë³äåðà — ó÷íÿ

Ã.Ì. Ïîëîæ³ÿ — çàñëóæåíîãî äiÿ÷à íàóêè Óêðà¿íè, ëàóðåàòà Äåðæàâíèõ ïðåìié

Óêðà¿íè ó ãàëóç³ íàóêè ³ òåõí³êè òà ïðåìi¿ ÍÀÍ Óêðà¿íè iì. Ì.Ì. Êðèëîâà, àêà-

äåìiêà ÍÀÍ Óêðà¿íè, äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðà I.I. Ëÿøêà.

Iâàí Iâàíîâè÷ Ëÿøêî íàðîäèâñÿ 9 âåðåñíÿ 1922 ðîêó â ñåëi Ìàöêiâöi Ëó-

áåíñüêîãî ðàéîíó Ïîëòàâñüêî¿ îáëàñòi. Ç 1940 ðîêó âií ñëóæèâ íà ×îðíîìîð-

ñüêîìó ôëîòi. Ïiñëÿ äåìîáiëiçàöi¿ ó 1948 ðîöi ñòàâ ñòóäåíòîì Êè¿âñüêîãî ó÷è-

òåëüñüêîãî iíñòèòóòó, ÿêèé çàêií÷èâ çà îäèí ðiê. Ïðàöþþ÷è â÷èòåëåì ó øêîëi,

âií çàî÷íî íàâ÷àâñÿ ó Êè¿âñüêîìó äåðæàâíîìó ïåäàãîã³÷íîìó ³íñòèòóò³

³ì. Î.Ì. Ãîðüêîãî. Ïiñëÿ éîãî çàêií÷åííÿ ó 1952 ðîöi âñòóïèâ äî àñïiðàíòóðè

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¿âñüêîãî óíiâåðñèòåòó (íàóêîâèé êå-

ðiâíèê — ïðîôåñîð Ã.Ì. Ïîëîæié). Êàíäèäàòñüêó äèñåðòàöiþ çàõèñòèâ

ó 1955 ðîöi òà áóâ ïðèçíà÷åíèé àñèñòåíòîì êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ìå-

õàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó. Ç öüîãî ÷àñó ïðîôåñiéíå æèòòÿ I.I. Ëÿøêà ïî-

â’ÿçàíî ç Êè¿âñüêèì íàöiîíàëüíèì óíiâåðñèòåòîì iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Âií

áóâ çàâiäóâà÷åì êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¿ ôiçèêè (1964–1969), äåêàíîì ìå-

õàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó (1965–1969, 1987–1989), äåêàíîì ôàêóëüòåòó

êiáåðíåòèêè (1969–1977), ïðîðåêòîðîì ç íàóêîâî¿ ðîáîòè (1977–1985), âiä

1991 ðîêó — ãîëîâíèì íàóêîâèì ñïiâðîáiòíèêîì ôàêóëüòåòó êiáåðíåòèêè. Iâàí

Iâàíîâè÷ ïiøîâ iç æèòòÿ 29 áåðåçíÿ 2008 ðîêó. Ñïèñîê ðîá³ò àêàäåì³êà ².². Ëÿø-

êà ìiñòèòü ïîíàä 400 ïóáëiêàöié [1, 2].

Iâàí Iâàíîâè÷ Ëÿøêî áóâ ë³äåðîì íàóêîâî¿ øêîëè ç ìàòåìàòè÷íî¿ òåîði¿

ôiëüòðàöi¿ ó Êè¿âñüêîìó äåðæàâíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Ò.Ã. Øåâ÷åíêà. Éîìó íàëåæàòü

ïðèíöèïîâi ðåçóëüòàòè â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, òåîði¿ óçàãàëüíåíèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié, îá÷èñëþâàëüíié ìàòåìàòèöi. Ó 1969 ðîöi ðàçîì ç àêàäåìiêîì Â.Ì. Ãëóøêî-

âèì â³í ñòâîðèâ ó Êè¿âñüêîìó äåðæàâíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Ò.Ã. Øåâ÷åíêà ôàêóëüòåò

ê³áåðíåòèêè (âiä 2016 ðîêó ôàêóëüòåò êîìï’þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè) ³ áóâ éîãî

ïåðøèì äåêàíîì òà çàâiäóâà÷åì êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè.

ÑÒÀÍÎÂËÅÍÍß

Ïî÷àòêîâèé ïåðiîä ñòàíîâëåííÿ øêîëè ìàòåìàòè÷íî¿ ô³ëüòðàö³¿ (1952–1960) áóâ

ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííÿì ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ êëà-

ñè÷íî¿ òåîði¿ ôiëüòðàöi¿. Ó íàóêîâèõ ïðàöÿõ I.I. Ëÿøêà òà éîãî êîëåã áóëî âñòà-

íîâëåíî ðÿä àíàëiòè÷íèõ çàëåæíîñòåé, ÿêi äàëè çìîãó âèçíà÷èòè îñíîâíi

ô³ëüòðàö³éí³ õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêiâ ´ðóíòîâèõ âîä ïiä ãiäðîñïîðóäîþ.
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Ó öèêëi ðîáiò, ùî ëÿãëè â îñíîâó êàíäèäàòñüêî¿ äèñåðòàöi¿ I.I. Ëÿøêà «Ðå-

øåíèå çàäà÷è î ôèëüòðàöèè ïîä ìíîãîøïóíòîâîé ïëîòèíîé ïðè ïðîèçâîëüíîì

êðèâîëèíåéíîì ïîäçåìíîì âîäîóïîðå» [3], äîâåäåíî íèçêó òåîðåì ïðî óçàãàëü-

íåíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¿. Çîêðåìà, I.I. Ëÿøêó âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè çàëåæíîñòi âè-

õiäíèõ øâèäêîñòåé ôiëüòðàöi¿ âiä ôîðìè ïiäçåìíîãî âîäîóïîðó, îòðèìàòè ôîð-

ìóëè äëÿ ðîçðàõóíêó âèòðàò ðiäèíè, ðîçïîäiëó ïðîòèòèñêó íà ôëþòáåòi, âèçíà-

÷èòè òî÷íi âåðõíi òà íèæíi îöiíêè îñíîâíèõ ôiëüòðàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê.

Îñíîâíèì ìåòîäîì, ÿêèé âäîñêîíàëþâàëè òà çàñòîñîâóâàëè â ðîáîòàõ öèõ

ðîê³â, áóâ ìåòîä ìàæîðàíòíèõ îáëàñòåé. Ñóòü ìåòîäó òàêà. Íåõàé ïîòð³áíî

îö³íèòè äåÿêó õàðàêòåðèñòèêó ô³ëüòðàö³¿ â ãåîìåòðè÷íî ñêëàäí³é îáëàñò³. Ñïè-

ðàþ÷èñü íà âàð³àö³éí³ òåîðåìè Ã.Ì. Ïîëîæ³ÿ, áóäóþòüñÿ øëÿõîì äåôîðìàö³¿

ìåæ³ âèõ³äíî¿ îáëàñò³ äâ³ äîïîì³æí³ (ìàæîðàíòí³) îáëàñò³. Â îäí³é ç äî-

ïîì³æíèõ îáëàñòåé õàðàêòåðèñòèêà îö³íþºòüñÿ çíèçó, à â ³íø³é — çâåðõó. Ìà-

æîðàíòí³ îáëàñò³, çâè÷àéíî, ìàþòü áóòè ïðîñòèìè ³ ðàçîì ç òèì çàáåçïå÷óâàòè

äîñòàòíüî òî÷íó äâîñòîðîííþ îö³íêó øóêàíî¿ õàðàêòåðèñòèêè. ßêùî íå âèìàãà-

òè âåëèêî¿ òî÷íîñò³ îö³íêè, òî öåé ìåòîä º äîñòàòíüî åôåêòèâíèì.

Ìàòåìàòè÷íèì áàçèñîì öüîãî ìåòîäó º òåîðåìà Ã.Ì. Ïîëîæ³ÿ ïðî çáåðå-

æåííÿ îáëàñò³ äëÿ ë³í³éíèõ åë³ïòè÷íèõ ñèñòåì [4]. Ñôîðìóëþºìî âàæëèâèé ÷àñ-

òèííèé âèïàäîê òåîðåìè Ã.Ì. Ïîëîæ³ÿ äëÿ p-àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é f i� �� � ,

ùî âèçíà÷àþòüñÿ åë³ïòè÷íîþ ñèñòåìîþ

��

�

��

�x p y
�

1
,

��

�

��

�y p x
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1
,

äå p p x y� �( , ) 0 — çàäàíà ôóíêö³ÿ.

Òåîðåìà 1 [4]. Íåõàé f i� � �� � const — p-àíàë³òè÷íà ôóíêö³ÿ â îáëàñò³ D

ïëîùèíè z x iy� � òà ¿¿ õàðàêòåðèñòèêà p ³ç ñâî¿ìè ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè º

Ãåëüäåðîâîþ â D. Òîä³ ìíîæèíà f D( ) º îáëàñòþ.

Öÿ òåîðåìà äàëà çìîãó ïîøèðèòè âàð³àö³éí³ òåîðåìè òåîð³¿ ô³ëüòðàö³¿ òà ìå-

òîä ìàæîðàíòíèõ îáëàñòåé íà âèïàäîê ô³ëüòðàö³¿ ó íåîäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³.

Â²Ä ßÊ²ÑÍÈÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ²Â ÄÎ ×ÈÑÅËÜÍÈÕ ÌÅÒÎÄ²Â

Ïðîòÿãîì 1960–1968 ðîêiâ I.I. Ëÿøêî ç êîëåãàìè îòðèìàâ ïðèíöèïîâî íîâi ðå-

çóëüòàòè ùîäî ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ôiçèêè, çîêðå-

ìà çàäà÷ òåîði¿ ôiëüòðàöi¿. Îñíîâîþ äëÿ ïîäàëüøèõ ðîçðîáîê ñòàâàëè çàïðîïîíî-

âàíi ïðîôåñîðîì Ã.Ì. Ïîëîæiºì ìåòîä ñóìàðíèõ çîáðàæåíü òà âàðiàöiéíi òåîðå-

ìè, à òàêîæ ìåòîä ìàæîðàíòíèõ îáëàñòåé. I.I. Ëÿøêî îöiíèâ ïåðåâàãè

âèáiðêîâîãî ðàõóíêó ìåòîäó ñóìàðíèõ çîáðàæåíü òà íà öié îñíîâi çáóäóâàâ

ºäèíó ñõåìó ðîçâ’ÿçàííÿ áiëüøîñòi àêòóàëüíèõ íà òîé ÷àñ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòè öèõ ðîáiò ñòàëè ìàòåðiàëîì äëÿ äîêòîðñüêî¿ äèñåðòàöi¿ òà ìî-

íîãðàôi¿ «Ðåøåíèå ôèëüòðàöèîííûõ çàäà÷ ìåòîäîì ñóììàðíûõ ïðåäñòàâëå-

íèé» [5]. Ìåòîä ñóìàðíèõ çîáðàæåíü äàº çìîãó äëÿ øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ìàòå-

ìàòè÷íî¿ ôiçèêè çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçêè âiäïîâiäíèõ ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèõ çàäà÷

àáî â ÿâíîìó âèãëÿäi, àáî ó âèãëÿäi âiäíîñíî ïðîñòèõ ôîðìóë ç ïàðàìåòðàìè, ÿêi

ëåãêî çíàéòè, ðîçâ’ÿçóþ÷è äîïîìiæíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Çàçâè÷àé öåé

ìåòîä çàñòîñîâóþòü äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè äðóãîãî i ÷åòâåðòîãî ïîðÿäê³â. I.I. Ëÿøêî óçàãàëüíèâ éîãî äëÿ íåîáìå-

æåíèõ îáëàñòåé (ñìóã òà íàïiâñìóã) i çàñòîñóâàâ éîãî äëÿ ìîäåëþâàííÿ ôiëüòðà-

öiéíîãî ïîòîêó â ´ðóíòi ïiä áàãàòîøïóíòîâèì ôëþòáåòîì, ôëþòáåòîì ç ïåðåïà-

äàìè, äðåíîâàíèì ôëþòáåòîì òà ïiä ñèñòåìîþ ôëþòáåòiâ. Öå äàëî çìîãó çíà÷íî

ñïðîñòèòè ìàòåìàòè÷íi ðîçðàõóíêè äëÿ êîíñòðóþâàííÿ ãiäðîòåõíi÷íèõ ñïîðóä,
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àäæå ïîòóæíîñòi êîìï’þòåðiâ íà òîé ÷àñ áóëè íåâåëèêèìè. Íàïðèêëàä, ïî÷àòêî-

âî-êðàéîâà çàäà÷à ñòàö³îíàðíî¿ ô³ëüòðàö³¿ ´ðóíòîâèõ âîä â îäíîð³äíîìó ´ðóíò³

ôîðìóëþºòüñÿ ÿê ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà

� � � f
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çàäàí³ ÿê ôóíêö³ÿ òîêó àáî ÿê ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ, âåëè÷èíè ÿêèõ íåâ³äîì³

³ ìàþòü áóòè âèçíà÷åí³.
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ÌÀÑØÒÀÁÍ² ÇÀÄÀ×²

Ïåðiîä ç 1969 ïî 1975 ðîêè õàðàêòåðèçóºòüñÿ ðîçâèòêîì ÷èñåëüíî-àíàëi-

òè÷íèõ ìåòîäiâ, ¿õí³ì çàñòîñóâàííÿì ó òåîði¿ ôiëüòðàöi¿ òà ðîçøèðåííÿì

ñïåêòðó çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ôiçèêè. Öå çàöiêàâèëî I.I. Ëÿøêà. Ðîáîòè, âè-

êîíóâàíi ó öåé ïåðiîä, ìiñòÿòü ôóíäàìåíòàëüíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ç

ðîçâ’ÿçàííÿ áàãàòîâèìiðíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ôiçèêè â äèñêðåòíié ïîñòà-

íîâöi. Äî òîãî æ, öi ðåçóëüòàòè îòðèìóþòü çàñòîñóâàííÿ ï³ä ÷àñ ðîçðàõóí-

êó Äí³ïðîâñüêèõ íàìèâíèõ ãðåáåëü, ôiëüòðàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê ãðåáåëü

Êè¿âñüêî¿ òà Êàíiâñüêî¿ ÃÅÑ i áàãàòüîõ iíøèõ ãiäðîòåõíi÷íèõ îá’ºêòiâ. Äëÿ

ï³äãîòîâêè ñïåö³àë³ñò³â ó ãàëóç³ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà îá÷èñëþ-

âàëüíî¿ òåõí³êè â 1969 ð. ðàçîì ç àêàäåìiêîì Â.Ì. Ãëóøêîâèì Iâàí Iâàíî-

âè÷ ñòâîðèâ ó Êè¿âñüêîìó äåðæàâíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Ò.Ã. Øåâ÷åíêà ôà-

êóëüòåò ê³áåðíåòèêè (ç 2016 ðîêó ôàêóëüòåò êîìï’þòåðíèõ íàóê òà êiáåð-

íåòèêè), ñòàâøè éîãî ïåðøèì äåêàíîì òà çàâiäóâà÷åì êàôåäðè

îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàæîðàíòíèõ îáëàñòåé, I.I. Ëÿøêî iç ñïiâàâòîðàìè

îòðèìàëè àëãîðèòìè ç ìàæîðàíòíîþ îöiíêîþ äëÿ ôiëüòðàöiéíèõ çàäà÷ ç ñóòòºâî
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íåïðÿìîëiíiéíèìè ìåæàìè. Öi ðåçóëüòàòè âèêëàäåíî ó ìîíîãðàô³ÿõ «×èñëåí-

íî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè ôèëüòðàöèè» [6] i «Ìåòîä ìàæîðàí-

òíûõ îáëàñòåé â òåîðèè ôèëüòðàöèè» [7]. ×èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä P -òðàíñ-

ôîðìàöié, ðîçâèíåíèé I.I. Ëÿøêîì òà éîãî ó÷íÿìè, äàº çìîãó ðîçâ’ÿçóâàòè

ñêií÷åííîðiçíèöåâ³ çàäà÷³ ó çàìêíåíîìó âèãëÿäi i çàïèñóâàòè ¿õ ôîðìóëàìè ñó-

ìàðíèõ çîáðàæåíü. Çàëåæíî â³ä êðàéîâèõ óìîâ öi ôîðìóëè ìàþòü ÿâíèé õàðàê-

òåð àáî ìiñòÿòü íåâåëèêó êiëüêiñòü íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ, ùî ìîæíà çíàéòè, ðîç-

â’ÿçàâøè ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ðiâíÿíü. Ðàçîì iç ìåòîäàìè ìàæî-

ðàíòíèõ îáëàñòåé òà ðóõó ìåæîâèõ òî÷îê ìåòîä P -òðàíñôîðìàöié íàäàâ çãîäó

ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¿ ôiçèêè ó äîâiëüíèõ îáëàñòÿõ.

ÇÎËÎÒÈÉ Â²Ê

Ïåðiîä ç 1976 ïî 1991 ðîêè ñòàâ åòàïîì ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîðåòè÷íèõ

äîñëiäæåíü ó ãàëóçi òåîði¿ ôiëüòðàöi¿, àâòîìàòèçàöi¿ ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ òà

ìàòåìàòè÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ ñêëàäíîãî åñïåðèìåíòó.

Òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ ñóïðîâîäæóâàëèñÿ ðîçðîáëåííÿì âiäïîâiäíèõ ïðî-

ãðàìíèõ ïðîäóêòiâ. Ç ìåòîþ ïiäâèùåííÿ ÿêîñòi òà óäîñêîíàëåííÿ ïðîãðàìíîãî

çàáåçïå÷åííÿ êåðiâíèöòâîì I.I. Ëÿøêà òà I.Â. Ñåðãiºíêà áóëî ñòâîðåíî îêðåìó

ãðóïó ìîëîäèõ â÷åíèõ, ÿêi çàéíÿëèñÿ öèìè ïðîáëåìàìè. Ó ðåçóëüòàòi áóëî ðîç-

ðîáëåíî íèçêó ïàêåòiâ ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì, ÿêi ìàëè øèðîêå âèêîðèñòàííÿ äëÿ

ðîçâ’ÿçàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòè ðîçðîáîê íàóêîâîãî êîëåêòèâó, î÷îëþâàíîãî I.I. Ëÿøêîì, áóëî

âèêëàäåíî ó ìîíîãðàôiÿõ «Âîïðîñû àâòîìàòèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè

íà ÝÂÌ» [8], «Ðàñ÷åò ôèëüòðàöèè â çîíå ãèäðîñîîðóæåíèé» [9] òà

«Àëãîðèòìèçàöèÿ è ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ôèëüòðàöèîííûõ ñõåì» [10].

Ó 1981 ð. çà öèêë ðîáiò ç ìåòîäiâ ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿

ôiçèêè òà ¿õíº çàñòîñóâàííÿ â òåîði¿ ôiëüòðàöi¿ êîëåêòèâ â÷åíèõ ï³ä êåðiâíèö-

òâîì I.I. Ëÿøêà îòðèìàâ Äåðæàâíó ïðåìiþ ÓÐÑÐ ó ãàëóç³ íàóêè ³ òåõí³êè.

Ó 1991 ð. I.I. Ëÿøêî ï³äñóìóâàâ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ç òåîði¿ ôiëüòðàöi¿

ó ìîíîãðàôi¿ «×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â ïîðèñòûõ

ñðåäàõ» [11]. Ó öié ðîáîò³ ïîáóäîâàíî ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïåðåíåñåííÿ

òåïëà, âîëîãè òà ñîëåé ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi. Îñîáëèâó óâàãó ïðèä³ëåíî óçà-

ãàëüíåíèì ôîðìóëþâàííÿì çàäà÷ ó íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ iç ïðîøàðêàìè

iç óðàõóâàííÿì çîñåðåäæåíèõ ôàêòîðiâ ðiçíîãî âèäó. Ïîáóäîâàíî ðiçíèöåâi ñõå-

ìè äëÿ àïðîêñèìàö³¿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ’ÿçê³â, à òàêîæ äîñëiäæåíî ¿õíþ òî÷íiñòü

òà ìåòîäè ðåàëiçàöi¿ íà êîìï’þòåðàõ.

Òàê, ðîçðîáëåííÿ çàõîä³â äëÿ î÷èùåííÿ ïîðèñòèõ ñåðåäîâèù â³ä õ³ì³÷íèõ

çàáðóäíåíü ÷àñòî çàëåæèòü â³ä ïðîãíîçóâàííÿ äèíàì³êè ñóì³ñíîãî ðóõó ê³ëüêîõ

ð³äèí, ÿê³ íå çì³øóþòüñÿ ì³æ ñîáîþ. Äëÿ êîæíî¿ îêðåìî¿ ôàçè øâèäê³ñòü

ô³ëüòðàö³¿
�

� i âèçíà÷àºòüñÿ óçàãàëüíåíèì çàêîíîì Äàðñ³:

�

� �i i ik� �

�1
grad pi ,

äå � i — â’ÿçê³ñòü, pi — ïàðö³àëüíèé òèñê ôàçè, ki — åôåêòèâíå ïðî-

íèêíåííÿ. Çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè i-¿ ôàçè çàïèøåìî ó âèãëÿä³

�

�
� � �

t
m Si i( ) � div( ) =i i

�

f i , ( , , )x y z �� ,

äå m — ïîðèñò³ñòü ñåðåäîâèùà, f i — îá’ºìíà ïðîäóêòèâí³ñòü äæåðåëà, S i —

îá’ºìíà ÷àñòêà, � i — ù³ëüí³ñòü i-¿ ôàçè. Îá’ºìí³ ÷àñòêè ôàç çàäîâîëüíÿþòü
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óìîâó S S1 2 1� � , à ïðîíèêíåííÿ ôàç íåë³í³éíî çàëåæèòü â³ä öèõ îá’ºìíèõ

÷àñòîê. Ðîçãëÿíåìî òðèâèì³ðíó çàäà÷ó ô³ëüòðàö³¿ äâîõôàçíî¿ ð³äèíè — âîäè

(i=1) òà çàáðóäíþâà÷à (i=2) äëÿ òàêèõ ôóíêö³îíàëüíèõ çàëåæíîñòåé ki â³ä S i :
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äàòí³ ñòàë³. Ñèñòåìà ð³âíÿíü áàëàíñó ìàñè çàìèêàºòüñÿ íåë³í³éíèì àëãåá-
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Ðóõ äâîôàçíî¿ ð³äèíè â îáëàñò³ � â³äáóâàºòüñÿ óíàñë³äîê çàäàíîãî ïåðåïà-

äó ïàðö³àëüíîãî òèñêó âîäíî¿ êîìïîíåíòè íà ìåæàõ x1 0� ³ x L1 1� . ²íø³ ìåæ³

îáëàñò³ � ââàæàþòüñÿ íåïðîíèêëèâèìè. Äèñêðåòèçóþ÷è çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè

( ) ( ) ( ) ( ), , ,m S k p k p k pi i i x x i y y i z z� � � �1 2 3 , i �1 2, ,

³ âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâ³ òà êðàéîâ³ óìîâè, îòðèìóºìî íåë³í³éíó ñèñòåìó

ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ òðüîõ íåâ³äîìèõ ñ³òêîâèõ ôóíêö³é

p p S1 2 1, , . Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ñ³òêîâèõ ð³âíÿíü ðîçðîáëåíî ñïåö³àëüíó

³òåðàòèâíó ïðîöåäóðó ³ç âèêîðèñòàííÿì ìîäèô³êàö³é ìåòîäó ñïðÿæåíèõ

ãðàä³ºíò³â. Îñîáëèâ³ñòþ ö³º¿ çàäà÷³ º âåëèêèé ¿¿ ðîçì³ð (äåñÿòêè òèñÿ÷

ð³âíÿíü) òà âåëèêèé ³íòåðâàë ïðîãíîçóâàííÿ, ÿêèé âèì³ðþºòüñÿ ðîêàìè.

Âîäíî÷àñ I.I. Ëÿøêî îòðèìàâ çíà÷íi ðåçóëüòàòè ùîäî íåêîðåêòíèõ çàäà÷.

Ó öèêëi ðîáiò, íàïèñàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi iç ïðîôåñîðîì Â.Ï. Äiäåíêîì, çîêðåìà

ó ìîíîãðàôiÿõ «Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè» [12] i

«Ôèëüòðàöèÿ øóìîâ» [13], ðîçðîáëåíî íîâ³ ñòiéêi àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷

ôiëüòðàöi¿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ ðåãóëÿðèçàöi¿ òà îñíàùåíèõ ïðî-

ñòîðiâ Ãiëüáåðòà. Ðîçðîáëåíèé àâòîðàìè àïàðàò ïðîñòîð³â ç íåãàòèâíèìè íîðìà-

ìè òà àïð³îðíèõ îö³íîê âèÿâèâñÿ åôåêòèâíèì äëÿ äîñë³äæåííÿ áàãàòüîõ åâî-

ëþö³éíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè.

Iäå¿ I.I. Ëÿøêà òà Â.Ï. Äiäåíêà áóëè ðîçâèíåíi â ïîäàëüøîìó â ìîíîãðàôi¿

«Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå ñëîæíîãî ýêñïåðèìåíòà» [14–18]. Ó öié ìî-

íîãðàôi¿ ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ðîçðîáëåííÿ òà îáãðóíòóâàííÿ ñòiéêèõ àëãîðèòìiâ

îöiíþâàííÿ àäåêâàòíîñòi ìîäåëåé, ðîçâèíåíî ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ùî âèêîðèñ-

òîâóþòüñÿ â ðàäiîòåõíiöi, à òàêîæ âiäíîâëåííÿ àïðiîðíèõ õàðàêòåðèñòèê

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ó çàäà÷àõ îöiíþâàííÿ.

Áàãàòî óâàãè ïðèä³ëÿëîñü ï³äãîòîâö³ ñïåö³àë³ñò³â, îçáðîºíèõ ñó÷àñíèìè ìà-

òåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè. Öå ïîòðåáóâàëî óäîñêîíàëåííÿ íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó òà

çàáåçïå÷åííÿ ñòóäåíòiâ íîâîþ íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîþ ëiòåðàòóðîþ. Íà ôàêóëü-

òåòi êiáåðíåòèêè Êè¿âñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó êàôåäðà îá÷èñëþâàëüíî¿

ìàòåìàòèêè ñòàëà âiäïîâiäàëüíîþ çà äåÿê³ ôóíäàìåíòàëüí³ ìàòåìàòè÷í³ êóðñè,
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çîêðåìà çà êóðñ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Êîëåêòèâ ó ñêëàäi I.I. Ëÿøêà, Î.Ê. Áîÿð-

÷óêà òà iíøèõ âèêëàäà÷iâ ñòâîðèâ îðèãiíàëüíó ìåòîäè÷íó áàçó öüîãî êóðñó

[19–22]. Äîâ³äíèêè [19, 20] äîñ³ íå âòðàòèëè ïîïóëÿðíîñò³ ñåðåä ñòóäåíò³â òà

âèêëàäà÷³â óí³âåðñèòåò³â Óêðà¿íè òà ³íøèõ êðà¿í. Ó äâîòîìíîìó ï³äðó÷íèêó

[21, 22] âäàëî ðåàë³çîâàíî ïàðàëåëüíå âèêëàäåííÿ ä³éñíîãî òà êîìïëåêñíîãî

àíàë³çó. Íà äóìêó I.I. Ëÿøêà, ñó÷àñíèé ìàòåìàòè÷íèé àíàë³ç º àíàë³çîì ôóíêö³é

ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ïðîñòîð³. Òàêà òî÷êà çîðó óñóâàëà ðîçðèâ ì³æ êëàñè÷íèì

ìàòåìàòè÷íèì ³ ôóíêö³îíàëüíèì àíàë³çîì, ùî ³ñíóâàâ ó íàâ÷àëüí³é ë³òåðàòóð³

â íåäàëåêîìó ìèíóëîìó. Ðîäçèíêîþ êóðñó áóëà ïîáóäîâà òåîð³¿ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêö³é íà áàç³ ñåêâåíö³éíîãî ï³äõîäó Ì³êóñ³íñüêîãî–Ñ³êîðñüêîãî. Òàêîæ çà

ó÷àñòi I.I. Ëÿøêà âèäàíî ïiäðó÷íèêè ç îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè òà

äîñëiäæåííÿ îïåðàöié [23, 24], ùî áiëüøå 40 ðîêiâ íå âòðà÷àþòü àêòóàëüíîñòi.

Íàïðèêëàä, ï³äðó÷íèê [23] ì³ñòèòü ´ðóíòîâíèé îãëÿä ³äåé òà àëãîðèòì³â ñòîõàñ-

òè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿. Çàãàëîì, I.I. Ëÿøêî áóâ ñïiâàâòîðîì áiëüøå, íiæ 20 ïiäðó÷-

íèêiâ òà íàâ÷àëüíèõ ïîñiáíèêiâ, ÿêi ïåðåêëàäàëèñÿ â áàãàòüîõ êðà¿íàõ.

ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ Ç ÐÎÇÏÎÄ²ËÅÍÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ç 1992 ðîêó I.I. Ëÿøêî ðîçïî÷àâ ðîçðîáëåííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ óçàãàëüíåíîãî

êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè. Äî òàêèõ ñèñòåì çâîäÿòüñÿ

çàäà÷i òåîði¿ ôiëüòðàöi¿, òàêi ÿê âîëîãîïåðåíîñ íà ôîíi ãîðèçîíòàëüíîãî äðåíàæó

àáî çðîùåííÿ iç òî÷êîâèõ òà ëiíiéíèõ äæåðåë ó òðiùèíóâàòîìó �ðóíò³.

Ó öüîìó íàïðÿìêó I.I. Ëÿøêî òà éîãî êîëåãè ïîáóäóâàëè òåîðiþ ÷èñåëüíèõ

ìåòîäiâ iìïóëüñíî-òî÷êîâîãî êåðóâàííÿ ïñåâäîïàðàáîëi÷íèìè òà ïñåâäîãiïåð-

áîëi÷íèìè ñèñòåìàìè ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè [25–27].

Íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [26, 27] äëÿ ïñåâäîã³ïåðáîë³÷íèõ çàäà÷ ðîçâèíóòî

òåîð³þ óçàãàëüíåíî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³. Ðîçãëÿíóòî ë³í³éíå ð³âíÿííÿ
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Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), (2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ
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Ìàº ì³ñöå òàêe òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2 [26, 27]. Äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ f W�
�

�

³ñíóº ºäèíèé óçàãàëüíå-

íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) ó ðîçóì³íí³ îçíà÷åííÿ 1.

Ñïèðàþ÷èñü íà ÿê³ñí³ ðåçóëüòàòè òàêîãî òèïó, ìîæíà êîðåêòíî ôîðìóëþâà-

òè çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ³ìïóëüñíî-òî÷êîâîãî êåðóâàííÿ ë³í³éíèìè ñèñòåìàìè

ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè òà îòðèìóâàòè òåîðåòè÷íî îá´ðóíòîâàí³ ðåçóëüòà-

òè ïðî çá³æí³ñòü àëãîðèòì³â.

Ç âèêîðèñòàííÿì öüîãî ï³äõîäó âèêîíàíî ðîáîòè, ùî ïðèñâÿ÷åí³ äîñë³äæåííÿì

òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïðîáëåì, ÿê ðîçðîáëåííÿ òåîði¿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ’ÿçêiâ ãðà-

íè÷íèõ çàäà÷ ç ãëàäêèìè òà ðîçðèâíèìè êîåôiöiºíòàìè i ñèíãóëÿðíèìè ïðàâèìè ÷àñ-

òèíàìè [28, 29]; óìîâè òî÷íî¿ òà àñèìïòîòè÷íî¿ êåðîâàíîñòi ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì

(òðàºêòîðíî¿, ôiíàëüíî¿, òðàºêòîðíî-ôiíàëüíî¿) [30–32]; òåîðiÿ òà àëãîðèòìè îïòè-

ìiçàöi¿ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì ç ñèíãóëÿðíèìè êåðóâàííÿìè [33–35]; êîðåêòíiñòü ìàòå-

ìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîöåñiâ [36–38].

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

²ç öüîãî êîðîòêîãî îãëÿäó, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìîòèâîâàí³ ïðàêòè÷-

íèìè ïîòðåáàìè ÷èñëåíí³ ðîáîòè ïðåäñòàâíèê³â êè¿âñüêî¿ øêîëè òåîð³¿

ô³ëüòðàö³¿ âèêîíóâàëèñü ç âèêîðèñòàííÿì ïîòóæíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ òåõí³êè òà

ñó÷àñíèõ àëãîðèòì³â îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè. Íàïðÿìêè, âèçíà÷åíi àêà-

äåì³êîì I.I. Ëÿøêîì, ï³ä êåð³âíèöòâîì ÿêîãî çàõèùåíî áiëüøå 40 êàíäèäàò-

ñüêèõ òà äîêòîðñüêèõ äèñåðòàöié, ñòàëè îðiºíòèðàìè äëÿ ðîáîòè éîãî ÷èñëåí-

íèõ ïîñëiäîâíèêiâ â Óêðà¿í³ òà çà êîðäîíîì.

Òåìàòèêà òåîð³¿ ô³ëüòðàö³¿ ðåãóëÿðíî çíàõîäèòü â³äîáðàæåííÿ íà ñòîð³íêàõ

æóðíàëó «Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç». Ïóáë³êàö³¿ ó÷í³â ².². Ëÿøêà ð³çíèõ

ðîê³â [30–32, 35], ó ÿêèõ éîãî ³äå¿ ³ çäîáóòêè îòðèìàëè ïîäàëüøèé ðîçâèòîê, òà-

êîæ íàäðóêîâàíî ó æóðíàë³.
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FORMATION AND DEVELOPMENT OF THE SCIENTIFIC SCHOOL

OF THE MATHEMATICAL THEORY OF FILTRATION

To the 100th anniversary of the birth of I.I. Lyashko

Abstract. The review describes the main stages of the formation and development of the Kyiv

School of the mathematical filtration theory. The main attention is paid to the scientific ideas

and results of its leader, an outstanding Ukrainian scientist, Academician of the National

Academy of Sciences of Ukraine, Ivan Ivanovich Lyashko. The journal “Kibernetyka ta
Systemnyi analiz” systematically publishes the works of I. I. Lyashko’s students, in which his
ideas and achievements were further developed.

Keywords: theory of filtration, applied mathematics, computational mathematics, cybernetics,

systems with distributed parameters.
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