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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ
â ³ãðîâèõ çàäà÷àõ äèíàì³êè. Ñôîðìóëüîâàíî ìîäèô³êîâàí³ äîñòàòí³ óìîâè çàê³í÷åííÿ ãðè çà
ê³íöåâèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ ó ðàç³, êîëè óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå âèêîíóºòüñÿ. Çàì³ñòü ñåëåêòî-
ðà Ïîíòðÿã³íà ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿê³ ôóíêö³¿ çñóâó, à ç ¿õíüîþ äîïîìîãîþ ââîäÿòüñÿ
ñïåö³àëüí³ áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ. Âîíè ïîðîäæóþòü âåðõí³ ³ íèæí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³
ôóíêö³¿ ñïåö³àëüíîãî òèïó ³ íà ¿õí³é îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî äâà òèïè ìîäèô³êîâàíèõ ñõåì:
ïåðøîãî ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà òà ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é. Öå çàáåçïå÷óº çàâåðøåííÿ
êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó äëÿ îá’ºêò³â ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ â êëàñ³ êâàç³ñòðàòåã³é
³ êîíòðêåðóâàíü. Íîâ³ òåîðåòè÷í³ ðåçóëüòàòè ïðî³ëþñòðîâàíî íà ìîäåëüíîìó ïðèêëàä³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êåðîâàí³ îá’ºêòè ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ, êâàç³ë³í³éíà äèôåðåíö³àëüíà ãðà,
áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ, âèì³ðíèé ñåëåêòîð, ñòðîáîñêîï³÷íà ñòðàòåã³ÿ, ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ ïðîáëåìè çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ç ð³çíîþ
³íåðö³éí³ñòþ òà ïåðåõîïëåííÿ ö³ëåé â ³ãðîâèõ çàäà÷àõ äèíàì³êè íà îñíîâ³ ïåðøîãî
ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà [1], à òàêîæ ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é [2] ³ éîãî ñó÷àñíî¿
âåðñ³¿ [3]. Àêòóàëüí³ñòü ö³º¿ ïðîáëåìè çóìîâëåíà íåîáõ³äí³ñòþ òåîðåòè÷íîãî îá´ðóí-
òóâàííÿ â³äîìèõ ïðîºêòóâàëüíèêàì ðàêåòíî¿ òà êîñì³÷íî¿ òåõí³êè ìåòîä³â êðèâî¿ ïî-
ãîí³ Ë. Åéëåðà, ìåòîäó ïåðåñë³äóâàííÿ çà ïðîìåíåì ³, çîêðåìà, ïàðàëåëüíîãî çáëè-
æåííÿ. Óìîâà Ïîíòðÿã³íà [1] º êëþ÷îâîþ óìîâîþ â ïåðøîìó ìåòîä³ Ïîíòðÿã³íà òà
ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é, ³ ó ðàç³ ¿¿ íåâèêîíóâàíîñò³ ö³ ìåòîäè íå ïðàöþ-
þòü. Äëÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ õàðàêòåðíèì º òå, ùî íà äåÿêî-
ìó ³íòåðâàë³ ÷àñó íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà Ïîíòðÿã³íà, ùî ³ñòîòíî óñêëàäíþº çàñòîñó-
âàííÿ ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é äî öüîãî êëàñó ³ãðîâèõ çàäà÷ äèíàì³êè.
Ïðèêëàäîì ìîæå áóòè çàäà÷à «õëîï÷èê ³ êðîêîäèë» [2].

Ó ö³é ðîáîò³ îïèñàíî âèïàäîê, êîëè óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå âèêîíóºòüñÿ
³ çàì³ñòü ñåëåêòîðà Ïîíòðÿã³íà ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿê³ ôóíêö³¿ çñóâó, çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ ââîäÿòüñÿ ñïåö³àëüí³ áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ. Âîíè ïîðîäæóþòü âåðõí³
³ íèæí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ ñïåö³àëüíîãî òèïó ³ íà ¿õí³é îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî
ìîäèô³êîâàí³ ñõåìè ïåðøîãî ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà òà ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ
ôóíêö³é. Öå çàáåçïå÷óº çàâåðøåííÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó äëÿ îá’ºêò³â
ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ â êëàñ³ êâàç³ñòðàòåã³é ³ êîíòðêåðóâàíü. Íîâ³ òåîðåòè÷í³ ðå-
çóëüòàòè ïðî³ëþñòðîâàíî íà ìîäåëüíîìó ïðèêëàä³.

Ðîáîòà ïðîäîâæóº äîñë³äæåííÿ [1–5], äîòè÷íà äî ïóáë³êàö³é [6–12] ³ ïîøè-
ðþº êëàñ ³ãðîâèõ çàäà÷ çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ, ÿê³
ìàþòü ðîçâ’ÿçîê.
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z t g t t u d

t

( ) ( ) ( , ) ( ( ), ( ))� � �� � � � � � �

0

, t � 0 . (1)

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 2 87

1Ðîáîòó âèêîíàíî çà ÷àñòêîâî¿ ï³äòðèìêè Íàö³îíàëüíîãî ôîíäó äîñë³äæåíü Óêðà¿íè.
Ãðàíò ¹ 2020.02/0121.

© À.Î. ×èêð³é, É.Ñ. Ðàïïîïîðò, 2023



Òóò z t R n( )� , ôóíêö³ÿ g t( ), g R R n: � � , âèì³ðíà çà Ëåáåãîì [9] ³ îáìåæåíà

äëÿ t 	 0 , ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ � ( , )t � , t � �� 0, âèì³ðíà çà t, à òàêîæ
º ñóìîâíîþ çà � äëÿ êîæíîãî t R� � . Áëîê êåðóâàííÿ çàäàºòüñÿ ôóíêö³ºþ

� �( , )u , �:U V R n
 � , ÿêà ââàæàºòüñÿ áåçïåðåðâíîþ çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ

íà ïðÿìîìó äîáóòêó íåïóñòèõ êîìïàêò³â U ³ V ; m, l, n — íàòóðàëüí³ ÷èñëà.
Êåðóâàííÿ ãðàâö³â u( )� , u R U: � � , ³ � �( ), �: R V� � , º âèì³ðíèìè

ôóíêö³ÿìè ÷àñó.

Êð³ì ïðîöåñó (1) çàäàíî òåðì³íàëüíó ìíîæèíó M *, ùî ìàº öèë³íäðè÷íèé
âèãëÿä

M M M* � �0 , (2)

äå M 0 — ë³í³éíèé ï³äïðîñò³ð ç R n , à M — êîìïàêò ç îðòîãîíàëüíîãî

äîäàòêà L äî ï³äïðîñòîðó M 0 ó R n .

Ö³ë³ ïåðøîãî ( )u ³ äðóãîãî ( )� ãðàâö³â ïðîòèëåæí³. Ïåðøèé ãðàâåöü
(ïåðåñë³äóâà÷) íàìàãàºòüñÿ âèâåñòè òðàºêòîð³þ ïðîöåñó (1) íà òåðì³íàëüíó
ìíîæèíó (2) çà íàéêîðîòøèé ÷àñ, à äðóãèé ãðàâåöü (âò³êà÷) — ìàêñèìàëüíî

â³äòÿãíóòè ìîìåíò ïîòðàïëÿííÿ òðàºêòîð³¿ íà ìíîæèíó M * àáî âçàãàë³
óíèêíóòè çóñòð³÷³.

Ñòàíåìî íà á³ê ïåðøîãî ãðàâöÿ ³ ââàæàòèìåìî, ùî ó ðàç³, êîëè ãðà (1), (2)
òðèâàº íà ³íòåðâàë³ [ , ]0 T , êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ â ìîìåíò t âèáèðàòèìåìî íà
îñíîâ³ ³íôîðìàö³¿ ïðî g T( ) ³ � t ( )� , òîáòî ó âèãëÿä³ âèì³ðíî¿ ôóíêö³¿

u t u g T t( ) ( ( ), ( ))� �� , t T�[ , ]0 , u t U( )� , (3)

äå � �t s s t( ) { ( ): [ , ]}� � � 0 — ïåðåä³ñòîð³ÿ êåðóâàííÿ äðóãîãî ãðàâöÿ äî ìîìåíòó t ,
àáî ó âèãëÿä³ êîíòðêåðóâàííÿ

u t u g T t( ) ( ( ), ( ))� � , t T�[ , ]0 , u t U( )� . (4)

ßêùî, çîêðåìà, g t e zAt( ) � 0 ,� ( , ) ( )t eA t� �� � , z z( )0 0� , à eAt — ìàòðè÷íà åêñ-

ïîíåíòà, òî ââàæàòèìóòü, ùî êåðóâàííÿ u t u z t( ) ( , ( ))� �0 � ðåàë³çóº êâàç³-
ñòðàòåã³þ [7], à êîíòðêåðóâàííÿ [6] u t u z t( ) ( , ( ))� 0 � º ïðîÿâîì ñòðîáîñêîï³÷íî¿
ñòðàòåã³¿ Õàéºêà [8].

Ñôîðìóëþºìî íåîáõ³äí³ ôàêòè ç îïóêëîãî [1, 10] àíàë³çó ó âèãëÿä³ ëåìè.

Ëåìà 1. Íåõàé X R n� — îïóêëèé êîìïàêò, � �( ) — íåâ³ä’ºìíà îáìåæåíà

âèì³ðíà ÷èñëîâà ôóíêö³ÿ. Òîä³ � � � � � �( ) ( )
0 0

T T

Xd d X� �� , T 	 0. Äî òîãî æ ÿêùî 0�X ,

f X( ) ( )� � �� ³ � � �( )
0

1
T

d� 
 , òî f d X
T

( )� �

0
� � , f ( )� — âèì³ðíà ôóíêö³ÿ, ��[ , ]0 T .

Ïîçíà÷èìî � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîºêòóâàííÿ ç R n ó L . Ïîêëàâøè

� �( , )U � { ( , ) : }� �u u U� , ðîçãëÿíåìî áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ

W t t U( , , ) ( , ) ( , )� � � � � �� � , W t W t

V

( , ) ( , , )� � �

�

�
�
�

íà ìíîæèíàõ � � 
V ³ � � â³äïîâ³äíî, äå � � = {( , ): }t t� �0 
 
 
 � �� , � —
äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî. Ïðèïóñòèìî, ùî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ W t( , , )� �

ìàº çàìêíåí³ çíà÷åííÿ íà ìíîæèí³ � � 
V .
Óìîâà Ïîíòðÿã³íà. Áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ W t( , )� ïðèéìàº íåïóñò³

çíà÷åííÿ íà ìíîæèí³ � �, � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî.
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Ç óðàõóâàííÿì ïðèïóùåíü ïðî ìàòðè÷íó ôóíêö³þ � ( , )t � ìîæíà çðîáèòè
âèñíîâîê, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ô³êñîâàíîãî t 	 0 âåêòîð-ôóíêö³ÿ � � � �� ( , ) ( , )t u

áóäå L B� -â³ì³ðíîþ çà ( , ) [ , ]� � � 
0 t V ³ áåçïåðåðâíîþ çà u U� . Òîìó íà
ï³äñòàâ³ òåîðåìè ïðî ïðÿìèé îáðàç [9] äëÿ áóäü-ÿêîãî ô³êñîâàíîãî t 	 0 áàãàòîç-
íà÷íå â³äîáðàæåííÿ W t( , , )� � º L B� -âèì³ðíèì çà ( , ) [ , ]� � � 
0 t V . ßêùî óìîâà
Ïîíòðÿã³íà âèêîíàíà, òî íà ìíîæèí³ � ³ñíóº ïðèíàéìí³ îäèí ñåëåêòîð � �0 ( , )t

â³äîáðàæåííÿ W t( , )� , � � �0 ( , ) ( , )t W t� . Òàêèé ñåëåêòîð íàçèâàòèìåìî ñåëåêòî-
ðîì Ïîíòðÿã³íà. Ñôîðìóëþºìî óìîâó Ïîíòðÿã³íà â åêâ³âàëåíòíîìó âèãëÿä³.

Íà ìíîæèí³ � � , äå �— äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, ³ñíóº ñåëåêòîð Ïîíòðÿã³íà
� �0 ( , )t , äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

0 0� �
�

[ ( , , ) ( , )]W t t

V

� � � �

�
� .

Óìîâà Ïîíòðÿã³íà º êëþ÷îâîþ óìîâîþ äëÿ ïåðøîãî ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà,
³ ÿêùî âîíà íå âèêîíàíà, òî ìåòîä íå ïðàöþº. Ñôîðìóëþºìî ìîäèô³êîâàíó
óìîâó Ïîíòðÿã³íà äëÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ.

Íåõàé � �( , )t , �:� � � L, — äåÿêà (ìàéæå âñþäè) îáìåæåíà âèì³ðíà çà t

³ ñóìîâíà çà � , ��[ , ]0 t , äëÿ êîæíîãî t 	 0 ôóíêö³ÿ, ÿêó íàçèâàòèìåìî ôóíêö³ºþ
çñóâó, � � � {( , ):t t� �0 
 
 
 � �� }, � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî. Íåõàé M1 —

îïóêëèé êîìïàêò ³ç îðòîãîíàëüíîãî äîäàòêó L äî ï³äïðîñòîðó M 0 ó R nòàêèé,

ùî äëÿ m M� 1 ìàòèìåìî � �m M1, ³ M M M m L2 1� � �* { : m M M� � �1 }
� � � ��

�m M
M m

1

( ) , äå * — ãåîìåòðè÷íà ð³çíèöÿ Ì³íêîâñüêîãî [1]. Íàçè-

âàòèìåìî äîïóñòèìèìè ôóíêö³þ çñóâó � �( , )t ³ ìíîæèíè M1, M 2 , äëÿ ÿêèõ

ñïðàâåäëèâ³ çàçíà÷åí³ óìîâè òà âëàñòèâîñò³.
Ðîçãëÿíåìî êîìïàêòíîçíà÷íå âèì³ðíå áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) ,

V t V( ) � ³ áåçïåðåðâíó ìàòðè÷íó ôóíêö³þ B t( ) ³ç çíà÷åííÿìè ïîðÿäêó k , äå k —

ðîçì³ðí³ñòü âåêòîðà � �V t( ) , t �[ , ]0 � , � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî. Çàçíà÷èìî,

ùî äëÿ â³äîáðàæåííÿ V t( ) ³ñíóº âèì³ðíèé ñåëåêòîð � s t( ) , � s t V t( ) ( )� , t �[ , ]0 � .

Äàë³ ïðèïóñêàòèìåìî, øî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) º êîìïàêòíîçíà÷íèì

âèì³ðíèì â³äîáðàæåííÿì, à ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) º áåçïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ.
Ïîçíà÷èìî W t t U B tB ( , , ) ( , ) ( , ( ) )� � � � � � �� �� , � � �B t u( , , , ) �

� �� � � � �( , ( , ) ) ( , )u B t u , ( , )t � ���, u U� , � �V , � �V t( ) ³ ðîçãëÿíåìî äëÿ

( , )t � ���, � �V , � �V t( ) áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

� �B Bt t t U M( , , , ) { : ( , ) ( , , , ) }� � � � � � � � � �� � �0 1 .

ßêùî íà ìíîæèí³ � � 
 
V V t( ) âèêîíàíî óìîâó �B t( , , , )� � � ��, òî ðîç-

ãëÿíåìî ñêàëÿðíó ôóíêö³þ � � � � � � � � �B Bt t( , , , ) : ( , , , )}� �inf { � , ��[ , ]0 t ,
� �V , � �V t( ) . Ïîêàæåìî [12], ùî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ �B t( , , , )� � � º çà-

ìêíåíîçíà÷íèì, L B B� � -âèì³ðíèì çà ñóêóïí³ñòþ ( , , )� � � , ��[ , ]0 t , � �V ,
� �V t( ) , à ôóíêö³ÿ � � � �B t( , , , ) º L B B� � -âèì³ðíîþ çà ñóêóïí³ñòþ ( , , )� � � ,

��[ , ]0 t , � �V , � �V t( ) , ³ òîìó âîíà ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíà [12], òîáòî

� � � � � �B t( , , ( ), ( )) âèì³ðíà çà � , ��[ , ]0 t , çà áóäü-ÿêèõ âèì³ðíèõ ôóíêö³é � �( ) ³
� �( ) , �( ) ( )� � �V , �( ) ( )� � �Vt , äå V ( )� — ñóêóïí³ñòü âèì³ðíèõ ôóíêö³é � �( ) ,

�� � �[ , ]0 , ç³ çíà÷åííÿìè ³ç V , Vt ( )� — ñóêóïí³ñòü âèì³ðíèõ ôóíêö³é � �( ) ,

�� � �[ , ]0 , ç³ çíà÷åííÿìè ³ç V t( ) . Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ôóíêö³ÿ

sup
� �

� � � �
� �V V t

B t
, ( )

( , , , ) âèì³ðíà çà � , ��[ , ]0 t .
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Óìîâà 1. ²ñíóþòü áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ), V t V( ) � ³ ìàòðè÷íà

ôóíêö³ÿ B t( ), t �[ , ]0 � , � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó
� �0 ( , )t òà ìíîæèíà M1, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ �B t( , , , )� � � ��,

( , )t � ���, � �V , � �V t( ), íåð³âí³ñòü sup
� �

� � � � �
� �

� 

V V t

B

t

t d
, ( )

( , , , )
0

1 ³ âêëþ÷åííÿ

0 0� �
�

[ ( , , ) ( , )]
( )

W t tB

V t

� � � �

�
� , � � � � �

� �
B

V V t
Bt U V V t t M( , , , ( )) ( , , , )

, ( )
�

� �
sup 1.

Ïîçíà÷èìî 	 	 � � � � �0 0 0
0

( ) ( , ( ), ( , )) ( ) ( , )t t g t t g t t d

t

� � � � � ³ ðîçãëÿíåìî ìíî-

æèíó � � � � � � �( ( ), ( , )) { [ , ]: ( ) }g t t M� 	0 0 20 � . ßêùî ñï³ââ³äíîøåííÿ ó ô³ãóðíèõ
äóæêàõ íå âèêîíóºòüñÿ äëÿ æîäíèõ t �[ , ]0 � , òî ïîêëàäåìî � � � � ��( ( ), ( , ))g � 0 .

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) ³ñíóþòü
áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � ,

� — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó � �0 ( , )t ³ ìíîæèíè M1,
M 2 òàê³, ùî íà ìíîæèí³ � � âèêîíàíà óìîâà 1, ìíîæèíà � � � �( ( ), ( , ))g � 0 íå
º ïîðîæíüîþ ³ ��� � � �( ( ), ( , ))g � 0 . Òîä³ ãðà ìîæå áóòè çàê³í÷åíà â ìîìåíò �
ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � �( ) — äîâ³ëüíèé âèì³ðíèé ñåëåêòîð êîìïàêòà V ,

�� �[ , ]0 . Çàçíà÷èìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì.
Ðîçãëÿíåìî äëÿ � �V t( ) , �� �[ , ]0 êîìïàêòíîçíà÷íå áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

U u U u B( , ) { : ( , ) ( , ( ) ) ( , ) }� � � � � � � � �� � � � � � � �� 0 .

Óíàñë³äîê âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòð³â ïðîöåñó (1) êîìïàêòíîçíà÷íå â³äîáðà-
æåííÿ U ( , )� � º L B� -âèì³ðíèì [12] äëÿ � �V t( ) , �� �[ , ]0 . Òîìó çà

òåîðåìîþ ïðî âèì³ðíèé âèá³ð ñåëåêòîðà [9] áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ
U ( , )� � ì³ñòèòü L B� -âèì³ðíèé ñåëåêòîð u( , )� � , ÿêèé º ñóïåðïîçèö³éíî
âèì³ðíîþ ôóíêö³ºþ [12].

Íåõàé � s ( )� º âèì³ðíèì ñåëåêòîðîì â³äîáðàæåííÿ V t( ) . Ïîêëàäåìî äëÿ

�� �[ , ]0 êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ u u( ) ( , ( ))� � � �� , äå

� �
� � � � �

� � � � �
( ) ( ), ( ) ( ),

( ), ( ) ( ).
�

� �

� �

�
�

�

�

êùî
êùî

V t

V ts�

Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (1) îòðèìàºìî

� � � � � � � � � �z u dB( ) ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))� � � � � �
�

� �

0

� � � � � � � �
�

�	 � � � � � � � � � �0 0
0

( ) ( ( , ) ( ( ), ( ) ( )) ( , ))� u B d .

Òîä³ âíàñë³äîê óìîâè 1 ùîäî âèçíà÷åííÿ ìîìåíòó � ìàºìî

� � � � � � � � � � �
� �

� ( , ) ( , ( ), ( ), ( )) ( , , ,
, ( )

� � � �
� �

B
V V t

Bu sup �)M1

i
sup

� �

� � � � �
� �

�

� 
�
V V t

B d
, ( )

( , , , )
0

1.
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Òîìó çã³äíî ç ëåìîþ 1 ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

� � � � � � � � �� ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))� � �
�

� B u d M

0
1

³, îòæå,
� � � �
�

� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))B u d M

0
1.

Ç óðàõóâàííÿì çàêîíó âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðøèì ãðàâöåì îòðèìàºìî

� 	z M M M M( ) ( )� � � � � � �1 0 1 2 ³ z M( ) *� � . ùî é çàâåðøóº äîêàç

òåîðåìè.
Çàóâàæåííÿ 1. Òåîðåìà 1 º àíàëîãîì ïåðøîãî ïðÿìîãî ìåòîäó Ïîíò-

ðÿã³íà [1] äëÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ³ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ. Çàçíà÷èìî, ùî
äîïóñòèìà ôóíêö³ÿ çñóâó � �0 ( , )t â óìîâ³ 1 º ñåëåêòîðîì Ïîíòðÿã³íà äëÿ
áàãàòîçíà÷íîãî â³äîáðàæåííÿ V t( ) ,V t V( ) � . ßêùî âèêîíàíî óìîâó Ïîíòðÿã³íà,

òî ïîêëàäåìî V t V( ) � , B t E( ) � , E — îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, ³ ïåðåòâîðèìî óìîâó 1

íà óìîâó Ïîíòðÿã³íà. Îòæå, óìîâó 1 ââàæàòèìåìî ìîäèô³êîâàíîþ óìîâîþ
Ïîíòðÿã³íà ïåðøîãî òèïó äëÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ³ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ.

Ïîçíà÷èìî 	 	 � � � � �( ) ( , ( ), ( , )) ( ) ( , )t t g t t g t t d

t

� � � � �
0

òà ðîçãëÿíåìî äëÿ

( , )t � ��� , �	 0 , � �V t( ) áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

A ( , , ) { : [ ( , , ) ( , )] [ ( )] }t W t t M tB� � 
 � � � � 
 	� � � � � ��0 2 . (5)

ßêùî íà ìíîæèí³ � � 
V âèêîíàíî óìîâó A ( , , )t � � �� , òî ðîçãëÿíåìî

âåðõíþ ³ íèæíþ ñêàëÿðí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ [4]


 � � 
 
 � �* ( , , ) : ( , , )t t� �sup{ }A ,


 � � 
 
 � �* ( , , )t � �inf { : (t, , )}A , ( , )t � ��� , � �V t( ) .

Ìîæíà ïîêàçàòè [12], ùî áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ A ( , , )t � � º çàìêíåíîç-
íà÷íèì, L B� -âèì³ðíèì çà ñóêóïí³ñòþ ( , )� � , ( , )t � ���, � �V t( ) , à âåðõíÿ ³
íèæíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ º L B� -âèì³ðíèìè çà ñóêóïí³ñòþ ( , )� � ,
( , )t � ���, � �V t( ) ³ òîìó âîíè ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðí³ [12], òîáòî 
 � � �* ( , , ( ))t

³ 
 � � �* ( , , ( ))t âèì³ðí³ çà �, ( , )t � ���, äëÿ áóäü-ÿêî¿ âèì³ðíî¿ ôóíêö³¿ �( ) ( )� � �Vt .
Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî âåðõíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ íàï³âáåçïåðåðâíà çâåðõó,
íèæíÿ — íàï³âáåçïåðåðâíà çíèçó çà çì³ííîþ � òà ôóíêö³¿ inf

�

 � �

�V t
t

( )

* ( , , ) ³
sup

�


 � �
�V t

t
( )

* ( , , ) º âèì³ðíèìè çà �, ( , )t � ���.

Óìîâà 2. ²ñíóþòü áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿV t( ) ,V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ

B t( ) , t �[ , ]0 � , � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó � �( , )t ³ ìíî-
æèíè M1, M 2 , äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ �B t( , , , )� � � ��, ( , )t � ���,

� �V , � �V t( ), íåð³âíîñò³ sup
� �

� � � � �
� �

� 

V V t

B

t

t d
, ( )

( , , , )
0

1, sup
�


 � � �
�

� �
V t

t

t d
( )

* ( , , )
0

1

³ âêëþ÷åííÿ
� � � � �

� �
B

V V t
Bt U V V t t M( , , , ( )) ( , , , )

, ( )
�

� �
sup 1,

0 2� � � �
�

{[ ( , , ) ( , )] ( , , )[ ( )]}
( )

W t t t M tB

V t

� � � � � � 	

�

A� .
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Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

� � � � � � �* ( ( ), ( , )) { [ , ]: ( ) }g t t M� 	0 2� . (6)

ßêùî âêëþ÷åííÿ â ô³ãóðíèõ äóæêàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ (6) íå âèêîíóºòüñÿ äëÿ
æîäíèõ t �[ , ]0 � , òî ïîêëàäåìî � � � � ��* ( ( ), ( , ))g � .

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) ³ñíóþòü
áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � ,

� — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó � �( , )t ³ ìíîæèíè M1, M 2
òàê³, ùî íà ìíîæèí³ � � âèêîíàíà óìîâà 2, ìíîæèíà � � � �* ( ( ), ( , ))g � íå
º ïîðîæíüîþ ³ � �� � � �* * ( ( ), ( , ))g � . Òîä³ ãðà ìîæå áóòè çàê³í÷åíà â ìîìåíò �*
ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé � �( ) — äîâ³ëüíèé âèì³ðíèé ñåëåêòîð êîìïàêòà V ,

�� �[ , ]*0 . Çàçíà÷èìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì.
Ðîçãëÿíåìî äëÿ � �V t( ) , �� �[ , ]*0 êîìïàêòíîçíà÷íå áàãàòîçíà÷íå

â³äîáðàæåííÿ
U * ( , )� � �

� � � � � � � � � �{ : ( , ) ( , ( ) ) ( , ) ( , , )[* * * * *u U u B M� � � � � � � 
 � �� 2 	( )]}*� .

Âíàñë³äîê âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòð³â ïðîöåñó (1) òà íèæíüî¿ ðîçâ’ÿçóâàëüíî¿
ôóíêö³¿ 
 � �* *( , , )� êîìïàêòíîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ U * ( , )� � º L B� -âèì³ð-
íèì [12] çà � �V t( ) , �� �[ , ]*0 . Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî âèì³ðíèé âèá³ð ñåëåêòî-

ðà [9] áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ U * ( , )� � ì³ñòèòü L B� -âèì³ðíèé ñåëåêòîð
u* ( , )� � , ÿêèé º ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíîþ ôóíêö³ºþ [12].

Íåõàé � s ( )� º âèì³ðíèì ñåëåêòîðîì â³äîáðàæåííÿ V t( ) . Ïîêëàäåìî äëÿ

�� �[ , ]*0 êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ u u* *( ) ( , ( ))� � � �� , äå

� �
� � � � �

� � � � �
( ) ( ), ( ) ( ),

( ), ( ) ( ).
�

� �

� �

�
�

�

�

êùî
êùî

V t

V ts�

Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (1) îòðèìàºìî

� � � � � � � � � �z u dB( ) ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))* * * *

*

� � � � � �
�

� �

0

� � � � � � � �
�

	 � � � � � � � � � �( ) ( ( , ) ( ( ), ( ) ( )) ( , ))* * * * *

*

� u B d

0
� . (7)

Âíàñë³äîê óìîâè 2 ùîäî âèçíà÷åííÿ ìîìåíòó �* ìàºìî

0 1�M , � � � � � � � � �
� �

� ( , ) ( , ( ), ( ), ( )) ( ,* * *
, ( )

*� � � �
� �

B
V V t

Bu sup � � �, , )M1,

sup
� �

� � � � �
� �

�

� 
�
V V t

B d
, ( )

*( , , , )
*

0

1.

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1 ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

� � � � � � � � �� ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))* * *

*

� � �
�

� B u d M

0
1

òà çà ïðèïóùåííÿì

� � � �
�

� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))* * *

*

B u d M

0
1.
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Ç óðàõóâàííÿì âèáîðó êåðóâàííÿ òà ç âèçíà÷åííÿ ìîìåíòó �* ìàºìî

0 2� � �M 	( )* ,

� � � � � � � � � 
 � � �� ( , ) ( ( ), ( ) ( )) ( , ) ( , , ( ))* * * * * *� � � � � � �u B [ ( )]*M 2 � �	 ,

sup
�


 � � �
�

�

� 
�
V t

d
( )

* *( , , )
*

0

1.

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1 ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

( ( , ) ( ( ), ( ) ( )) ( , )) (* * * *

*

� � � � � � � � � � 	� � � � � � � �
�

� u B d M

0
2 �* ) .

Îòæå, ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) âèçíà÷àº

� 	 	z M M M M M( ) ( ) ( )* * *� � � � � � � � � �1 2 1 2

³ z M( )*
*� � , ùî é çàâåðøóº äîêàç òåîðåìè.

Ëåìà 2. Äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) âèêîíàíî óìîâó 1 òîä³
³ ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóþòü áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � ,

³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � , � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³
ôóíêö³ÿ çñóâó � �( , )t , ìíîæèíè M1, M 2 , äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâîþ º óìîâà 2 i
0�A ( , , )t � � íà ìíîæèí³ � � 
V t( ) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) ³ñíóþòü
áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � ,

� — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó � �( , )t ³ ìíîæèíè M1 , M 2
òàê³, ùî âèêîíàíà óìîâà 2 ³ 0�A ( , , )t � � íà ìíîæèí³ � � 
V t( ) . Òîä³ íóëüîâå

çíà÷åííÿ 
 çàáåçïå÷óº íå ïóñòîòó ïåðåòèíó ó âèðàç³ (5) ³ òîìó ç óðàõóâàííÿì
óìîâè �( , , , )t � � � �� , ( , )t � ���, � �V , � �V t( ) , ìàºìî 0� �W t tB ( , , ) ( , )� � � � ,

( , , ) ( )t V t� � � 
�� .

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ ( , )t � ��� ìàºìî 0� �
�

[ ( , , ) ( , )]
( )

W t tB

V t

� � � �

�
� , òîá-

òî ñïðàâåäëèâà óìîâà 1. Âèõîäÿ÷³ ç ì³ðêóâàíü ïðî çâîðîòíèé ïîðÿäîê, ä³éäåìî
ïîòð³áíîãî âèñíîâêó.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî º áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) ,V t V( ) � , ³ ìàòðè÷-
íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � , �— äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó
� �( , )t , ìíîæèíè M1, M 2 , äëÿ ÿêèõ âèêîíàíà óìîâà 1, òî ç âèêîðèñòàííÿì
ëåìè 2 îòðèìóºìî 
 � � 
 
 � �* ( , , )t � � �inf { : (t, , )}A 0 íà ìíîæèí³ � � 
V t( ) .

ÌÎÄÈÔ²ÊÎÂÀÍÀ ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÓ ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀËÜÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É

Óìîâó 2 ââàæàòèìåìî ìîäèô³êîâàíîþ óìîâîþ Ïîíòðÿã³íà äðóãîãî òèïó.
Âîíà º êëþ÷îâîþ â ìîäèô³êîâàí³é ñõåì³ ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é äëÿ
êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ³ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ. Ñôîðìóëþºìî ìîäèô³êîâàíó ñõå-
ìó ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é.
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Óìîâà 3. ²ñíóþòü áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà
ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � , � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó
� �( , )t ³ ìíîæèíè M1, M 2 òàê³, ùî íà ìíîæèí³ � � âèêîíàíà óìîâà 2 òà
ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

0 2� � � �
�

{[ ( , , ) ( , )] ( , , )[ ( )]}
( )

*W t t t M tB
V t

� � � � 
 � � 	
�

sup
��V t( )
� .

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî ³ñíóþòü áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � ,

³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � , � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³
ôóíêö³ÿ çñóâó � �( , )t , ìíîæèíè M1, M 2 , äëÿ ÿêèõ âèêîíàíî óìîâó 1, òî ç âèêî-
ðèñòàííÿì ëåìè 2 âèêîíàíî óìîâó 3 ³ ð³âí³ñòü sup

�


 � �
�

�
V t

t
( )

* ( , , ) 0 .
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

T g t t t d
V t

t

( ( ), ( , )) [ , ]: ( , , )
( )

*� 
 � � �
�

� � � � �
�
�

�
�0 1
0

� inf�

��

�
�
�

 �
. (8)

ßêùî 
 � �* ( , , )t ! �� äëÿ ( , )t � ���, � �V t( ) , òî çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíîãî

³íòåãðàëà ó ô³ãóðíèõ äóæêàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ïðèðîäíî ââàæàòèìåìî �� ³
t T g t� � �( ( ), ( , ))� . Ó ðàç³, êîëè íåð³âí³ñòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) íå ñïðàâäæóºòüñÿ
äëÿ âñ³õ t �[ , ]0 � , ïîêëàäåìî T g t( ( ), ( , ))� � � ��.

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) ³ñíóþòü
áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � ,

�— äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó � �( , )t ³ ìíîæèíè M1 , M 2
òàê³, ùî âèêîíàíî óìîâó 3, ìíîæèíà T g t( ( ), ( , ))� � � íå º ïîðîæíüîþ ³
T T g t� � �( ( ), ( , ))� . Òîä³ ãðà ìîæå áóòè çàê³í÷åíà â ìîìåíò T ç âèêîðèñòàííÿì
êåðóâàííÿ âèãëÿäó (3).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé �( )� º äîâ³ëüíèì âèì³ðíèì ñåëåêòîðîì êîìïàêòàV , à � s ( )�

º âèì³ðíèì ñåëåêòîðîì â³äîáðàæåííÿ V t( ) . Ïîêëàäåìî äëÿ ��[ , ]0 T

� �
� � � � �

� � � � �
( ) ( ), ( ) ( ),

( ), ( ) ( ).
�

� �

� �

�
�

�

�

êùî
êùî

V t

V ts�

Çàçíà÷èìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì.
Ðîçãëÿíåìî íàñàìïåðåä âèïàäîê 	 �( , ( ), ( , ))T g T M� � � 2 òà çàïðîâàäèìî

êîíòðîëüíó ôóíêö³þ

h t T d T d

t

V tt

T

( ) ( , , ( )) ( , , )*

( )
*� � �� �

�
1

0


 � � � � 
 � � �
�

sup , t T�[ , ]0 .

Çà âèçíà÷åííÿì T ìàºìî

h T d
V t

T

( ) ( , , )
( )

*0 1 0
0

� � 	
�

� sup
�


 � � � ,

h T T d T d

T

V t

T

( ) ( , , ( )) ( , , )*

( )

*� � 
 �� �
�

1 1
0 0


 � � � � 
 � � �
�

inf 
 0 .

Âíàñë³äîê áåçïåðåðâíoñò³ ôóíêö³¿ h t( ) ³ñíóº òàêèé ìîìåíò ÷àñó t* ,
t T* ( , ]� 0 , ùî h t( )* � 0 . Çàçíà÷èìî, ùî ìîìåíò ïåðåìèêàííÿ t* çàëåæèòü â³ä
ïåðåä³ñòîð³¿ êåðóâàííÿ äðóãîãî ãðàâöÿ � �t s s t

*
( ) { ( ): [ , ]}*� � � 0 .

Ïðîì³æêè ÷àñó [ , )*0 t , [ , ]*t T íàçèâàòèìåìî àêòèâíèì ³ ïàñèâíèì
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â³äïîâ³äíî. Çàïèøåìî ñïîñ³á êåðóâàííÿ ïåðøèãî ãðàâöÿ íà êîæíîìó ïðîì³æêó.
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî êîìïàêòí³ â³äîáðàæåííÿ

U u U T u B T T* ( , ) : ( , ) ( , ( ) ) ( , ))� � � � � � � � �� � � � �{ �

� �
 � � 	* ( , , )[ ( )]T M T2 }, ��[ , )*0 t , (9)

U u U T u B T T* ( , ) : ( , ) ( , ( ) ) ( , ))� � � � � � � � �� � � � �{ �

� �
�
sup

�


 � � 	
V t

T M T
( )

* ( , , )[ ( )]2 }, ��[ , ]*t T . (10)

Áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ U * ( , )� � ³ U * ( , )� � ìàº íåïîðîæí³ îáðàçè. Ç óðà-

õóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòð³â ïðîöåñó (1), ôóíêö³é 
 � �* ( , , )T ³

sup
�


 � �
�V t

T
( )

* ( , , ) êîìïàêòíîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ U * ( , )� � , ��[ , )*0 t , ³ U * ( , )� � ,

��[ , ]*t T , äëÿ � �V t( ) º L B� -âèì³ðíèìè [12]. Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî

âèì³ðíèé âèá³ð ñåëåêòîðà [9] ó êîæíîìó ç íèõ ³ñíóº õî÷à á ïî îäíîìó

L B� -âèì³ðíîìó ñåëåêòîðó u* ( , )� � ³ u* ( , )� � , ÿê³ º ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíèìè

ôóíêö³ÿìè [12]. Ïîêëàäåìî êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ íà àêòèâíîìó ïðîì³æêó

u* ( )� � � u* ( , ( ))� � � , ��[ , )*0 t , à íà ïàñèâíîìó ïðîì³æêó ïîêëàäåìî

u u* *( ) ( , ( ))� � � �� , ��[ , ]*t T .

Íà îñíîâ³ ôîðìóëè (1) äëÿ âèçíà÷åíèõ êåðóâàíü îòðèìàºìî

� � � � � � � � � �z T T T u dB

t

( ) ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))*
*

� �
"

#

$
$

�� �

0

�
%

&

'
'
�� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))*

*

T T u dB

t

T

� � � � ��	 � � � � � � � � � �( ) ( ( , ) ( ( ), ( ) ( )) ( , ))*
*

T T u B T T d

t

�

0

� � �� ( ( , ) ( ( ), ( ) ( )) ( , ))*

*

� � � � � � � � � �� T u B T T d

t

T

.
(11)

Óíàñë³äîê óìîâè 2 ìàòèìåìî

0 1�M , sup
� �

� � � � �
� �

� 

V V t

B

T

T d
, ( )

( , , , )
0

1,

� � � � � � � � � � �
� �

� ( , ) ( , ( ), ( ), ( )) ( , ,*

, ( )
T T u TB

V V t
B�

� �
sup , )� M1, ��[ , )*0 t ,

� � � � � � � � � � �
� �

� ( , ) ( , ( ), ( ), ( )) ( , ,*
, ( )

T T u TB
V V t

B�
� �

sup , )� M1, ��[ , ]*t T .

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1 îòðèìàºìî

� � � � � � � � � � � �� �( , ) ( , ( ), ( ), ( )) ( , ) ( , (*
*

*

T T u d T T uB

t

B

0
� � � � � � � �), ( ), ( ))

*

d M

t

T

� � 1
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òà çà ïðèïóùåííÿì ìàºìî

� �
"

#

$
$
� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))*
*

T T u dB

t

0

�
%

&

'
'
�� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ( ), ( ), ( ))*

*

T T u d MB

t

T

1.

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (9)–(11) âèçíà÷àþòü

� 	 
 � � � 	 �z T M T T M T d

t

( ) ( ) ( , , ( ))[ ( )]*
*

� � � � ��1 2
0

� � �
�

� sup
�


 � � 	 �
V tt

T

T M T d

( )
* ( , , )[ ( )]

*

2

� � � ��M T T d M T

t

1 2
0

	 
 � � � � 	( ) ( , , ( )) [ ( )]*
*

� � �
�

� sup
�


 � � � 	
V tt

T

T d M T

( )
* ( , , ) [ ( )]

*

2

� � � ��
�

M T T d T d

t

V t
1

0

1	 
 � � � � 
 � � �
�

( )[ ( , , ( )) ( , , )*

( )
*

*

sup ]

*t

T

� �

� � �� �
�

[ ( , , ( )) ( , , ) ]*

( )
*

*

*


 � � � � 
 � � �
�

T d T d M M

t

V tt

T

0
2sup 1 2� �M M .

Òóò âðàõîâàíî ëåìó 1, ð³âí³ñòü h t( )* � 0 ³ âêëþ÷åííÿ M M M1 2� � .
Äëÿ âèïàäêó 	 �( , ( ), ( , ))T g T M� � � 2 äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 2.
Óìîâà 4. ²ñíóþòü áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà

ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � , � — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó
� �( , )t ³ ìíîæèíè M1, M 2 òàê³, ùî íà ìíîæèí³ � � âèêîíàíî óìîâó 2 òà
ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

0 2� � � �
�

�

{[ ( , , ) ( , )] ( , , )[ ( )]*W t t t M tB
V

V

� � � � 
 � � 	
�

�

inf� }.

Òåîðåìà 4. Íåõàé äëÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó (1), (2) ³ñíóþòü
áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ V t( ) , V t V( ) � , ³ ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ B t( ) , t �[ , ]0 � ,

� — äåÿêå ïîçèòèâíå ÷èñëî, äîïóñòèì³ ôóíêö³ÿ çñóâó � �( , )t ³ ìíîæèíè M1, M 2
òàê³, ùî âèêîíàíî óìîâè 3, 4, ìíîæèíà T g t( ( ), ( , ))� � � íå º ïîðîæíüîþ ³
T T g t� � �( ( ), ( , ))� . Òîä³ ãðà ìîæå áóòè çàê³í÷åíà â ìîìåíò T ç âèêîðèñòàííÿì
êåðóâàííÿ âèãëÿäó (4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé �( )� º äîâ³ëüíèì âèì³ðíèì ñåëåêòîðîì êîìïàêòà V , � s ( )�

º âèì³ðíèì ñåëåêòîðîì â³äîáðàæåííÿ V t( ) . Ïîêëàäåìî äëÿ ��[ , ]0 T

� �
� � � � �

� � � � �
( ) ( ), ( ) ( ),

( ), ( ) ( ).
�

� �

� �

�
�

�

�

êùî
êùî

V t

V ts�

Çàçíà÷èìî ñïîñ³á âèáîðó êåðóâàííÿ ïåðåñë³äóâà÷åì.
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê 	 �( , ( ), ( , ))T g T M� � � 2 òà çàïðîâàäèìî

êîíòðîëüíó ôóíêö³þ
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h t T d T d
V t

t

V t

( ) ( , , ) ( , , )
( )

*

( )
*� � �

� �
�1
0

inf sup
� �


 � � � 
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t

T

� , t T�[ , ]0 .

Çà âèçíà÷åííÿì T ìàºìî

h T d
V t

T

( ) ( , , )
( )

*0 1 0
0

� � 	
�

� sup
�


 � � � , h T T d
V t

T

( ) ( , , )
( )

*� � 

�

�1 0
0

inf
�


 � � � .

Âíàñë³äîê áåçïåðåðâíîñò³ ôóíêö³¿ h t( ) ³ñíóº òàêèé ìîìåíò ÷àñó t* ,
t T* ( , ]� 0 , ùî h t( )* � 0 . Çàçíà÷èìî, ùî ìîìåíò ïåðåìèêàííÿ t* íå çàëåæèòü â³ä
ïåðåä³ñòîð³¿ êåðóâàííÿ äðóãîãî ãðàâöÿ � �t s s t

*
( ) { ( ): [ , ]}*� � � 0 .

Ïðîì³æêè ÷àñó [ , )*0 t , [ , ]*t T íàçèâàòèìåìî àêòèâíèì ³ ïàñèâíèì
â³äïîâ³äíî. Çàïèøåìî ñïîñ³á êåðóâàííÿ ïåðøèãî ãðàâöÿ íà êîæíîìó ïðîì³æêó.
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî êîìïàêòí³ â³äîáðàæåííÿ

~
( , ) { : ( , ) ( , ( ) ) ( , )*U u U T u B T T� � � � � � � � �� � � � ��

� �
�
inf

�

 � � 	

V t

T M T
( )

* ( , , )[ ( )]2 }, ��[ , )*0 t , (12)

~
( , ) { : ( , ) ( , ( ) ) ( , )*U u U T u B T T� � � � � � � � �� � � � ��

� �
�
sup

�


 � � 	
V t

T M T
( )

* ( , , )[ ( )]2 }, ��[ , ]*t T . (13)

Áàãàòîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ
~

( , )*U � � ³
~

( , )*U � � ìàþòü íåïîðîæí³ îáðàçè.

Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòð³â ïðîöåñó (1), ôóíêö³é inf
�


 � �
�V t

T
( )

* ( , , ) ³

sup
�


 � �
�V t

T
( )

* ( , , ) êîìïàêòíîçíà÷í³ â³äîáðàæåííÿ
~

( , )*U � � , ��[ , )*0 t , ³
~

( , )*U � � ,

��[ , ]*t T , äëÿ � �V t( ) º L B� -âèì³ðíèìè [12]. Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî âèì³ðíèé

âèá³ð ñåëåêòîðà [9] â êîæíîìó ç íèõ ³ñíóº õî÷à á ïî îäíîìó L B� -âèì³ðíîìó ñå-

ëåêòîðó ~ ( , )*u � � ³ ~ ( , )*u � � , ÿê³ º ñóïåðïîçèö³éíî âèì³ðíèìè ôóíêö³ÿìè [12]. Ïîêëà-

äåìî êåðóâàííÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ íà àêòèâíîìó ïðîì³æêó ~ ( ) ~ ( , ( ))* *u u� � � �� ,

��[ , )*0 t , à íà ïàñèâíîìó ïðîì³æêó ~ ( ) ~ ( , ( ))* *u u� � � �� , ��[ , ]*t T .
Íà îñíîâ³ ôîðìóëè (1) äëÿ âèáðàíèõ êåðóâàíü îòðèìàºìî

� � � � � � � � � �z T T T u dB

t

( ) ( , ) ( , ~ ( ), ( ), ( ))*
*

� � �
"

#

$
$
� �

0

�
%

&

'
'
�� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ~ ( ), ( ), ( ))*

*

T T u dB

t

T

� � � � ��	 � � � � � � � � � �( ) ( ( , ) (~ ( ), ( ) ( )) ( , ))*
*

T T u B T T d

t

�

0

� � �� ( ( , ) (~ ( ), ( ) ( )) ( , ))*

*

� � � � � � � � � �� T u B T T d

t

T

. (14)

Óíàñë³äîê óìîâè 2 ìàºìî

0 1�M , sup
� �

� � � � �
� �

� 

V V t

B

T

T d
, ( )

( , , , )
0

1,
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� � � � � � � � � �
� �

� ( , ) ( , ~ ( ), ( ), ( )) ( , ,*

, ( )
T T u TB

V V t
B�

� �
sup � �, )M1, ��[ , )*0 t ,

� � � � � � � � �
� �

� ( , ) ( , ~ ( ), ( ), ( )) ( , ,*
, ( )

T T u t TB
V V t

B�
� �

sup � �, )M1, ��[ , ]*t T .

Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ëåìè 1 îòðèìàºìî

� � � � � � � � � � �� �( , ) ( , ~ ( ), ( ), ( )) ( , ) ( , ~*
*

T T u t d T T uB

t

B

0
� � * ( ), ( ), ( ))

*

� � � � � �d M

t

T

� � 1

³ òîìó ìàºìî
� �
"

#

$
$
� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ~ ( ), ( ), ( ))*
*

T T u dB

t

0

�
%

&

'
'
�� � � � � � � � � �� ( , ) ( , ~ ( ), ( ), ( ))*

*

T T u d MB

t

T

1.

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (12)–(14) âèçíà÷àþòü

� 	 
 � � 	 �
�

z T M T T M T d
V t

t

( ) ( ) ( , , )[ ( )]
( )

*
*

� � � � �
�

�1 2
0

inf

� � �
�

� sup
�


 � � 	 �
V tt

T

T M T d

( )
* ( , , )[ ( )]

*

2

� � � � �
�

�M T t d M T
V t

t

1 2
0

	 
 � � � 	
�

( ) ( , , ) [ ( )]
( )

*
*

inf

� � �
�

� sup
�


 � � � 	
V tt

T

T d M T
( )

* ( , , ) [ ( )]

*

2

� � � �
� �

�M T t d T
V t

t

V t
1

0

1	 
 � � � 
 �
� �

( ) ( , , ) ( ,
( )

*

( )
*

*

inf sup , )

*

� �d

t

T

�
"

#

$
$

%

&

'
'
�

� �
� �

� �inf sup
� �


 � � � 
 � � �
V t

t

V tt

T

t d T d
( )

*

( )
*( , , ) ( , , )

*

*0

"

#

$
$

%

&

'
'

� � �M M M M2 1 2 .

Òóò âðàõîâàíî ëåìó 1, ð³âí³ñòü h t( )* � 0 ³ âêëþ÷åííÿ M M M1 2� � .
Ó âèïàäêó 	 �( , ( ), ( , ))T g T T M� � 2 äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 2.

ÌÎÄÅËÜÍÈÉ ÏÐÈÊËÀÄ («ÕËÎÏ×ÈÊ ² ÊÐÎÊÎÄÈË»)

Äèíàì³êó ïåðåñë³äóâà÷à ³ âò³êà÷à çàäàìî ð³âíÿííÿìè â³äïîâ³äíî

�� ,x u� x R n� , n � 2 , u S r� � ,

� ,y � � y R n� , n � 2, � ��S 0 , � �	 	 	r 0 , (15)

S R
b
a n� — ê³ëüöå ç öåíòðîì â íóë³, çîâí³øí³ì ðàä³óñîì a ³ âíóòð³øí³ì

ðàä³óñîì b .
Ïåðåñë³äóâàííÿ ââàæàòèìåìî çàâåðøåíèì, ÿêùî || ||x y� 
 
.
Âèõ³äíà çàäà÷à (15) çâîäèòüñÿ äî êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî ïðîöåñó â òàêèé

ñïîñ³á. Óâåäåìî íîâ³ çì³íí³
( , )z z z1 2 � ,
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z x y1 � � , � �z x2 � . (16)

Ïðîäèôåðåíö³þºìî çà ÷àñîì ñï³ââ³äíîøåííÿ (16). Ç óðàõóâàííÿì âèõ³äíèõ
ð³âíÿíü (15) îòðèìàºìî

�z z1 2� � � ,

�z u2 � . (17)

Òåðì³íàëüíà ìíîæèíà M z z S* { : }� �1 0

 , M z z0 1 0� �{ : } , M z z S� �{ : ,1 0




z2 0� } . Ïîçíà÷èìî

M S1 1 0
1� 
 , M S M M S S S2 2 0

1
1 0

1
1 0

1
1 0

1� � � � �
 
 
 
 
* * ( ) , 
 
 
2 1� � , 
 
	 1.

Òîä³
L z z� �{ : }2 0 , � � (

)
*

+

,
-

E 0
0 0

, �z z� 1 , A
E

� (

)
*

+

,
-

0
0 0

.

Îáëàñò³ êåðóâàíü ìàþòü âèãëÿä

U
u

u S r� (

)
*

+

,
- �

�
�
�

�
�
 

0 : � , V S� (

)
*

+

,
- �

�
�
�

�
�
 

�
� �

0 0: , V S� (

)
*

+

,
- �

�
�
�

�
�
 

�
�

0
: , S S

r
�

� �
�

/ , V V� .

Ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè (17) ìàº âèãëÿä e
E tEAt � (

)
*

+

,
-0 0

.
Òîä³ îòðèìàºìî

� �e U tSAt
r� , � �e V SAt � 0 , �e V SAt � , M S L� �0


 .

Óìîâó Ïîíòðÿã³íà íå âèêîíàíî íà ³íòåðâàë³ [ , / )0 � � :

� � � �e U e V tS SAt At
r* *� ��0 , t �[ , / )0 � � .

Âèçíà÷èìî ôóíêö³þ çñóâó � ( )t ! 0 ³ ïîêëàäåìî

B t
tE t

E t
( ) ( / ) , / ,

, / .
�


 

	

�
�
�

� � � �
� �

0
V t

V t

V t
( ) , / ,

, / .
� 
 


	
�
�
�

0 � �
� �

Òîä³ ìàºìî
W t e U B tB

At( , , ) [ ( ) ]� � � �� � , � �S ,

0 0� � � �
�

[ ( , , ) ( , )] * ( ) ( ) { }W t v t e U e B t V tB

v S

At At� � � � �� , t �[ , / ]0 � � . (18)

Ó ðåçóëüòàò³ ïðîñòèõ îá÷èñëåíü ìàºìî

� � �

� � � �



� �

� �

( , , )
(|| || ( / ) ) || ||

, [ , / ],

, / ,

t

t
t

t

�
�

�

	

�

1
0

0
�
�

��

max ( , , )
, [ , / ],

, / .,� ��
� � �

� �



� �

� �
� �

�
�

�

	

�

�
�

�
S S

t

t
t

t0
1

0

0�

Îñê³ëüêè

� �
� ��

B
Att U V V t e V B t V t

S S t( , , , ( )) ( ( ) ( )) , [ , / ],

{
� � � � �0 0

0}, / ,t 	

�
�
� � �

òî
� � � �

� �




�
B

S S
t U V V t t S( , , , ( )) max ( , , )

,
�

� �0

1
0 . (19)
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ßêùî 
 � �1
2 2� / , òî äëÿ âñ³õ t � 0 ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü

( / )� � 
t t2
12 0� � � . (20)

Òîìó äëÿ 
 � �1
2 2� / äëÿ âñ³õ t � 0 âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

max ( , , )
( / )

,� ��
� � � � �

� �


� �
� 


�



S S

t

d
t t

00

2

1

2
1. (21)

Îòæå, óíàñë³äîê ñï³ââ³äíîøåíü (18), (19), (21) âèêîíàíî óìîâó 1.

Ïîêëàäåìî 	 �( )t e z z tzAt� � �1 2 . Îñê³ëüêè âèêîíàíî óìîâó 1, òî ñïðàâåäëèâ³

óìîâè 2, 3 ³ äëÿ t �[ , / ]0 � � , � �S ìàºìî 
 � � 
 � �
�

* *( , , ) ( , , )t t
S

� �
�

sup 0 . ßêùî

	 
( )t S� 2 0
1, òî óíàñë³äîê òåîðåìè 1 àáî òåîðåìè 2 ãðà ìîæå áóòè çàê³í÷åíà â

ìîìåíò t ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (4). Äî òîãî æ ç óðàõóâàííÿì
íåð³âíîñò³ (20) íàéìåíøèé ìîìåíò ÷àñó çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííþ

|| || ( / )z tz t t1 2
2 2� � � �� � 
 , t 
 � �/ .

Íåõàé 	 
( )t S� 2 0
1. Òîä³ äëÿ t � 
� � �/ âåðõíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ


 � �* ( , , )t âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ


 � � 
 
 
 	 � ��* ( , , ) : [ ( )] ( )[ ]}t S t t S r� � � � � � �sup{ 0 2 0
1

� � � � � � �sup{
 � � � 
	 

 � �0 2: || ( ) ( ) || ( )}t t t , � �S ,

³ ôóíêö³ÿ 
 � �* ( , , )t º á³ëüøèì ïîçèòèâíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ

( || ( ) || ( ) ) [( , ( )) ( ) ] [ ( )	 
 
 � 	 � � 
 
 � �t t t t2
2

2 2
2

22� � � � � � 2 2 2 0( | | | | )]� �� �

ñòîñîâíî 
, êîëè 	 
( )t S� 2 , � �S .

Ó ðåçóëüòàò³ îá÷èñëåíü îòðèìàºìî

min ( , , )*

�

 � �

�
�

S
t 0 , t � 
� � �/ , (22)

äî òîãî æ ì³í³ìóì äîñÿãàºòüñÿ íà âåêòîð³ � � 	 	� � ( ( ) / || ( ) || )t t .
Íåõàé 	 
( )t S� 2 ³ t � 	� � �/ . Òîä³ áàãàòîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ A ( , , )t � �

ìàº âèãëÿä
A ( , , ) { : [ ( )] [( ) ]}t S t t S r� � 
 
 
 	 � ��� � � � � �0 2 0

1 , � ��S 0 .

Âî÷åâèäü, A ( , , )t � � �� , òîìó ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

0 2 0
1

0

� � � � �

�

{[( ) ] ( , , )[ ( )]}t S t S tr

S

� � � � 
 	�

� �

A� . (23)

Âåðõíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíà ôóíêö³ÿ 
 � �* ( , , )t âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ


 � � 
 
 
 	 � ��* ( , , ) : [ ( )] ( ) }t S t t S r� � � � � � �sup{ 0 2 0
1

� � � � � �sup{ }
 � 
	 

 � �0 2: || ( ) || ( )t t , � ��S 0 ,

³ ôóíêö³ÿ 
 � �* ( , , )t º á³ëüøèì ïîçèòèâíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ
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( || ( ) || ( ) ) [( , ( )) ( ) ] [ ( )	 
 
 � 	 � � 
 
 � �t t t t2
2

2 2
2

22� � � � � � 2 2 0� �|| || ]�

ñòîñîâíî 
 äëÿ 	 
( )t S� 2 , � ��S 0 .

Ó ðåçóëüòàò³ îá÷èñëåíü äëÿ t � 	� � �/ îòðèìàºìî min ( , , )
( )

|| ( ) ||
*

� �

 � �

� � �

	 
�
�

� �

�S
t

t

t0 2

³ ì³í³ìóì äîñÿãàºòüñÿ íà âåêòîð³

� �
	

	
� �

( )

|| ( ) ||

t

t
. (24)

Âèçíà÷èìî ìîìåíò çàê³í÷åííÿ ãðè äëÿ t 	 � �/ . Ïîêëàäåìî

�
� �

� ��e V t
S t

S t

At ( )
, / ,

, / .
�


 


	

�
�
�

0

0

Ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñòåé (22), (24) çàïèøåìî

min ( , , )
( )

*

� �


 � � �
�

� �
e V t

t

At
t d

0

� �
�

�

�
�

� min ( , , ) min ( , , )*
( / )

*

( /�

� �

�
�


 � � � 
 � �
�

S

t

S
t

t d t

0 0�

� �

�
� � �

	 

�

)

( / )
( )

|| ( ) ||

t t

d
t

t
d� ��

� �

�
�

�

20

1 .

Ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ

|| || ( / )z tz t t1 2
2

12� � � � �� � 
 
 . (25)

Íàéìåíøèé ïîçèòèâíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ (25) º ìîìåíòîì çàê³í÷åííÿ ãðè.
Äëÿ t � 0 ë³âà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (25) ñòàíîâèòü || ||z1 ³ ç³ çðîñòàííÿì t çðîñòàº
ë³í³éíî, à ïðàâà ÷àñòèíà äîð³âíþº 
 
� 1 ³ ðîñòå êâàäðàòè÷íî. Îñê³ëüêè
|| ||z1 1	 �
 
 , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ z1 ³ z2 ìîìåíò çàê³í÷åííÿ ãðè º ê³íöåâèì. Ð³âí³ñòü
z tz1 2 0� � ìîæå áóòè âèêîíàíà ëèøå ï³çí³øå çà âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ (25), òîìó
öåé âèïàäîê íå ðîçãëÿäàºòüñÿ.

Íåõàé 	 
( )t S� 2 ³ � � �/ /R t r� � 
 . Òîä³ äëÿ � ��S 0 íèæíÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíà

ôóíêö³ÿ 
 � �* ( , , )t âèçíà÷àºòüñÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ


 � � 
 
 
 	 � ��
* ( , , ) : [ ( )] [( ) ]}t S t t S r� � � � � �inf { 0 2 0

1 .

Îäíàê äëÿ � �� �( )t S r
0 ìàºìî


 � � 
 � � 
 � 
	 � 

* *( , , ) ( , , ) : [ ( )] ( )t t t t Sr r� � 	 � � � �sup{ 0 0 2 0
1S } �

� 	 � � � �sup{
 � 
	 � 

0 2: || ( ) || ( ) }t t r

³ ôóíêö³ÿ 
 � �* ( , , )r t º á³ëüøèì ïîçèòèâíèì êîðåíåì êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ

( || ( ) || ( ) ) [( , ( )) ( ) ] [ ( )	 
 
 � 	 � 
 
 �t t r t r t2
2

2 2
2

22� � � � � � 2 2 0� �|| || ]�

ñòîñîâíî 
 , êîëè 	 
( )t S� 2 , � � �/ /R t r� � 
 , � �� �( )t S r
0 .

Îñê³ëüêè ñïðàâåäëèâî ñï³ââ³äíîøåííÿ ( ) * ( )
( )t S S Sr t r
t� �

�
� �� �

�
� � � �

0 , òî
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äëÿ �
�

��
�

S
t r( ) ìàºìî


 � � 
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� �

�
* *( , , ) max ( , , )

( )

t t
S t r

� �
� �

0 .

Îòæå, äëÿ � � �/ /R t r� � 
 , � ��S 0 âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 
 � �* ( , , )t �

� 
 � �* ( , , )r t ³ âîäíî÷àñ îòðèìàºìî

max ( , , ) max ( , , )
( )

*
( )

*
� � ��


 � � 
 � �
�

� � �
� �

� �

S t S

rt t
r t r

r
0 0 || ( ) ||	 
t � 2

³ ìàêñèìóì äîñÿãàºòüñÿ íà âåêòîð³ �
	

	
� r

t

t

( )

|| ( ) ||
.

Íåõàé 	 
( )t S� 2 , t r� 	� � / , � ��S 0 . Òîä³ ìàòèìåìî max ( , , )*
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òî îòðèìàºìî
max ( , , ) min ( , , )*

*

� �� �

 � � 
 � �

� �
�

S S
t t

0 0

³ òîìó ñïðàâåäëèâà íåð³âí³ñòü

max ( , , ) min ( , , )*
*

� �� �

 � � � 
 � � �

� �
� �� �

S

T

S

T

t d t d
0 00 0

1. (27)

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (19), (21), (23) ³ (27), ÿêùî ïàðàìåòðè
ãðè äëÿ t � 	� � �/ çàäîâîëüíÿþòü íåð³âí³ñòü (26), âèêîíàíî óìîâó 2.

Çà ïîáóäîâîþ äëÿ âñ³õ � ��S 0 ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ


 � � 
 	 � ��
* ( , , )[ ( )] ( )t S t t S r2 0

1 � � � � .

Òîìó ç óðàõóâàííÿì íåð³âíîñò³ (26) ìàºìî
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S
rt S t t S

0

2 0
1 .

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóºòüñÿ âêëþ÷åííÿ

0
0

0

2 0
1� � � � �

�
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[[( ) ] max ( , , )[ ( )]]*t S t S tr
S

S

� � 
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 	�
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�

�
�

�

³ ñïðàâåäëèâà óìîâà 3. Íàéìåíøèé ïîçèòèâíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ (25) º ìîìåíòîì
çàê³í÷åííÿ ãðè çà òåîðåìîþ 3 ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (3).

Ïåðåâ³ðèìî ñïðàâåäëèâ³ñòü óìîâè 4. Çà ïîáóäîâîþ äëÿ âñ³õ � ��S 0

ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

 � � 
 	 � ��* ( , , )[ ( )] ( )t S t t S r2 0

1 � � � � .

Òîìó ç óðàõóâàííÿì íåð³âíîñò³ (26) ìàºìî
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³ ñïðàâåäëèâà óìîâà 4. Íàéìåíøèé ïîçèòèâíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ (25) º ìîìåíòîì
çàê³í÷åííÿ ãðè çà òåîðåìîþ 4 ç âèêîðèñòàííÿì êåðóâàííÿ âèãëÿäó (4).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó çáëèæåííÿ êåðîâàíèõ îá’ºêò³â ³ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ
â ³ãðîâèõ çàëà÷àõ äèíàì³êè. Ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòí³ óìîâè çàê³í÷åííÿ ãðè çà
ê³íöåâèé ãàðàíòîâàíèé ÷àñ ó ðàç³, êîëè óìîâà Ïîíòðÿã³íà íå âèêîíóºòüñÿ.
Óâåäåíî âåðõí³ òà íèæí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ ñïåö³àëüíîãî òèïó òà íà
¿õí³é îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî ìîäèô³êîâàí³ ñõåìè ìåòîäó Ïîíòðÿã³íà òà ìåòîäó
ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é, ùî çàáåçïå÷óº çàâåðøåííÿ êîíôë³êòíî-êåðîâàíîãî
ïðîöåñó äëÿ îá’ºêò³â ³ç ð³çíîþ ³íåðö³éí³ñòþ ó êëàñ³ êâàç³ñòðàòåã³é òà êîíòðêå-
ðóâàíü. Íàâåäåíî ìîäåëüíèé ïðèêëàä.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. Èçáðàííûå íàó÷íûå òðóäû. Ò. 2. Ìîñêâà: Íàóêà, 1988. 576 ñ.

2. Chikrii A.A. Conflict controlled processes. Boston; London; Dordrecht: Springer Science and

Business Media, 2013. 424 p.

3. Chikrii A.A. An analytical method in dynamic pursuit games. Proc. Steklov Institute of Mathe-

matics. 2010. Vol. 271. P. 69–85.

4. Chikrii A.A., Chikrii V.K. Image structure of multivalued mappings in game problems of mo-

tion control. Journal of Automation and Information Sciences. 2016. Vol. 48, N 3. P. 20–35.

5. Ðàïïîïîðò È.Ñ. Ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé äëÿ èãðîâûõ çàäà÷ ñáëèæåíèÿ

óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ ñ ðàçëè÷íîé èíåðöèîííîñòüþ. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç.

2021. Ò. 57, ¹ 2. Ñ. 147–166.

6. Êðàñîâñêèé Í.Í., Ñóááîòèí À.È. Ïîçèöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. Ìîñêâà: Íàó-

êà, 1974. 455 ñ.

7. Ñóááîòèí À.È., ×åíöîâ À.Ã. Îïòèìèçàöèÿ ãàðàíòèè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ. Ìîñêâà:

Íàóêà, 1981. 288 ñ.

8. Hajek O. Pursuit Games. New York: Acad. Press, 1975. Vol. 12. 266 p.

9. Aubin J.-P., Frankowska H. Set-valued analysis. Boston; Basel; Berlin: Birkhauser, 1990. 461 p.

10. Ðîêàôåëëàð Ð. Âûïóêëûé àíàëèç. Ìîñêâà: Ìèð, 1973. 470 ñ.

11. Èîôôå À.Ä., Òèõîìèðîâ Â.Ì. Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ìîñêâà: Íàóêà, 1974. 480 ñ.

12. ×èêðèé À.À., Ðàïïîïîðò È.Ñ. Ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé â òåîðèè êîíôëèêòíî-óïðàâ-

ëÿåìûõ ïðîöåññîâ. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2012. Ò. 48, ¹ 4. Ñ. 40–64.

A.A. Chikrii, I.S. Rappoport
RESOLVING FUNCTIONS MODIFIED METHOD FOR GAME PROBLEMS OF APPROACH
OF CONTROLLED OBJECTS WITH DIFFERENT INERTIA

Abstract. The problem of approach of controlled objects with different inertia in dynamic
game problems is considered. Modified sufficient conditions for ending the game in the finite
guaranteed time in the case where the Pontryagin condition is not satisfied are formulated.
Some shift functions are considered instead of the Pontryagin selector, and special multivalued
mappings are introduced with their help. They generate the upper and lower resolving
functions of a special type and, based on them, two types of modified schemes of the first
Pontryagin method and the method of resolving functions are proposed, which ensure the
completion of the conflict-controlled process for objects with different inertia in the class of
quasi-strategies and counter-controls. New theoretical results are illustrated by a model
example.

Keywords: controlled objects with different inertia, quasilinear differential game, multi-valued
mapping, measurable selector, stroboscopic strategy, resolving function.
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