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ПРИСКОРЕНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СТАЦІОНАРНОЇ ЙМОВІРНОСТІ
БЛОКУВАННЯ ВИКЛИКІВ У ДВОКАНАЛЬНІЙ СИСТЕМІ 
З ПОРОГОВИМИ СТРАТЕГІЯМИ ОБСЛУГОВУВАННЯ

Анотація. Досліджується мо дель сис те ми, що скла дається з двох ка налів об слу го ву ван ня, 
до кож но го з яких над хо дять декілька різно тип них Пу а со но вих по токів вик ликів. Вик лик 
кож но го по то ку по тре бує пев но го ре сур су для сво го об слу го ву ван ня. Виз на че но по ро гові 
стра тегії об слу го ву ван ня, які да ють змо гу пе ренап ра ви ти вик лик з од но го ка на лу
до іншого. Бло ку ван ня вик ликів пев но го по то ку відбу вається за умо ви відсут ності
достатніх ре сурсів у кож но му ка налі. Над ход жен ня вик ли ку за та ко го ста ну ка налів об -
слу го ву ван ня при зво дить до його втра ти. Для оціню ван ня стаціонар ної ймовірності бло -
ку ван ня вик ликів пев но го по то ку за про по но ва но ме тод при ско ре но го мо де лю ван ня, ефек -
тивність яко го ілюс трується чис ло ви ми при кла да ми. Досліджується мож ливість
інваріантності цієї ймовірності сто сов но виду функції роз поділу часу об слу го ву ван ня
за фіксо ва ної се ред ньої три ва лості об слу го ву ван ня.

Клю чові сло ва: сис те ма об слу го ву ван ня, стан бло ку ван ня, ре сурс, стаціонар на
ймовірність, ме тод Мон те–Кар ло, ме тод роз ша ро ва ної вибірки, при ско ре не мо де лю ван ня,
дис персія оцінки.

ВСТУП

Проб ле ма інваріан тності стаціонар них імовірнос тей станів сис тем об слу го -
ву ван ня сто сов но виду роз поділу часу об слу го ву ван ня за фіксо ва ної се ред -
ньої три ва лості об слу го ву ван ня зна хо дить ся в центрі ува ги дослідників
з мо мен ту, коли спо чат ку Р. Фор те [1], а потім Б.А. Се вас тья нов [2]
за більш за галь них умов до ве ли цю влас тивість для сис те ми Ерлан га 
M G n| | | 0 . Суттєвий вне сок у роз ви ток теорії інваріан тності внес ла і укр а -
їнська шко ла ма те ма тич ної теорії надійності. Тут доцільно зга да ти стат тю
Т.П. Мар ’я но ви ча [3] та уза галь ню валь ну ро бо ту І.М. Ко ва лен ка [4], де
було знай де но не обхідну і дос тат ню умо ву інваріан тності для пев но го кла су 
ре зер во ва них сис тем, що дало змо гу от ри ма ти всі по пе редні ре зуль та ти як
час тинні ви пад ки. Суттєвий роз ви ток теорія от ри ма ла у ро боті [5], де фор -
му ли Ерлан га та Енгсе та були уза галь нені на ви па док стаціонар них мар ко -
ва них точ ко вих про цесів. З ча сом ста ва ло все складніше виз на ча ти мо делі,
в яких стаціонарні ймовірності станів зна хо дять ся у виг ляді до бут ку
(product form), а саме ця особ ливість да ва ла змо гу до во ди ти інваріантність
стаціонар них ха рак те рис тик сто сов но виду пев них функцій роз поділу. Тому 
ак цент у досліджен нях змістив ся в бік роз роб лен ня на бли же них ме тодів.
Заз на чи мо два за гальні аналітико-ста тис тичні ме то ди [6–8] по бу до ви чис ло -
вих оцінок не пе рер вності ха рак те рис тик сис тем об слу го ву ван ня та ре зер во -
ва них сис тем. Ці ме то ди поєдну ють ста тис тич не мо де лю ван ня вибірко вих
траєкторій ви пад ко вих про цесів, що виз на ча ють по ведінку досліджу ва них
сис тем, з аналітич ним об чис лен ням де я ких функціоналів від цих траєкторій, 
по в’я за них із ма лой мовірни ми подіями. Зас то су ван ня цих ме тодів до зна -
ход жен ня стаціонар них імовірнос тей станів кон крет них сис тем об слу го ву -
ван ня роз гля ну то в [9–11].
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У за про по но ваній ро боті ак цен то ва но ува гу на мо делі сис те ми, яка роз гля -
ну та в [12]. Це дво ка наль на сис те ма з по ро го ви ми стра тегіями об слу го ву ван ня.
Автори статті [12] до пус ка ють, що стаціонарні ймовірності бло ку ван ня ви -
кликів вхідних по токів не за ле жать (або не суттєво за ле жать) від виду роз поділів
часу об слу го ву ван ня для фіксо ва них се редніх зна чень. При цьо му на во дять ся три 
ал го рит ми от ри ман ня на бли же них фор мул для стаціонар них ймовірнос тей бло ку -
ван ня. Прий нят ну точність цих ап рок си мацій про де мо нстро ва но на чис ло вих
при кла дах. На жаль, чис лові при кла ди не мо жуть слу гу ва ти до ка зом спра вед ли -
вості вис новків ав торів, до того ж всі три за про по но вані ал го рит ми ґрун ту ють ся
на фор му лах (7) та (8) з ро бо ти [12], що може при звес ти до по хиб ки у декілька
по рядків (див. при клад у розд. 1 пред став ле ної статті). Тому на ве дені в [12] фор -
му ли не мож на за сто со ву ва ти до об чис лен ня стаціонар них імовірнос тей зна ход -
жен ня сис те ми у стані бло ку ван ня вик ликів того чи іншо го по то ку.

У под аль ших розділах да ної статті для цієї мо делі за про по но ва но аль тер на -
тив ний підхід, в основі яко го є ме тод при ско ре но го мо де лю ван ня стаціонар них
імовірнос тей бло ку ван ня і який ви ко рис то вує, зок ре ма, при нцип роз ша ро ва ної
вибірки. Чис лові при кла ди ілюс тру ють зміну віднос ної по хиб ки оцінок у разі
змен шен ня ймовірності бло ку ван ня. Здійсне но порівнян ня оцінок, от ри ма них
при ско ре ним мо де лю ван ням, з відповідни ми значен ня ми, об чис ле ни ми за на -
бли же ни ми фор му ла ми з [12]. Дослідже но, чи може бути ко рек тною гіпо те за
про інваріантність імовірнос тей бло ку ван ня стосовно виду розподілів часу
обслуговування за фіксованих середніх.

1. ДВОКАНАЛЬНА СИСТЕМА З ПОРОГОВИМИ СТРАТЕГІЯМИ ОБСЛУГОВУВАННЯ

Роз гля не мо мо дель, за про по но ва ну в [12]. Сис те ма об слу го ву ван ня скла -
дається з двох ка налів, S i( )— кількість ліній для об слу го ву ван ня вик ликів,
що над хо дять до i-го ка на лу, i 1 2, . До кож но го ка на лу мо жуть надійти ви -
кли ки K Пу а со но вих по токів,  k

i( )  — інтен сивність k-го по то ку ( , , )k K1 

до i-го  ка на лу ( , )i 1 2 , ( ) ( )i
k
i

k

K



 

1

  — су мар на інтен сивність усіх по токів до

i-го ка на лу,    ( ) ( )1 2 . Для сво го об слу го ву ван ня вик лик k-го по то ку по тре -
бує rk  ліній, r r

k K
k

 
max

1
. Час об слу го ву ван ня  k  цьо го вик ли ку має функцію роз -

поділу G xk ( ), M k  . До пус ти мо, що ці роз поділи ма ють щільності { ( )}g xk .

Для кож но го ка на лу за да но два по ро го вих рівня: 1
( )i  та 2

( )i , 

1 1 2   ( ) ( ) ( )i i iS . Не хай  ( ) , , ,i i 1 2  — це кількість за й ня тих ліній в мо мент 

над ход жен ня вик ли ку k-го по то ку до i-го ка на лу об слу го ву ван ня. Якщо  
0 2  ( ) ( )i i  та  ( ) ( )i

k
ir S  , то кількість за й ня тих ліній у i-му ка налі

збільшується на rk  і миттєво по чи нається об слу го ву ван ня цьо го вик ли ку. До -
пус ти мо, що  ( ) ( )i i 2  або  ( ) ( )i

k
ir S  . Якщо до того ж 0 3

1
3   ( ) ( )i i

та  ( ) ( )3 3  i
k

ir S , то ка нал 3  i пе ре бу ває у нор маль но му ре жимі, при цьо -
му над а ють ся rk  ка налів для об слу го ву ван ня вик ли ку, що надійшов. Якщо 
 ( ) ( )3

1
3 i i  або  ( ) ( )3 3  i

k
ir S , то вик лик по вер тається до i-го ка на лу.

У ви пад ку  ( ) ( )i
k

ir S   по чи нається його об слу го ву ван ня. В усіх інших
випад ках вик лик от ри мує відмо ву та за ли шає сис те му, тоб то сис те ма об слу го -
ву ван ня зна хо дить ся у стані бло ку ван ня вик ликів k-го по то ку, які над хо дять
до i-го ка на лу.

Ме тою досліджен ня є зна ход жен ня стаціонар ної ймовірності  k  того, що
сис те ма пе ре бу ває у стані бло ку ван ня вик ликів k-го по то ку, тобтo

ISSN 1019-5262. Кібернетика та системний аналіз, 2023, том 59,  № 5 125






 




 
k

k

k k
k

k

k k
k






( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1

1 2
1

2

1 2
2 ,

де  k
i( )  — стаціонар на ймовірність зна ход жен ня сис те ми у стані бло ку ван ня

до вик ликів k-го по то ку, які над хо дять до i-го ка на лу.
У ро боті [12] для зна ход жен ня на бли же них зна чень ймовірнос тей { } k  за -

про по но ва но три підхо ди, які  ґрун ту ють ся на ап рок си маційних фор му лах (7) та 
(8). Роз гля не мо при клад, який ілюс трує не мож ливість ви ко рис то ву ван ня цих
фор мул для на бли же них об чис лень. До пус ти мо, що у сис те му об слу го ву ван ня
надходять три потоки ( )K  3 , r r r1 2 31 2 5  , , . Не хай S ( )1 30 , S ( )2 40 , 

 1
1

2
19 18( ) ( ),   та   1

2
2
212 24( ) ( ),  . Якщо виб ра ти 3

2 10( )   та   k
i( )  10 6

для всіх інших зна чень i  та  k, то маємо такі оцінки:  1 20 1069 0 1069 . , . ,
3 0 2139 .  (ме тод Мон те–Кар ло , віднос на по хиб ка 1%);  
 1 20 1072 01071 . , . , 3 0 2146 .  (ме тод при ско ре но го мо де лю ван ня, віднос -
на по хиб ка 0.23%). Вод но час ре ку рен тний ал го ритм [12] виз на чає такі оцінки: 
  1

14
2

14
3

138 46 10 8 46 10 1 69 10       . , . , . . Тому досліджен ня на ве де ної 
вище мо делі по тре бує роз роб лен ня при нци по во інших ме тодів, один з яких за -
про по но ва но у на ступ них розділах цієї статті.

2. ПОБУДОВА МАРКОВСЬКОГО ПРОЦЕСУ

Стан сис те ми об слу го ву ван ня та її ча со ва ево люція задається не пе рер вним
спра ва мар ко вським про це сом:

    ( ) ( ( ); ( ), ( ), , , ( ), ,( ) ( ) ( ) ( )t t t t j t ii
j
i

j
i i  1 1 2 0), t  ,

де  ( ) ( )i t  — кількість вик ликів, які пе ре бу ва ють на об слу го ву ванні у i-му ка -

налі в мо мент t ;  j
i t( ) ( ) — кількість ліній, які по тре бує j-й вик лик у i-му ка -

налі для об слу го ву ван ня;  j
i t( ) ( ) — час, що за ли шив ся до закінчен ня об слу го -

ву ван ня j-го вик ли ку. За галь на кількість ліній, за й ня тих у ка на лах у мо мент t,

виз на чається рівністю  


( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

i
j
i

j

t
t t

i





1

. 

Алгоритм мо де лю ван ня вибірко вих траєкторій про це су ( ),t t  0, є цілком
оче вид ним, тому роз гля да ти його не бу де мо. Поз на чи мо  k t( ) ймовірність того, 
що вик лик k-го по то ку, який надійде в мо мент t, от ри має відмо ву і буде втра че -
ний. Ме тою досліджен ня є стаціонарні ймовірності

 k k
t

t k K 


lim ( ), , ,1  .

Для об чис лен ня ймовірнос тей { } k  ско рис таємось ре зуль та та ми ро бо ти [13]. 
На відміну від ме то ду Мон те–Кар ло оцінка для  k  будується окре мо для кож -
но го k. Тому зна чен ня k вва жа ти ме мо фіксо ва ним. Не хай t – де я кий мо мент
часу, T  — три валість проміжку часу, що по чи нається в мо мент t (вибір T  опи са -
но у под аль шо му). До мо мен ту t мо де люємо сис те му об слу го ву ван ня ме то дом
Мон те–Кар ло і зна хо ди мо стан  ( )t , який є по чат ко вим для под аль шо го при ско -
ре но го мо де лю ван ня траєкторій сис те ми об слу го ву ван ня у проміжку [ , ]t t T
з ме тою по трап лян ня сис те ми у стан бло ку ван ня вик ликів k-го по то ку. Для та -
ко го мо де лю ван ня ви ко рис то вуємо ме тод роз ша ро ва ної вибірки. Отже, мо де лю -
ван ня сис те ми здійснюємо в проміжку [ , ]0 T , вва жа ю чи по чат ко вим
 ( )0 0 той стан, в яко му опи нить ся сис те ма за час t.

До пус ти мо, що в проміжку [ , ]0 T  в сис те му об слу го ву ван ня надійшло n
викликів (роз поділ Пу ас со на з па ра мет ром ). Мо мен ти  1, , n  над ход жен -
ня цих вик ликів є рівномірно роз поділе ни ми в [ , ]0 T  ви пад ко ви ми ве ли чи на ми.
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На відміну від ме то ду Мон те–Кар ло не бу де мо впо ряд ко ву ва ти ці мо мен ти
за зрос тан ням. Знай де мо ймовірність p  того, що об слу го ву ван ня вик ли ку
не закінчиться до моменту T :

p T T
T

G T x dx
T

G x dxj j

T T

          ( ) { } [ ( )] [ ( )]P
1

1
1

1
0 0

 , (1)

де { } j  — не за лежні одна ко во роз поділені ви пад кові ве ли чи ни (три ва лості
об слу го ву ван ня), що ма ють функцію розподілу

G x x G xj
m
i

m

K

i
m( ) { } ( )

( )
  


P 



11

2
. (2)

Мо мент T  мож на ви би ра ти різни ми спо со ба ми. Ско рис таємось на й -
простішим з них. Як мо мент T  візьме мо роз в’я зок рівнян ня

1 G T( ) , (3)

де  — де я ка мала ве ли чи на, на прик лад   10 8. Це озна чає вкрай низ ь ку
ймовірність того, що об слу го ву ван ня три ва ти ме дов ше за час T , тоб то вкрай
ма лой мовірно, що об слу го ву ван ня вик ликів, які пе ре бу ва ють у сис темі в по -
чат ко вий мо мент часу, не закінчить ся до моменту T . Та кий вибір T  нівелює
вплив ста ну сис те ми в по чат ко вий мо мент часу, от ри ма но го ме то дом Мон -
те–Кар ло, на стан сис те ми в момент T . Для відо мо го T  із співвідно шен ня (1)
зна хо ди мо ймовірність p.

3. АЛГОРИТМ ПРИСКОРЕНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ЙМОВІРНОСТІ БЛОКУВАННЯ

Виз на чи мо мінімаль ну кількість вик ликів, які ма ють бути при сутніми на об -
слу го ву ванні для того, щоб сис те ма що най мен ше на од но му ка налі мог ла б
зна хо ди тись у стані бло ку ван ня вик ликів k-го по то ку. Оскільки r — це мак -
си маль на кількість ліній, що може за й ня ти один вик лик, то i-й ка нал може
бути бло ко ва ним для вик ликів k-го по то ку, якщо: a) у цьо му ка налі на об -

слу го ву ванні зна хо дить ся що най мен ше V j j r S ri i
k

( ) ( )min{ : }    1

викликів, б) в ка налі 3  i на об слу го ву ванні зна хо дить ся що най мен ше 

W j j ri i( ) ( ){ : }3
1
3   min   вик ликів.

Поз на чи мо

M V W V W  min { , }( ) ( ) ( )1 2 2 1 (4)

кількість вик ликів, од но час но при сутніх у сис темі об слу го ву ван ня, мінімаль -
но не обхідних для по трап лян ня у стан бло ку ван ня вик ликів k-го по то ку.

Не хай L — це кількість вик ликів, які мо жуть надійти у проміжку [ , ]0 T . Ця
ви пад ко ва ве ли чи на має роз поділ Пу ас со на з па ра мет ром T . Якщо L M , то
сис те ма навіть те о ре тич но не може по тра пи ти у стан бло ку ван ня. Для фіксо ва -
но го L n   кількість вик ликів vT , об слу го ву ван ня яких не закінчить ся до мо мен -
ту T , має біноміаль ний роз поділ з па ра мет ра ми n та p. Як оцінку для стаціонар -
ної ймовірності k  ви би раємо k T( ), коли по чат ковий стан в мо мент 0 0

         ( ) ( ( ); ( ) , ( ) , , , (( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 1  i

j
i

j
i ij  0 1 2), , )i  (5)

виз на чається ме то дом Мон те–Кар ло. Ма ють місце такі співвідно шен ня:

 k k
l

l M

T T( ) ( )( )




 , (6)


k
l

T kT v l L l A T( ) ( ) { , , ( )}  P ,  (7)

де A Tk ( ) {вик лик k-го по то ку, який надійде в мо мент T , от ри має відмо ву}.
Фор му ли (6) та (7) реалізу ють при нцип роз ша ро ва ної вибірки. Па ра мет ром
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роз ша ру ван ня є кількість вик ликів, об слу го ву ван ня яких не закінчить ся до
моменту T  (деякі з них мо жуть от ри ма ти відмо ву в мо мент над ход жен ня).
Не хай M max  — довільне ціле чис ло таке, що M Mmax   (ре ко мен дації щодо
ви бо ру М max над а но у под аль шо му). Тоді фор му лу (6) за пи ше мо у виг ляді

  k k
l

k
l M

M

T T T( ) ( ) ( )( ) *
max

 

 , (8)

де

 k T T kT v M L v A T*
max( ) { , , ( )}  P . (9)

Алгоритми мо де лю ван ня ймовірнос тей  k
l T( ) ( ) та  k T* ( ) є подібни ми. Для

фіксо ва но го l N N{ , , }max  маємо


k
l T( ) ( ) 

  



 M P  ( )

( )

!
( ) { ( ) | ,

0
1

 T

n
e C p p A T L n

n

n l

T
n
l l n l

k T 












l} , (10)

 k T* ( )  M ( )
( )

!
( )

max

0
1

1
 T

n
e C p p

n

n jj M

T
n
j j n j





 


   







  






P{ ( ) | , }A T L n jk T , (11)

де сим вол M ( )0
 — усе ред нен ня за ста ном сис те ми об слу го ву ван ня в по чат -

ко вий мо мент часу. Фор му ли (10) та (11) відповіда ють ви пад кам, коли
у проміжку [ , ]0 T  надійде l вик ликів, об слу го ву ван ня яких не закінчить ся до
мо мен ту T , та відповідно не мен ше, ніж M max 1 та ких вик ликів.

На підставі (10) та (11) ґрун ту ють ся ал го рит ми по бу до ви незміще них
оцінок імовірнос тей k

l T( ) ( ) та  k T* ( ). Сфор му люємо ал го ритм по бу до ви оцінки 

 ( )( )k
l T1  в одній реалізації для k

l T( ) ( ) (зміни до цьо го ал го рит му для по бу до ви

оцінки  ( )*k T1  на ве де но далі у за ува жен нях до ал го рит му).

1. Ме то дом Мон те–Кар ло мо де люємо стан сис те ми об слу го ву ван ня в по -
чат ко вий мо мент 0 0  часу:  ( )0 0  (див. (5)).

2. Обчис люємо (див. (10))

B T b Tl
n
l

n l

( ) ( )( ) ( )




 , (12)

b T
T

n
e C p p n ln

l
n

T
n
l l n l( ) ( )

( )

!
( ) ,     1 . (13)

 
3. Пок ла де мо  ( ) ( )( ) ( )k

l lT B T1  (по чат ко ве зна чен ня оцінки). 

4. Мо де люємо кількість L вик ликів, що надійдуть у проміжку [ , ]0 T , а саме 

L n  з імовірністю b T B Tn
l l( ) ( )( ) ( ). Не хай L n . Це озна чає, що у проміжку 

[ , ]0 T  надійшло n вик ликів, при цьо му в l вик ли ках об слу го ву ван ня не закінчить -
ся до мо мен ту T , однак у  n l   вик ликів об слу го ву ван ня закінчить ся до мо мен -
ту T .

5. Мо де люємо мо мен ти над ход жен ня вик ликів та відповідні три ва лості об -
слу го ву ван ня. Для цьо го мо де люємо рівномірно роз поділені у проміжку [ , ]0 T
ви пад кові ве ли чи ни { } j  та три ва лості їхніх об слу го ву вань { j }, які ма ють
функцію роз поділу G x( ), що виз на чається згідно з (2). Якщо  j j T , то  j  — 
мо мент над ход жен ня вик ли ку, об слу го ву ван ня яко го не закінчить ся до мо мен ту 
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T  (за галь на кількість та ких мо ментів ста но вить l ). Якщо  j j T , то об слу -
го ву ван ня та ко го вик ли ку закінчить ся до мо мен ту T  (за галь на кількість цих мо -
ментів скла дає n l  ).

6. Впо ряд ко вуємо мо мен ти над ход жен ня в по ряд ку зрос тан ня: 
0 0 1      n . Відповідні три ва лості об слу го ву ван ня по зна чи мо y yn1, , .

7 .  Для відо  мих мо ментів  над ход жен ня вик ликів
0 0 1 1         n n T  та три ва лос тей об слу го ву ван ня y yn1, ,  зна хо -
ди мо ймовірність q jm

i( )  того, що в мо мент  j  до ка на лу i надійде вик лик m-го

пото ку:

q
g y

g y
jm
i m

i
m j

s
i

s j
s

K

i

( )
( )

( )

( )

( )









11

2
.

8. До пус ти мо, що відо мий стан сис те ми в мо мент    j j jj n( ) : ( )0    .
У цьо му ви пад ку мо де люємо стан сис те ми в мо мент  j 1 0. Він відрізняється
від по пе ред ньо го ста ну лише тим, що сис те му по ки да ють вик ли ки, за лиш ко ва
три валість об слу го ву ван ня яких була мен шою за  j j 1 . У реш та вик ликів
за лиш ко ва три валість об слу го ву ван ня змен шується на цю величину.

9. Не хай j n   та   j j T  1 1 . Тоді згідно з роз поділом { },
( )q j m
i
1  мо де -

люємо но мер ка на лу, до яко го надійде вик лик, та но мер по то ку, до яко го він на -
ле жить. Далі зна хо ди мо стан сис те ми об слу го ву ван ня у мо мент  j 1 0,
збільшуємо j на оди ни цю та по вер таємось на крок 8 ал го рит му.

10. До пус ти мо, що j n   та   j j T  1 1 . Цей крок має декілька етапів.
А. За відсут ності над ход жен ня вик ликів у мо мен ти  j n1, ,  пе -

ревіряємо, чи буде зна хо ди тись сис те ма у стані бло ку ван ня сто сов но вик ликів
k-го по то ку, які мо жуть надійти у той чи інший ка нал в мо мент T . Якщо
відповідь по зи тив на, то по кла де мо Jm

i( ) 1 для будь-яких i m K 1 2 1, , , ,

та пе рей де мо на етап С. Якщо відповідь не га тив на, то пе ре хо ди мо на етап В
(заува жи мо, що зна чен ня Jm

i( ) 1 дає дозвіл на над ход жен ня вик ли ку m-го по то -

ку в ка нал i в мо мент  j1; якщо Jm
i( )  0, то за умов над ход жен ня та ко го вик ли -

ку сис те ма за жод них об ста вин не змо же по тра пи ти у стан бло ку ван ня викликів 
k-го по то ку в мо мент T).

В. Для всіх мож ли вих зна чень i  та m досліджуємо вплив події Dm
i( )  {у мо мент 

 j1 до ка на лу i надійшов вик лик m-го по то ку} на стан бло ку ван ня в мо мент T . Для
цьо го об чис люємо мінімаль ну кількість вик ликів, які ма ють надійти, щоб сис те ма
що най мен ше на од но му ка налі мог ла зна хо ди тись у стані бло ку ван ня вик ликів k-го 
по то ку. Не хай  ( )1  та   ( )2  — кількість за й ня тих ліній у відповідних ка на лах
в мо мент T  за умо ви, що відбу лась подія Dm

i( ) , та за відсут ності над ход жен ня
вик ликів у мо мен ти  j n 2 , , . Тоді ка нал v може бути бло ко ва ним для ви -
кликів k-го по то ку, якщо: a) до цьо го ка на лу на об слу го ву ван ня до дат ко во
надійде що най мен ше V v v( ) ( )( )  min { : }( ) ( )j j r S rv v

k     1  вик ликів,

б) до ка на лу 3  v на об слу го ву ван ня надійде що най мен ше W v v( ) ( )( )3 3    

= min { : }( ) ( )j j r v v   1
3 3  вик ликів. Не хай

 M V W V( , ) min { ( ) ( ), ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    1 2 1 1 2 2 2 2  W ( ) ( )( )}1 1

– мінімаль на кількість вик ликів, які ма ють надійти у сис те му об слу го ву ван -
ня, щоб була мож ливість по тра пи ти у стан бло ку ван ня вик ликів k-го по то ку.

Якщо M n j( , ) ( )( ) ( ) 1 2 1   , то по кла де мо Jm
i( ) 1; в іншо му ви пад ку

маємо Jm
i( )  0.
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С. Обчис люємо Q J qj m
i

j m
i

m

K

i
 


 1 1

11

2
( )

,
( )  та   ( ) :  ( )( ) ( ) k

l
k
l

jT T Q1 1 1    (сим -

вол : озна чає, що нове зна чен ня оцінки  ( )( )k
l T1 дорівнює по пе ред ньо му зна чен -

ню, по мно же но му на Q j1 ).
D. Згідно з роз поділом { }( )

,
( )J q Qm

i
j m
i

j 1 1 мо де люємо но мер ка на лу, до

яко го надійде вик лик, та но мер по то ку, до яко го він на ле жить. Далі зна хо ди мо
стан сис те ми об слу го ву ван ня в мо мент  j 1 0, збільшуємо j на оди ни цю та по -
вер таємось на крок 8 ал го рит му.

11. До пус ти мо, що j n . Пе ревіряємо, чи зна хо дить ся сис те ма у стані бло -
ку ван ня вик ликів k -го по то ку, які над хо дять до i -го ка на лу. Не хай I k

i( )  — інди -

ка тор цієї події. Тоді як оцінку  ( )( ) k
l T1  в одній реалізації для ймовірності бло ку -

ван ня вик ликів k-го по то ку ви би раємо 

 ( ) :  ( )( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

 


 


k
l

k
l k

k k
k

kT T I1 1

1

1 2
1

2

 



 k k

kI
( ) ( )

( )
1 2

2















 .

Алгоритм закінче но.
За у ва жен ня 1. Алгоритм при ско ре но го мо де лю ван ня ґрун тується на ви ко -

нанні умов, не обхідних (але не дос татніх) для по трап лян ня сис те ми об слу го ву -
ван ня у стан бло ку ван ня вик ликів k-го по то ку в мо мент T . Втім суттєво
збільшується ймовірність по трап лян ня сис те ми у стан бло ку ван ня, але вона
не до ся гає зна чен ня оди ниці, оскільки під час над ход жен ня деякі вик ли ки мо -
жуть бути за бло ко ва ни ми і втра че ни ми.

За у ва жен ня 2. Алгоритм по бу до ви оцінки  ( )*k T1  в одній реалізації для 

k T* ( ) фор му люється ана логічно на ве де но му вище. При цьо му кро ки 2 та 3
заміню ють ся на такі.

2 . Обчис люємо

B T B Tj

j M

( ) ( )( )

max


 




1

,

де { ( )}( )B Tj  виз на ча ють ся згідно з (12), (13). Як по чат ко ве зна чен ня оцінки
ви би раємо  ( ) ( )*k T B T1  .

3 . Мо де люємо ви пад ко ву ве ли чи ну, яка при й має зна чен ня l з імовірністю 
B T B Tl( ) ( ) ( ). 

За умов фіксо ва но го зна чен ня l , по чи на ю чи з кро ку 4, ал го ритм повністю
по вто рює по пе редній.

4. ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ РОЗШАРОВАНОЇ ВИБІРКИ 
ДЛЯ ОЦІНЮВАННЯ ЙМОВІРНОСТІ k T( )

Фор му ла (8) зруч но впи сується в схе му за сто су ван ня ме то ду роз ша ро ва ної
вибірки. До пус ти мо, що N  — за галь на кількість реалізацій, які ви ко рис таємо 
для по бу до ви оцінки ймовірності k T( ), при чо му N N M   

...
max

* N NM , де N l  та N *  — кількості реалізацій, що ви ко рис то ву ють ся

для по бу до ви оцінок для  k
l T( ) ( ) та k T* ( ). Тоді оцінку  ( )k T  будуємо

за фор му лою

 ( )  ( )  ( )
max

( )
*

*  k
ll M

M

k j
l

j

N

k j
j

N
T

N
T

N
T

l

 
  
 1 1

1 1

*

 . (14)

130 ISSN 1019-5262. Кібернетика та системний аналіз, 2023, том 59, № 5



ISSN 1019-5262. Кібернетика та системний аналіз, 2023, том 59,  № 5 131

Оскільки всі оцінки є не за леж ни ми ви пад ко ви ми ве ли чи на ми, то

D  ( ) [ ( )] [ ( )]
max

( )
*

*  k
ll M

M

k
l

kT
N

T
N

T 

 1 12 2 , (15)

де [ ( )]  ( ), [ ( )]  ( )( ) ( ) * *   k
l

k
l

k kT T T T2
1

2
1 D D . Відомо, що на й мен ше зна чен -

ня дис персії до ся гається у разі, коли відповідна кількість реалізацій про -
порційна ко ре ню з дис персії, а саме

N N
T

T
N N

T

T
l

k
l

k

k

k
   









( )
*

*( )

( )
,

( )

( )
, (16)

де   k k
l

l M

M

kT T T( ) ( ) ( )( ) *
max

 

 . Підста вив ши (16) у (15), от ри муємо 

D  ( ) ( ) k kT
N

T 1 2 .

Згідно з цен траль ною гра нич ною те о ре мою оцінка  ( )k T  має асим пто тич -
но нор маль ний роз поділ. Тому віднос на по хиб ка оцінки, по бу до ва ної за фор му -
лою (14) з дос товірністю 1  , виз на чається у та кий спосіб:

R T
T

N T
k

k

k

( )
( ) ( )

( )
%

  


100 , (17)

де  ( ) є роз в’яз ком рівнян ня 
2

2
1

2 2

0


 

e duu  
( )

.

Оскільки зна чен ня { ( )}, ( )( ) * k
l

kT T  та { ( )} k T  невідомі, то для роз ра -

хунків ви ко рис то ву ють їхні ста тис тичні ана ло ги { ( )},  ( )( ) * k
l

kT T  та { ( )}k T ,

за яких на по пе ред ньо му етапі мож на на бли же но оціню ва ти {N l } та N * . Далі
на основ но му етапі оцінка будується згідно з (14), при чо му мо де лю ван ня мож -
на організу ва ти з ура хуван ням да них, от ри ма них на по пе ред ньо му етапі.

Оцінка (14) за ли шається незміще ною для будь-яко го ви бо ру M Mmax  .
Із збільшен ням M max дис персія  k T2 ( ) спа дає, але раз ом з тим збільшується час

мо де лю ван ня, вит ра че ний на по пе ред ньо му етапі. З іншо го боку, чим більші
зна чен ня при й має M max , тим мен шим буде вплив на  k T2 ( ). Бу де мо ви би ра ти 

M max  з умо ви
M l T Tk k

l
max

* ( ){ : ( ) ( )} min   . (18)

Вибір ве ли чин  , T  та M max роз гля не мо більш де таль но на чис ло во му при кладі.

5. ЧИСЛОВИЙ ПРИКЛАД

Роз гля нуті далі при кла ди ілюс тру ють точність оцінок, от ри ма них за про по но ва -
ним ме то дом при ско ре но го мо де лю ван ня. Про ве де но їхнє порівнян ня
з відповідни ми оцінка ми, от ри ма ни ми ме то дом Мон те–Кар ло та за на бли же ни -
ми фор му ла ми з [12].  Дослідже но за лежність ймовірності бло ку ван ня від
виду функцій роз поділу три ва лості об слу го ву ван ня за фіксо ва ни ми се редніми.

Роз гля не мо сис те му об слу го ву ван ня, що скла дається з двох ка налів, до
яких над хо дять три по то ки вик ликів (K  3), при цьо му r r r1 2 31 2 5  , , .
Інтен сив ності вхідних по токів задаємо та ким чи ном: 1

1 0 5( ) . ,  2
1 2( )  ,

3
1 0 1( ) . , 1

2 1( )  , 2
2 0 1( ) . , 3

2 10( )  . По ро гові зна чен ня виз на ча ють ся так: 

1 0 3( ) ( ). ,i iS   2 0 6 1 2( ) ( ). , ,i iS i   . Ємність ка налів  S ( )1  та  S ( )2  є змінною, 



а саме S j S j j( ) ( ), , , ,1 215 20 1 6    . Час об слу го ву ван ня m  вик ли ку

m-го по то ку має функцію роз поділу G x e xm
x

m( ) , ,   1 0 1
2 4 M .

Досліджу ва ти ме мо точність оцінок імовірності бло ку ван ня вик ликів дру го го
по то ку (k  2) в за леж ності від S ( )1  та S ( )2 . Аналогічні оцінки ма ють місце і для 
k 1 3, . Як вер хню оцінку ймовірності того, що об слу го ву ван ня буде три ва ти
дов ше за T , ви бе ре мо   10 8 . Згідно з (3) маємо T  4 84. . Із співвідно шен ня (1)
виз на чаємо p  0 206. . Як по чат ко вий проміжок «вход жен ня» сис те ми об слу го -
ву ван ня в стаціонар ний ре жим візьме мо [ , ]0 10 , тоб то t 10. Як по ка за ли об чис -
лен ня, збільшен ня t та T  жод ним чи ном не впли ває на ре зуль тат, окрім
збільшен ня часу мо де лю ван ня. На по пе ред ньо му етапі оцінюємо дис персії 
{ k

l T( ) ( )} та { k T* ( )}. Для цьо го ви ко рис то вуємо N 0 10000  реалізацій для кож -

но го l M M , , max  (па ра метр M  виз на чається зна чен ня ми S ( )1 , S ( )2  , rk  та r
(див. (4)); па ра метр M max зна хо дить ся на підставі співвідно шен ня (18).
На основ но му етапі ви ко рис то вуємо N 106  реалізацій.

У табл. 1 за леж но від кількості ліній об слу го ву ван ня у ка на лах на ве де но
оцінку  ( ) k T  імовірності бло ку ван ня вик ликів дру го го по то ку (k  2), оцінку 
 ( ) k T  дис персії, оцінку  ( )R Tk  віднос ної по хиб ки. Окрім того, вка за но зна чен ня

па ра метрів M  та M max, які виз на ча ють кількість шарів у разі за сто су ван ня ме -
то ду роз ша ро ва ної вибірки.

Із зрос тан ням S ( )1 , S ( )2  імовірність бло ку ван ня змен шується з 4 24 10 2.  

до 1 63 10 8.   , а саме на шість по рядків. У той же час віднос на по хиб ка оцінки
зрос тає тільки в два рази. Якщо ско рис та ти ся ме то дом Мон те–Кар ло і про вес ти
об чис лен ня для пер ших двох варіантів з віднос ни ми по хиб ка ми 0.57 та 0.39, то
от ри маємо оцінки 4 24 10 2.    та  5 91 10 3.    відповідно. Якщо порівня ти з ме то -
дом при ско ре но го мо де лю ван ня, то у пер шо му ви пад ку час мо де лю ван ня прак -
тич но одна ко вий, а у дру го му ви пад ку час мо де лю ван ня зрос тає в 20.4 рази.
З под аль шим змен шен ням імовірності k T( ) пе ре ва га при ско ре но го мо де лю -
ван ня стає ще на ба га то пе ре кон ливішою. Якщо ско рис та ти ся на бли же ни ми
фор му ла ми із [12], то от ри маємо такі ап рок си мації для ймовірності  k T( ): 
2 22 10 2.   , 1 09 10 3.   ,  6 34 10 5.   ,  8 68 10 7.    , 7 23 10 9.   ,  1 20 10 11.   . Воче видь,
що ці ре зуль та ти свідчать про хибність за про по но ва них ап рок си маль них фор -
мул, бо по хиб ка ста но вить від 1.9 до 1358 разів.
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Кількість
ліній

у каналах
M M max  ( )k T  ( )k T  ( ), %R Tk

S ( ) ,1 15
S ( )2 20

5 27 4.24 10 2 1.50 10 8 0.57

S ( ) ,1 30
S ( )2 40

9 27 5.92 10 3 1.36 10 10 0.39

S ( ) ,1 45
S ( )2 60

13 27 1.16 10 3 8.61 10 12 0.50

S ( ) ,1 60
S ( )2 80

17 28 8.05 10 5 6.35 10 14 0.61

S ( ) ,1 75
S ( )2 100

21 30 2.04 10 6 7.57 10 17 0.84

S ( ) ,1 90
S ( )2 120

26 35 1.63 10 8 9.79 10 21 1.19
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До пус ти мо те пер, що три валість об слу го ву ван ня має фіксо ва не се реднє
зна чен ня, на прик лад Mm m K 1 1, , , . На чис ло во му при кладі пе -
ревіримо, наскільки функціональ ний вид роз поділу три ва лості об слу го ву ван ня
впли ває на ймовірність бло ку ван ня  k T( ). Не хай S ( )1 60 , S ( )2 80 . Таблиця 2 
містить оцінки та відповідні довірчі інтер ва ли, які по бу до ва но для п’я ти
варіантів функцій роз поділу {G xm ( )} з дос товірністю 0.99 за N 106

реалізаціями (перші два варіанти — роз поділ Вей бул ла, реш та три варіанти —
роз поділ Па ре то).

Усі роз поділи відрізня ють ся один від од но го до сить суттєво, хоча се редні
три ва лості об слу го ву ван ня є одна ко ви ми. Ра зом з тим усі довірчі інтер ва ли ма -
ють спільні точ ки. Отже, мож на зро би ти вис но вок: на ве де ний при клад не су -
перечить гіпо тезі, що ймовірність бло ку ван ня не за ле жить від виду роз поділів
часу об слу го ву ван ня, а виз на чається лише се редніми ха рак те рис ти ка ми.
Прикла ди, що не увійшли в цю стат тю, та кож не спрос то ву ють таку гіпо те зу.
Отже, ав то ри вва жа ють цілком обґрун то ва ни ми спро би математично строго
довести запропоновану гіпотезу інваріантності.

ВИСНОВКИ

У ро боті по ка за но, що за про по но вані раніше на бли жені фор му ли для зна ход -
жен ня стаціонар ної ймовірності бло ку ван ня вик ликів у дво ка нальній сис темі
з по ро го ви ми стра тегіями об слу го ву ван ня є по мил ко ви ми. Автори про по ну -
ють аль тер на тив ний підхід, який ґрун тується на сумісно му ви ко рис танні ме -
то ду роз ша ро ва ної вибірки та спеціаль них ал го ритмів мо де лю ван ня, спря мо -
ва них на суттєве підви щен ня ймовірності по трап лян ня сис те ми об слу го ву ван -
ня у стан бло ку ван ня вик ликів кон крет но го по то ку. На ве дені при кла ди
підтвер джу ють обґрун то ваність та ко го підхо ду. Зап ро по но ва ний ме тод мож на 
ви ко рис то ву ва ти для оптимізації кількості ліній у кож но му ка налі для за без -
пе чен ня за да них імовірнос тей бло ку ван ня для кож но го по то ку вик ликів.

СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ

 1. Fortet R.M. Random distributions with an application to telephone engineering. Proc. Berkeley 
Sympos. Math. Stat. and Prob. Berkeley. 1956. Vol. 2. P. 81–88.

ISSN 1019-5262. Кібернетика та системний аналіз, 2023, том 59,  № 5 133

Функції розподілу

{ ( )}G xm

 ( )k T  ( ) , %R Tk Довірчий інтервал

1
2 4 e x / 8 05 10 5.   0.61 ( . , . )8 00 10 8 10 105 5  

1 e x
8 08 10 5.   0.61 ( . , . )8 03 10 8 13 105 5  

1
1

1
9

10










x 8 08 10 5.  
0.61 ( . , . )8 04 10 8 13 105 5  

1
1

1
6

7










x 8 08 10 5.  
0.61 ( . , . )8 04 10 8 13 105 5  

1
1

1
3

4










x 8 08 10 5.  
0.60 ( . , . )8 03 10 8 12 105 5  

Т а б  л и  ц я  2



 2. Се вас тья нов Б.А. Пре дель ная те о ре ма для мар ков ских про цес сов и ее при ло же ние к те -
ле фон ным сис те мам с от ка за ми. Те о рия ве ро ят нос тей и ее при ме не ния. 1957. Т. 2, № 1.
С. 106–116.

 3. Марь я но вич Т.П. Обоб ще ние фор мул Эрлан га на слу чай, ког да при бо ры мо гут вы хо -
дить из строя и вос ста нав ли вать ся. Укр. мат. журн. 1960. Т. 12, № 3. С. 279–286.

 4. Ко ва лен ко И.Н. Об усло вии не за ви си мос ти ста ци о нар ных рас пре де ле ний от вида за ко на 
рас пре де ле ния вре ме ни об слу жи ва ния. Проб ле мы пе ре да чи ин фор ма ции. 1963. Вып. 11.
С. 147–151.

 5. Konig D., Matthes K., Nawrotzki K. Verallgemeinerungen der Erlangschen und Engsetschen
Formeln. Berlin: Akademie-Verlag, 1967. 123 S.

 6. Ко ва лен ко И.Н. К рас че ту по пра вок к ха рак те рис ти кам СМО. Проб ле мы устой чи вос ти
сто хас ти чес ких мо де лей. Мос ква: ВНИИСИ, 1986. С. 45–48.

 7. Куз не цов Н.Ю. Аналитико-ста тис ти чес кий ме тод по стро е ния ко ли чес твен ных оце нок
не пре рыв нос ти ха рак те рис тик сис тем мас со во го об слу жи ва ния и ре зер ви ро ван ных сис -
тем. Проб ле мы устой чи вос ти сто хас ти чес ких мо де лей. Мос ква: ВНИИСИ, 1986.
С. 54–62.

 8. Ко ва лен ко И.Н., Куз не цов Н.Ю. Ме то ды рас че та вы со ко на деж ных сис тем. Мос ква:
Радио и связь, 1988. 176 с.

 9. Куз не цов Н.Ю. На хож де ние ста ци о нар ных ве ро ят нос тей со сто я ний сис те мы GI G n| | |0
с вхо дя щим по то ком тре бо ва ний, близ ким к пу ас со нов ско му. Ки бер не ти ка. 1984. № 2.
С. 74–79.

10. Куз не цов Н.Ю., Шум ская А.А. Оцен ка от кло не ния ста ци о нар ных ве ро ят нос тей сис те мы 
GI G m r| | |  от ве ро ят нос тей со сто я ний сис те мы M M m r| | |  ана ли ти ко-ста тис ти чес ким ме -
то дом. Ки бер не ти ка и сис тем ный ана лиз. 2013. № 5. С. 51–60.

11. Кузнєцов М.Ю., Кузнєцов І.М., Шу мська А.А. Зна ход жен ня сто хас тич но го градієнта
для оптимізації ефек тив ності сис тем, які опи су ють ся де ре ва ми відмов з ефек тивністю.
Міжна род ний на уко во-технічний жур нал «Проб ле ми ке ру ван ня та інфор ма ти ки». 2022. 
№ 4. С. 76–88.

12. Sagkriotis S.G., Pantelis S.K., Moscholios I.D., Vassilakis V.G. Call blocking probabilities
in a two-link multirate loss system for Poisson traffic. IET Networks. 2018. Vol. 7, N 4.
P. 233–241.

13. Куз не цов Н.Ю., Куз не цов И.Н. Уско рен ное мо де ли ро ва ние ве ро ят нос ти бло ки ров ки
тре бо ва ний в се тях об слу жи ва ния с мно жес твен ным дос ту пом. Ки бер не ти ка и сис тем -
ный ана лиз. 2021. Т. 57, № 4. С. 30–43.

M.Yu. Kuznetsov, A.A. Shumska
FAST SIM U LA TION OF STEADY-STATE CALL BLOCK ING PROB A BIL ITY 
IN A TWO-CHAN NEL SYS TEM WITH THRESH OLD SER VICE STRAT E GIES

Abstract. A model of a queueing system consisting of two service channels is considered.
Each channel receives calls from several Poisson flows of different types. A call of each flow
requires a certain resource for its service. Threshold service strategies are defined that make it
possible to redirect a call from one channel to another. Blocking of calls of a certain flow
occurs if each channel does not have sufficient service resources. All calls coming in
a system-blocking state are  lost. To evaluate the steady-state probability of blocking calls of
a certain flow, a fast simulation method is proposed. The accuracy of the estimates is
illustrated by numerical examples. The possibility of the insensitivity of the steady-state
blocking probabilities with respect to the form of service time distributions by fixed means is
investigated. 

Keywords: queueing system, blocking state, resource, steady-state probability, Monte–Carlo
method, stratified sampling, fast simulation, variance of estimate.
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