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АЛГОРИТМИ АНАЛІТИЧНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ ОБЕРНЕНОЇ ЗАДАЧІ
МАГНІТОСТАТИКИ ДЛЯ ДЖЕРЕЛА СИГНАЛУ ДИПОЛЬНОЇ МОДЕЛІ 

Анотація. Зап ро по но ва но чо ти ри варіанти ал го ритмів аналітич но го роз в’я зан ня об ер не ної 
за дачі магнітос та ти ки для дже ре ла поля ди поль ної мо делі. Ці ал го рит ми ґрун ту ють ся на
ви ко рис танні влас ти вос тей тен зорів пер ших та дру гих про сто ро вих похідних век то ра
магнітної індукції. На основі ме то ду роз в’я зан ня за дачі за про по но ва но варіанти про сто ро -
вих конфігу рацій пе ре тво рю вачів по то ку СКВІД-магніто мет рич них сис тем та їхнє мож ли -
ве роз та шу ван ня у про сторі. Для всіх варіантів вимірю валь них сис тем на ве де но ре зуль та -
ти чи сель но го мо де лю ван ня роз в’я зан ня за дачі ло калізації у про сторі дже ре ла магнітно го 
сиг на лу ди поль ної мо делі.

Клю чові сло ва: об ер не на за да ча, магнітос та ти ка, СКВІД-сен сор, магніто мет рич на сис те -
ма, інфор маційна тех но логія.

ВСТУП

Ство рен ня магніто мет рич них при ладів на основі СКВІДів (SQUID —
Superconducting QUantum Interference Device), що ма ють унікаль ну чут ливість 
і точність, сти му лю ва ло досліджен ня за дач про сто ро во го аналізу слаб ких
магнітних полів [1, 2]. Важ ли вим для роз в’я зан ня за дач є інтер пре тація да них 
вимірю вань, яка по тре бує роз роб лен ня інфор маційної тех но логії (ме тодів та
ал го ритмів) пе ре тво рен ня от ри ма ної інфор мації для її зруч но го аналізу. Іна -
кше ка жу чи, у досліджен нях магнітних сиг налів носієм інфор мації про об’єкт 
та його ха рак те рис ти ки є магнітне поле, а за вдан ням інфор маційної тех но -
логії в прак тич них за сто су ван нях на й частіше є виз на чен ня та аналіз за ре -
зуль та та ми вимірю вань місцез на ход жен ня (ко ор ди нат) дже ре ла поля (об’єкта) 
та його елек тро магнітних ха рак те рис тик (на прик лад, век тор магнітно го мо -
мен ту або про сто ро вий роз поділ струмів, що опи су ють стан об’єкта). Таку
за да чу на зи ва ють об ер не ною.

У цій статті роз гля ну то аналітич ний ме тод роз в’я зан ня об ер не ної за дачі для
дже ре ла магнітно го поля ди поль ної мо делі та деякі наслідки, що з ньо го вип ли ва ють.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ

Сис те ма струмів в об’ємі V , який об ме же но за мкне ною по вер хнею S, ство -
рює в на вко лиш ньо му про сторі ста тич не магнітне поле, якщо:

1) по вний струм сис те ми відмінний від нуля (провідни ки зі стру мом, елек -
тричні лан цю ги тощо);
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2) за умо ви по вно го стру му, що дорівнює нулю, відмінним від нуля є мак -
рос копічний магнітний ди поль ний мо мент (фе ро магнітні тіла, тіла, що містять
фе ро магнітні вклю чен ня, або тіла, у яких ви ни кає по вний магнітний мо мент за
на яв ності зовнішнього поля);

3) за умо ви по вно го стру му та по вно го магнітно го мо мен ту, які дорівню -
ють нулю, відмінним від нуля є ди поль ний магнітний мо мент еле мен тар ної
«магнітної» комірки.

Дже ре ла ми магнітно го поля мо жуть бути та кож стру ми магнітогідро ди -
намічно го по ход жен ня (за вих рен ня, во рон ки тощо), які з’яв ля ють ся, на прик лад, 
з пе реміщен ням об’єкта в морській воді. Іонізо ва не під впли вом ре ак тив но го
дви гу на повітря та кож є дже ре лом ста тич но го магнітно го поля.

Об’єкти, що ру ха ють ся в повітря но му (вод но му) се ре до вищі, ста ють елек -
трич но за ряд же ни ми за ра ху нок ударів по по верхні парів води, пилу, час ти нок
льо ду і, та ким чи ном, ство рю ють магнітні поля, які мож на зареєстру ва ти
СКВІД-магніто мет рич ною апа ра ту рою. Оскільки згідно з ре зуль та та ми ек спе ри -
ментів мак си мальні час то ти зміни елек тро магнітно го поля, що ви ни кає, не пе ре -
ви щу ють 1000 Гц, для об роб лен ня сиг налів вимірю ва ча з ме тою виз на чен ня
місцез на ход жен ня дже ре ла поля роз гля нуті за дачі по тре бу ють роз в’я зан ня об ер -
не ної за дачі магнітос та ти ки. Як об ер не ну за да чу в магнітос та тиці ро зуміють зна -
ход жен ня про сто ро во го роз поділу дже рел поля за відо ми ми (на прик лад, виміря -
ни ми) зна чен ня ми ве ли чин па ра метрів поля. Функціональні зв’яз ки між па ра мет -
ра ми роз поділу, а та кож ти пом дже рел поля та виміря ни ми зна чен ня ми ве ли чин
поля вва жа ють ся невідо ми ми і їх та кож не обхідно виз на чи ти.

Роз гля не мо аналітич не роз в’я зан ня об ер не ної за дачі у ви пад ку, коли дже ре ло 
сиг на лу мож на ап рок си му ва ти магнітним ди по лем. Іна кше ка жу чи, точ ки про сто -
ру, де відоме або виз на чається магнітне поле B, роз та шо вані віднос но дже ре ла
поля на відста нях r, що знач но пе ре ви щу ють розміри дже ре ла. Тоді век тор
магнітної індукції у точці спос те ре жен ня з радіусом-век то ром r виз на чається за
фор му лою [3]
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де  — магнітна про никність се ре до ви ща у точці спос те ре жен ня; M — по в -
ний магнітний мо мент сис те ми струмів.

Цей ви раз є спра вед ли вим для усіх класів дже рел магнітно го поля. Тому
мож на вва жа ти, що не за леж но від на леж ності дже ре ла сиг на лу до того чи іншо -
го кла су магнітне поле в точці про сто ру з радіусом-век то ром r ство ре не ди -
поль ним дже ре лом (ди по лем) з магнітним мо мен том M, роз та шо ва ним в точці
по чат ку де кар то вої сис те ми ко ор ди нат XZY , та має виг ляд (1). 

У не магнітно му, не провідно му се ре до вищі
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де i , j, k — ба зові век то ри сис те ми ко ор ди нат XYZ.
Пря мим ди фе ренціюван ням (1) за про сто ро ви ми ко ор ди на та ми мож на от -

ри ма ти співвідно шен ня для пер ших та дру гих похідних (фор му ли (3)–(5) з [4])
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век то ра магнітної індукції магнітно го поля в повітрі, які потрібні для аналізу за -
дачі, а саме
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Обер не ну за да чу для дже ре ла поля ди поль ної мо делі мож на сфор му лю ва ти
так: за відо мим (виміря ним) в одній або декількох точ ках про сто ру век то ром
магнітної індукції та його про сто ро ви ми похідни ми знай ти радіус-век тор цих
то чок у сис темі ко ор ди нат, що по в’я за на з дже ре лом магнітно го поля, а та кож
ди поль ний магнітний момент джерела сигналу. 

Алгоритм роз в’я зан ня об ер не ної за дачі. Аналітич ний роз в’я зок об ер не -
ної за дачі для ди поль но го дже ре ла от ри маємо за до по мо гою ма те ма тич но го
апа ра ту влас них век торів [5]. Спо чат ку по ка же мо, що тен зо ри пер ших D1 і дру -
гих D2  про сто ро вих похідних век то ра B ма ють влас ти вості, які да ють змо гу от -
ри ма ти по вний аналітич ний роз в’я зок по став ле ної за дачі.

Отже, тен зор D1 має виг ляд:
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де Bx, B y, B z  — відповідні ком по нен ти век то ра B. 
Відомо, що у не провідно му, не магнітно му се ре до вищі для век то ра маг ніт -

ної індукції ви ко ну ють ся умо ви (2). Це озна чає, що тен зор пер ших про сто ро вих 
похідних век то ра магнітної індукції D1 є си мет ричн ним і не має сліду. Іна кше
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ють ся ха рак те рис тич ним рівнян ням
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(  1 2 3 0   ).
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Це озна чає, що власні век то ри u i  тен зо ра D1,
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взаємно орто го нальні:
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Після нор му ван ня власні век то ри мож на ви ко рис та ти як ба зис но вої сис те -
ми ко ор ди нат і у цьо му но во му ба зисі тен зор D1 має діагональний вигляд:

D1

1

2

3

0 0

0 0

0 0
























, (9)

а ко ор ди на ти радіуса-век то ра довільної точ ки про сто ру у новій сис темі ко ор -
ди нат ( i , i 1 2 3, , ) відповіда ють ко ор ди на та м радіуса-век то ра цієї ж точ ки
в де кар товій сис темі ко ор ди нат XYZ ( j , j x y z , , ):
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де  i ,  i ,  i  виз на ча ють ся з (8).
Співвідно шен ня (8)–(10) да ють змо гу от ри ма ти роз в’я зок за дачі, якщо

у довільній точці про сто ру є відо ми ми не за лежні еле мен ти тен зо ра D1 і одна

з ком по нентів век то ра магнітної індукції, на прик лад Bx. Тоді з (3) для 


B

x
у новій сис темі ко ор ди нат, ба зи сом якої є нор мо вані власні век то ри D1, зна хо -

ди мо век тор, про порційний век то ру M:

M
r

 3

4 4




M, M

r

r r r r

r r r

r r r



 














1
3

2
2
2

3
2

1
2

1
2

2
2

2
2

3

5 5

5

5

( )

( )

( )










. (11)

Нап рямні ко си ну си радіуса-век то ра r в новій сис темі ко ор ди нат от ри маємо
у виг ляді 

n
r

r
1

1  cos ( ) , n2  sin ( ) , n3 0 ,

sin 2 1 2

2 1

2


 

 





, M
n

n
n1 1

2
2

1
2 1

5 1

1





 , (12)

M
n

n
n2 1

1
2

1
2 2

1 5

1





 , M 3 0 .

Із співвідно шень (12) мож на знай ти nx, n y, nz , M x, M y, M z  у за даній сис темі
ко ор ди нат XYZ, а потім виз на чи ти відстань r за виміря ною ком по нен тою Bx:

r
B

M n M n M n n M
x

x x y y z z x x


  

3

3 3 3( )
, (13)

що є по вним аналітич ним роз в’яз ком об ер не ної за дачі.
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Алгоритм роз в’я зан ня за дачі за відо ми ми еле мен та ми тен зо ра про сто ро -
вих похідних дру го го по ряд ку век то ра магнітної індукції. Роз гля не мо влас ти -
вості тен зо ра про сто ро вих похідних дру го го по ряд ку век то ра магнітної індукції:

D

B

x

B

y x

B

z x

B

x y

B

y

B

z y

x x x

x x x
2

2

2

2 2

2 2

2

2







 


 


 






 


 


 

































2 2 2

2

B

x z

B

y z

B

z

x x x

. (14)

У не провідно му, не магнітно му се ре до вищі век тор магнітної індукції є ана -
лі тичною функцією ко ор ди нат. Оскільки для похідних дру го го по ряд ку ана -

лі тичних функцій спра вед ли ва умо ва 

 

 
 

2 2f

r r

f

r ri j j i
 ( , , , )i j x y z , то D2  є си -

мет рич ним. З си мет рич ності і того, що слід тен зо ра D1 дорівнює нулю, вип ли -

ває, що слід D2  та кож дорівнює нулю.

Дійсно,



















 


 


2

2

2

2

2

2

2

2

2 2B

x

B

y

B

z

B

x

B

x y

B

x z
x x x x y z 





















 x

B

x

B

y

B

z
x y z 0. (15)

Тому власні зна чен ня і власні век то ри тен зо ра D2  ма ють ті самі влас ти вості,

що й ана логічні ве ли чи ни для тен зо ра D1. Отже, для виз на чен ня влас них зна -
чень, влас них век торів, а та кож мат риці пе ре хо ду з но вої сис те ми ко ор ди нат
у за да ну (XYZ) мож на ви ко рис то ву ва ти співвідно шен ня (7)–(10), якщо при -

пус ти ти, що B
B

r r
ij

x

i j


 

2
.

По ка же мо, що пе ре ра хо вані влас ти вості тен зо ра D2  да ють змо гу знай ти
пов ний роз в’я зок об ер не ної за дачі магнітос та ти ки, якщо в довільній точці про -
сто ру з радіусом-век то ром r відомі не за лежні еле мен ти D2  похідних дру го го
по ряд ку x-ї ком по нен ти век то ра магнітної індукції, а та кож одне із зна чень пер -

ших про сто ро вих похідних того са мо го век то ра, на прик лад 


B

x
x .

Уве де мо по зна чен ня
M

r


3

4

0
5




M

для век то ра, про порційно го век то ру магнітно го мо мен ту, от ри маємо в новій
сис темі ко ор ди нат

M
n

n n

n n n

n n

 


   

 



1

1
4

1
2

1
2

1 2 1
2

1 3
12 20

1 5 5 7 1

5 7 3

5

( )

( )

( )7 31
2n 



















. (16)

Нап рямні ко си ну си радіуса-век то ра r у новій сис темі ко ор ди нат от ри маємо
у вигляді

( ) ( )     1 5 10 3 51
2

1
4

1 1
4

2n n n  ; n2 0 ; n n3
2

1
21  ; (17)

( ) ( )4 5 5 3 51
2

1
4

1 1
4

2    n n n  ; n n2
2

1
21  ; n3 0 . (18)
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За знай де ни ми в новій сис темі ко ор ди нат ве ли чи на ми n1, n2 , n3 , M1, M 2 , 
M 3 , ви ко рис то ву ю чи співвідно шен ня пе ре хо ду (10), от ри маємо ве ли чи ни nx,
n y, nz , M x, M y, M z  в за даній сис темі ко ор ди нат, а після вра ху ван ня (3) от ри -
маємо відстань до ди поль но го дже ре ла:

r
B

x
n n M n n M n n Mx

x x x x y y x z z



     [( ) ( ) ( ) ]3 5 1 5 1 52 2 2 1, (19)

що і дає по вний роз в’я зок за дачі.
По ка же мо, що по вний роз в’я зок об ер не ної за дачі магнітос та ти ки для ди поль -

но го дже ре ла, ана логічний (17)–(19), існує, якщо в довільній точці про сто ру з
радіусом-век то ром r вимірю ють не за лежні еле мен ти мат риці про сто ро вих по хід -
них дру го го по ряд ку y-ї або z-ї ком по нент век то ра магнітної індукції та відмінну

від нуля ком по нен ту мат риці пер ших похідних, на прик лад 




B

y
y  або 



B

z
z .

У разі вимірю ван ня 


 

2B

r r
y

i j
 маємо

n n1
2

2
21  ; ( ) ( )4 5 5 3 52

2
2
4

2 2
4

1    n n n  ; n3 0 ; (20)

n1 0 ; ( ) ( )     1 5 10 3 52
2

2
4

2 2
4

1n n n  ; n n3
2

2
21  ; (21)
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n n n 


 

   
2

2
4

1 2 2
2

2
2

2
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12 20

5 7 3

1 5 5 7 1 1
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


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
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
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
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; (22)

r
B

y
n n M n n M n n My

y x x y y y y z z



     [( ) ( ) ( ) ]1 5 3 5 1 52 2 2 1. (23)

У разі вимірю ван ня 

 

2B

r r
z

i j
 роз в’я зок за пи ше мо у виг ляді

n n1
2

3
21  ;  ( ) ( )4 5 5 3 53
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3 3
4

1    n n n  , n2 0 ; (24)
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1n n n  , n n2
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21  ; (25)
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
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






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; (26)

r
B

z
n n M n n M n n Mz

z x x z y y z z z



     [( ) ( ) ( ) ]1 5 1 5 3 52 2 2 1. (27)

Отже, ми от ри ма ли чо ти ри варіанти аналітич но го роз в’яз ку за дачі від -
повідно до ме то ду влас них век торів, який впер ше за сто со ва но нами в роботі [4].

Алгоритм об роб лен ня інфор мації у за галь но му виг ляді скла дається з трьох
послідов них етапів:

1) роз ра ху нок  i ,  i ,  i ,  i  та еле ментів мат риці пе ре хо ду;
2) зна ход жен ня па ра метрів дже ре ла магнітно го поля n1, n2 , n3 , M1, M 2 , 

M 3 , nx , n y, nz , M x, M y, M z ;

3) обчис лен ня відстані до дже ре ла поля.
Заз на чи мо деякі особ ли вості ал го рит му. Під час опи су ме то ду по зна чен ня

для вимірю ва них ха рак те рис тик ви би ра ють та ким чи ном, щоб співвідно шен ня
(7)–(10) для виз на чен ня влас них зна чень, влас них век торів та мат риці пе ре хо ду
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були за галь ни ми для всіх чо тирь ох роз в’язків. Це озна чає, що реалізація пер шо -
го ета пу не за ле жить від ре жи му вимірю вань па ра метрів магнітно го поля
(вимірю ють еле мен ти D1 або од но го з тен зорів D2), є універ саль ною і може

бути зафіксованою програмними чи апаратними засобами.
Оскільки век то ри n та M у новій сис темі ко ор ди нат є функціями лише влас -

них зна чень, то для виз на чен ня па ра метрів об’єкта (етап 2) виміряні ха рак те рис -
ти ки магнітно го поля без по се ред ньо не використовують.

Для об чис лен ня відстані до дже ре ла ви ко рис то ву ють ха рак те рис ти ки
магнітно го поля, ступінь од норідності яких на оди ни цю мен ший, ніж у ха рак те -
рис тик, що за сто со ву ють ся для виз на чен ня на прям них ко си нусів і век то ра M;
отже, ав то ма тич но зни кає не одноз начність, по в’я за на з «мас шта бу ван ням» ха -
рак те рис тик магнітно го поля. Цим зу мов ле но і той факт, що для виз на чен ня
відстані до об’єкта з чо тирь ох роз в’язків для век торів n та M у більшості ви -
падків фізич но мож ли ви ми за ли ша ють ся лише два, які є си мет рич ни ми щодо
початку координат (два інші призводять до від’ємних значень відстані).

2. АЛГОРИТМИ ОТ РИ МАН НЯ ВИХІДНИХ ДА НИХ ДЛЯ ВИЗ НА ЧЕН НЯ
РОЗ ТА ШУ ВАН НЯ ДЖЕ РЕ ЛА МАГНІТНО ГО СИГНАЛУ

Роз в’я зок об ер не ної за дачі магнітос та ти ки для ди поль но го дже ре ла поля от ри ма -
но аналітич но з ви ко рис тан ням апа ра ту влас них век торів. У та ко му підході пе -
ре дба чається відмо ва від довільно го ви бо ру сис те ми ко ор ди нат (у за даній сис -
темі ко ор ди нат за да ча не має аналітич но го роз в’яз ку); пе ре хо ду у нову сис те му
ко ор ди нат, по в’я за ну з ба зис ни ми век то ра ми, що збіга ють ся у на прям ку з влас -
ни ми век то ра ми тен зо ра про сто ро вих похідних век то ра магнітної індукції; роз -
в’я зан ня за дачі у новій сис темі ко ор ди нат та «по вер ненні» роз в’язків у за да ну
(ла бо ра тор ну) сис те му ко ор ди нат за до по мо гою опе ра то ра пе ре хо ду. Для от ри -
ман ня по вно го аналітич но го роз в’яз ку об ер не ної за дачі магнітос та ти ки в такій
по ста новці (дже ре ло — магнітний ди поль) не обхідна магніто мет рич на сис те ма,
яка да ва ла би змо гу вимірю ва ти од но час но в одній точці спос те ре жен ня всі не -
за лежні еле мен ти D1 (і одну зі скла до вих век то ра магнітної індукції) або D i2  та 
одну з відповідних пер ших похідних. Отже, для ло калізації ди поль но го дже ре ла
сиг на лу потрібна на явність 6-ка наль ної магніто мет рич ної сис те ми або да них
вимірю ван ня, з ви ко рис тан ням яких мож на от ри ма ти не за лежні еле мен ти тен зо -
ра про сто ро вих похідних D1 або п’ять не за леж них еле ментів од но го з тен зорів 
D i2  і відповідну пер шу похідну. 

За у ва жи мо, що під час ви ко нан ня вимірю вань магнітне поле реєстру ють
СКВІД-сен со ром не без по се ред ньо, а з ви ко рис тан ням петлі з над провідно го
дро ту — транс фор ма то ра (ан те ни або пе ре тво рю ва ча) магнітно го по то ку. Роз -
гля не мо за дачі, де дже ре ло вимірю ва но го поля є «зовнішнім» і не може бути за
ек ра но ва но. У цьо му ви пад ку основ ним ме то дом бо роть би з за ва да ми є ви ко -
рис тан ня при й маль ної ко туш ки транс фор ма то ра по то ку у виг ляді градієнто мет -
ра. Іна кше ка жу чи, ан те на СКВІД-сен со ра являє со бою набір іден тич них витків
з над провідно го дро ту, роз та шо ва них на деякій відстані один від од но го і
з’єдна них на зустріч один од но му. Магнітне поле від «да ле ких» дже рел (зок ре -
ма, ге о магнітне поле) є од норідним і, отже, ство рює у вит ках магнітні по то ки,
одна кові за ве ли чи ною і про ти лежні за на прям ком. Поле «близь ких» дже рел
утво рює різні по то ки че рез вит ки і, отже, не нуль о вий по вний потік, який і
фіксується СКВІД-магніто мет рич ною сис те мою. Для роз в’я зан ня кон крет ної за -
дачі магніто мет рич на сис те ма може місти ти, на прик лад, тільки ба га то ка наль -
ний вимірю вач в одній точці спос те ре жен ня або три ком по нентні чи інші
вимірю вачі в кількох точ ках про сто ру; вимірю ва ча ми мо жуть бути градієнто -
мет ри пер шо го або дру го го порядку тощо.
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Вва жа ти ме мо, що по ча ток де кар то вої сис те ми ко ор ди нат XYZ зна хо дить ся
в об’ємі дже ре ла магнітно го сиг на лу, а на пря мок осі OZ збігається з на прям ком
нор малі до по верхні пло щи ни вимірю вань. Тоді основні про сто рові конфігу рації
дро тя них ан тен (транс фор ма торів магнітно го по то ку) СКВІД-вимірю валь них ка -
налів мож на од но знач но при в’я за ти до сис те ми ко ор ди нат. На рис. 1 по ка за но
один варіант ком по ну ван ня пе ре тво рю вачів магнітно го по то ку СКВІД-маг ніто -
мет рич ної сис те ми, ро бо та якої дає змо гу зареєстру ва ти всі не за лежні еле мен ти
тен зо ра пер ших про сто ро вих похідних век то ра магнітної індукції, не обхідних для 
роз в’я зан ня об ер не ної за дачі для ди поль но го дже ре ла сиг на лу. 

Згідно з аналітич ним роз в’я зан ням об ер не ної за дачі магнітос та ти ки у табл. 1
на ве де но мож ливі типи вимірю валь них сис тем та роз та шу ван ня пе ре тво рю вачів 
магнітно го по то ку (ан тен) у за да них точ ках про сто ру. Реєстрація сиг на лу в цих
точ ках умож лив лює роз в’я зан ня об ер не ної за дачі для ди поль но го дже ре ла поля. 
При цьо му як вимірю вачі сиг на лу мож на ви ко рис то ву ва ти градієнто мет ри лише 
однієї (для кож но го типу) проєкції век то ра магнітної індукції. 

На рис. 2 по ка за но (по чи на ю чи з вимірю валь ної сис те ми D-типу) про сто ро -
ву конфігу рацію пе ре тво рю вачів магнітно го по то ку для реєстрації похідних
век то ра магнітної індукції пря мо кут ної сис те ми ко ор ди нат і роз та шу ван ня у
про сторі відповідних вимірювальних систем.

У табл. 2 на ве де но ре зуль та ти чи сель но го мо де лю ван ня роз в’я зан ня об ер -
не ної за дачі для всіх типів вимірю валь них сис тем з табл. 1. Дже ре ло магнітно го

поля має магнітний мо мент M  (0.2; 0.4; 1.0)  104 2A м , радіус-век тор точ ки

спос те ре жен ня дорівнює r  (12, 16, 20) м, відстань між вимірю ва ча ми для кож -
но го типу сис тем L 1 м, а співвідно шен ня сигнал/завада стале і дорівнює 25.

До вис нов ку про точність ре зуль татів роз в’я зан ня об ер не ної за дачі, на ве де -
них у табл. 2, мож на дійти, вра хо ву ю чи такі фак то ри.

— Вимірю ван ня дру гих похідних магнітно го поля по тре бує більш ви со ко -
го сту пе ня ба лан су пе ре тво рю вачів магнітного потоку.

— Обчис лен ня похідних дру го го по ряд ку за ре зуль та та ми вимірю вань пер -
ших похідних може бути менш точ ним, ніж їхнє пря ме вимірю ван ня.
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Рис. 1. Варіант просторової конфігурації перетворювачів магнітного потоку СКВІД-маг ніто -
метричної системи (а), просторові похідні вектора магнітної індукції, необхідні для розв’язання
задачі (б) і вимірювані величини магнітного поля (в)
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— У вимірю валь них сис те мах D, E, F  СКВІД-градієнто мет ри роз та шо вані в одній
пло щині, що є важ ли вим для їхньо го місцез на ход жен ня сто сов но по верхні землі.

Не хай, на прик лад, ал го ритм вимірю вань пе ре дба чає вимірю ван ня про сто -
ро вих похідних ком по нент x або y век то ра B у точ ках про сто ру, роз та шу ван ня
яких по ка за но в табл. 1. Тоді за кла сифікацією табл. 1 мож на ба чи ти, що тип
вимірю валь ної сис те ми G являє со бою два різних ал го рит ми D, а саме
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Т а б  л и  ц я  1

Типи
вимірювальних

систем
Вимірювані параметри

Обчислені параметри магнітного
сигналу об’єкта

A
 2 2B xx / ,   2B x yx / ,  2 2B yx / ,

  2B x zx / ,   2B y zx / ,  B xx /
Усі необхідні величини параметрів
виміряно в одній точці простору

B
 2 2B xy / ,   2B x yy / ,  2 2B yy / ,

  2B x zy / ,   2B y zy / ,  B yy /
Усі необхідні величини параметрів
виміряно в одній точці простору

C
 2 2B xz / ,   2B x yz / ,  2 2B yz / ,

  2B x zz / ,   2B y zz / ,  B zz /
Усі необхідні величини параметрів
виміряно в одній точці простору 

D
( / , / , / ) , , ,     B x B y B zx x x 1 2 3 4,

( / ) B xx 5

B B x B x Lxx x x     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B y B y Lxy x x     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B z B z Lxz x x     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B y B y Lyy x x     [( / ) ( / ) ] /1 2 2 ,

B B z B z Lyz x x     [( / ) ( / ) ] /1 2 2

E
 ( / , / , / ) , , ,     B x B y B zy y y 1 2 3 4,

( / ) B yy 5

B B x B x Lxx y y     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B y B y Lxy y y     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B z B z Lxz y y     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B y B y Lyy y y     [( / ) ( / ) ] /1 2 2 ,

B B z B z Lyz y y     [( / ) ( / ) ] /1 2 2

F
( / , / , / ) , , ,     B x B y B zz z z 1 2 3 4,

( / ) B zz 5

B B x B x Lxy z z     [( / ) ( / ) ] /1 2 2 ,

B B x B x Lxz z z     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B y B y Lyy z z     [( / ) ( / ) ] /1 2 2 ,

B B y B y Lyz z z     [( / ) ( / ) ] /3 4 2 ,

B B z B z Lzz z z     [( / ) ( / ) ] /3 4 2

G

( / , / , / ,     B x B y B zx x x

   B y B zy y/ , / ) , , ,1 2 3 4,

( / ) B xx 5

Тип D + тип E

H1
( / ) , , B xx 1 2 3,

( / , / ) , , ,   B x B yx x 4 5 6 7

B B x B x Lxx x x     [( / ) ( / ) ] /1 3 2 ,

B B x B x Lxy x x     [( / ) ( / ) ] /4 5 2 ,

B B x B x Lxz x x     [( / ) ( / ) ] /6 7 2 ,

B B y B y Lyy x x     [( / ) ( / ) ] /4 5 2 ,

B B y B y Lyz x x     [( / ) ( / ) ] /6 7 2

H 2
( / ) , B xy 1 3, ( / , / ) , , ,   B x B yy y 4 5 6 7,

( / ) B yy 2

B B x B x Lxx y y     [( / ) ( / ) ] /1 3 2 ,

B B x B x Lxy y y     [( / ) ( / ) ] /4 5 2 ,

B B x B x Lxz y y     [( / ) ( / ) ] /6 7 2 ,

B B y B y Lyy y y     [( / ) ( / ) ] /4 5 2 ,

B B y B y Lyz y y     [( / ) ( / ) ] /6 7 2



Якщо фор му ва ти «решітку» (як на рис. 3) з еле мен тар них вимірю валь них
сис тем, на ве де них в табл. 1, то мож на син те зу ва ти магніто мет рич ну сис те му,
яка скла дається з W Wx y  век тор них градієнто метрів (Wx і Wy — кількість рядів
пря мо кут ної решітки, па ра лель них осям OX  і OY  відповідно).
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Рис. 2. Варіанти розташування у просторі типів вимірювальних систем та конфігурація пере тво -
рювачів магнітного потоку градієнтометрів для реєстрації величин параметрів магнітного поля
згідно з табл. 1
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Та кий підхід дає змо гу підви щи ти надійність ро бо ти всієї вимірю валь ної
сис те ми, оскільки вихід з ладу од но го або кількох вимірю вачів не має не га тив -
них наслідків для роз в’я зан ня за дачі ло калізації об’єкта за да ни ми вимірю вань
його магнітного поля.

ВИС НОВ КИ

Роз роб ле ний аналітич ний ме тод роз в’я зан ня об ер не ної за дачі магнітос та ти ки
і ал го рит ми пе ре тво рен ня інфор мації в магніто мет рич них сис те мах мо жуть
слу гу ва ти і вже слу гу ють те о ре тич ною ба зою для ство рен ня магніто мет рич -
них ком плексів різно манітно го при зна чен ня [6–9]: СКВІД-магніто кардіо гра -
фія для ран ньої діаг нос ти ки найбільш по ши ре них і тяж ких за хво рю вань
в кардіології; СКВІД-магніто мет ричні ком плек си для досліджень в біології
(кон троль дос тав лен ня ліків за до по мо гою спеціаль них на но ком по зитів до
виз на че них органів), роз в’я зан ня за дач по шу ку магнітних ано малій під зем -
лею, вив чен ня магнітних влас ти вос тей ма теріалів тощо. Зас то су ван ня но вих
аналітич них ме тодів роз в’я зан ня об ер не ної за дачі дає змо гу обґрун ту ва ти не -
обхідні вимірю вальні ре сур си (виз на чи ти технічні за со би) для ви яв лен ня і
ло калізації дже ре ла поля (об’єкта), от ри ма ти ре зуль тат за час, близь кий до
ре аль но го. На основі аналітич но го ме то ду роз в’я зан ня об ер не ної за дачі
магнітос та ти ки мож на роз роб ля ти нові (з ура ху ван ням за да них ви мог чи об -
ме жень) ал го рит ми от ри ман ня вихідних да них і тим са мим впли ва ти на
склад та зміст технічних за собів. Це умож лив лює зміну тра диційно го уяв лен -
ня про взаємоз в’я зок «технічні за со би» — «про грам не за без пе чен ня» — «за -
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Т а б  л и  ц я  2

Тип
вимірювальних 

систем

Похибки чисельного моделювання алгоритмів вимірювань за табл. 1 (%)

x y z Mx M y M z

A 0.12 0.41 1.32 2.32 6.73 8.73

B 0.83 0.52 1.41 5.74 1.92 6.75

C 2.15 1.04 0.61 4.11 1.17 1.12

D 0.89 0.51 1.4 4.12 7.43 8.83

E 0.96 0.71 1.37 11.21 2.91 4.42

F 1.11 1.21 1.02 17.12 3.83 3.20

H1 1.04 3.97 2.97 2.49 3.61 13.26

H 2 2.74 1.14 1.04 12.28 4.16 4.39

Рис. 3. Варіанти розташування вимірювальних систем у просторі
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да ча» і роз гляд його в такій послідов ності: «за да ча» — «ме тод роз в’я зан ня і
про грам не за без пе чен ня» — «технічні за со би».
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AL GO RITHMS FOR THE AN A LYT I CAL SO LU TION OF THE MAGNETOSTATICS
IN VERSE PROB LEM FOR THE SIG NAL SOURCE OF THE DI POLE MODEL

Abstract. Four variants of algorithms of the analytical solution of the magnetostatics inverse
problem for the dipolar model of field source are proposed. The solution algorithms are based
on the properties of the tensors of the first and second spatial derivatives of the magnetic
induction vector. Based on the method of solving the problem, variants of spatial
configurations of flux transformers of SQUID magnetometric systems and their possible spatial 
location are proposed. For all variants of measuring systems, the results of numerical
simulation of the solution to the problem of spatial localization of the dipolar source of the
magnetic signal are presented.
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