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НЕПОВНОТА АРИФМЕТИКИ З ПОГЛЯДУ 
ТЕОРІЇ ДІОФАНТОВИХ МНОЖИН

Анотація. Про а налізо ва но Діофан тові мно жи ни і по ка за но, що всі ре кур сив но пе релічені
мно жи ни є Діофан то ви ми. На основі кла сич них ре зуль татів з теорії ре кур сив них
функцій на ве де но про стий варіант те о ре ми про не пов но ту ариф ме ти ки: існує поліном,
який не має цілих до дат них роз в’язків і для яко го не мож на до вес ти відсутність до дат -
них ко ренів. 

Клю чові сло ва: Діофан то ва мно жи на, ре кур сив но пе релічені мно жи ни, не пов но та ариф -
ме ти ки.  

ВСТУП

За галь новідома те о ре ма Ге де ля про не пов но ту ариф ме ти ки являє со бою ре -
зуль тат про фор маль ну ариф ме ти ку, в яко му теорія об чис лю ва ності та логіка 
по в’я зані між со бою. До ве ден ня не пов но ти має низ ку до поміжних твер джень 
і на те пер не є про стим. На основі кла сич них ре зуль татів з теорії ре кур сив них 
функцій і Діофан то вих мно жин над а но дос тат ньо про сте до ве ден ня про не -
пов но ту аріфме ти ки.  

У 1971 р. було от ри ма но виз нач ний ре зуль тат про не роз в’язність 10-ї про -
бле ми Гільбер та, а саме, чи існує ал го ритм, який за над а ним поліно мом 
p x xn( )1   з цілими коефіцієнта ми розпізнає існу ван ня роз в’язків рівнян ня 
p  0 у цілих чис лах. Уче ний ма те ма тик Ю.В. Матіясе вич по ка зав, що та ко го
алгоритму не існує [1].

Основ ний технічний ре зуль тат, от ри ма ний під час до ве ден ня не роз в’яз ності
10-ї про бле ми Гільбер та — це те о ре ма про збіг кла су Діофан то вих мно жин та кла -
су ре кур сив но пе реліче них мно жин. Про об чис лю вальні мож ли вості поліномів
свідчить та кий ре зуль тат: мож на явно вка за ти поліном від ба гать ох змінних
з цілими коефіцієнта ми та кий, що мно жи на всіх до дат них зна чень, яких він на бу -
ває за ціло чис ло вих зна чень змінних, є в точ ності мно жи на про стих чи сел. 

ДІОФАНТОВІ МНОЖИНИ 

Діофан то ви ми рівнян ня ми на зи ва ють рівнян ня виг ля ду

D a a x xn m( , )1 1 0      , (1)

де D — поліном з цілими коефіцієнта ми віднос но всіх змінних a1 , 
a x xn m, 1  , які роз би то на дві час ти ни: па ра мет ри a an1   та невідомі 
x xm1  . Під час фіксації зна чень па ра метрів от ри му ють ся кон кретні
Діофан тові рівнян ня.

У про цесі різно го ви бо ру зна чень па ра метрів одер жу ють рівнян ня, які ма -
ють роз в’яз ки, і рівнян ня, які роз в’язків не ма ють. Па ра мет ри Діофан то во го
рівнян ня (1) виз на ча ють де я ку мно жи ну , яка скла дається з усіх та ких на борів 
зна чень па ра метрів a an1  , для яких існу ють зна чен ня змінних x xm1  , які
за до воль ня ють рівнян ня (1):

a a x x D a a x xn m n m1 1 1 1 0            , , [ ( , ) ]. (2)
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Чис ло n — розмірність мно жи ни , а еквіва лентність (2) — Діофан то ве
пред став лен ня мно жи ни .

Потрібно роз в’я за ти таку за да чу: не хай є де я ка мно жи на, яка скла дається
з n-ок на ту раль них чи сел; тре ба вста но ви ти, чи є ця мно жи на Діофан то вою, і
якщо так, то знай ти для неї будь-яке Діофан то ве пред став лен ня. Іноді діофан -
товість мно жи ни тривіаль на, на прик лад, оче вид на діофан товість мно жи ни всіх 
пар них чи сел. В інших ви пад ках ви яв ля ти діофан товість технічно склад но, на -
прик лад для про стих чи сел. 

Об’єднан ня двох Діофан то вих мно жин одна ко вої розмірності є Діофан то -
вою мно жи ною. Дійсно, якщо D a a x xn m1 1 1 1

0( , )       та  D a an2 1( ,   
x xm1 2

0   )  — Діофан тові  пред став лен ня  двох мно жин,  то 
D a a x xn m1 1 1 1

( , )      D a a x xn m2 1 1 2
0( , )       — Діофан то ве пред -

став лен ня їхньо го об’єднання.
Пе ре тин двох Діофан то вих мно жин одна ко вої розмірності та кож

Діофантів і виз на чається рівнянням 

D a a x x D a a x xn m n m1
2

1 1 2
2

1 11 2
0( , ) ( , )             .

По ка за но, що до пов нен ня мно жи ни n-ок на ту раль них чи сел до мно жи ни
всіх n-ок на ту раль них чи сел не об ов’яз ко во є Діофан то вою мно жи ною і цей
факт зовсім не є тривіальним.

Отри ма но мож ливість спеціалізу ва ти вид рівнянь у Діофан то вих пред став -
лен нях мно жи ною на ту раль них чи сел (тоб то у ви пад ку n 1). Не важ ко зро -
зуміти, що рівнян ня  

D a x xm( , )1 0   (3)

має роз в’я зок у невідо мих x xm1   тоді і тільки тоді, коли рівнян ня

( ) ( ( ))x D x x am0
2

01 1 1      (4)

має роз в’я зок у невідо мих x xm0   . Дійсно, з довільно го  роз в’я зан ня
рівнян ня (3) мож на от ри ма ти роз в’я зок (4) для x a0  . З іншо го боку,

співмнож ник ( ( )1 2
0  D x xm  по ви нен бути до дат ним, а це мож ли во лише, 

якщо D x xm( )0 0   . У цьому ви пад ку з (4) вип ли ває, що x a0  , і це озна -
чає, що (3) та кож ви ко нується.

Та ким чи ном, мно жи на на ту раль них чи сел є Діофан то вою тоді і тільки
тоді, коли вона є мно жи ною усіх на ту раль них зна чень, які на бу ває де я кий
поліном з цілими коефіцієнта ми за на ту раль них значень змінних.

ЛОГІЧНА ТЕРМІНОЛОГІЯ

Час то на томість мови мно жин зручніше ви ко рис то ву ва ти мову влас ти вос тей
та відно шень (пред и катів) між чис ла ми. Влас тивість P на ту раль них чи сел є
Діофан то вою влас тивістю, якщо діофан то вою є мно жи на всіх чи сел, які ма -
ють влас тивість P, відповідно еквіва лентність виг ля ду

P( ) , , [ ( , ) ]a x x D a x xm m    1 1 0 

на зи вається Діофан то вим пред став лен ням влас ти вості P.
Аналогічно відно шен ня R між n на ту раль ни ми чис ла ми на зи вається

Діофан то вим відно шен ням, якщо Діофан то вою є мно жи на n-ок на ту раль них чи -
сел, які містять ся у відно шенні R ; відповідно еквівалентність вигляду 

R a a x x D a a x xn m n m( )) , , [ ( , ) ]1 1 1 1 0           

на зи вається Діофан то вим пред став лен ням відно шен ня R .  
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Об’єднан ню мно жин за цією терміно логією відповідає по бу до ва но вої влас -
ти вості (відно шен ня) за до по мо гою логічної опе рації «або» (диз ’юнкція). Іна -
кше ка жу чи, якщо R1 та R2  — два Діoфантові відно шен ня (або влас ти вості), то
відно шен ня R (влас тивість) таке, що для всіх a an1   ви ко нується 
R a a R a a R a an n n( ) ( ) ( )1 1 1 2 1          , також є Діофан то вим. 

Аналогічно пе ре ти ну мно жин відповідає логічна опе рація «І» (кон ’юнкція). 
Еквіва лентність типу R a a R a a R a an n n( ) ( )& ( )1 1 1 2 1          та кож роз -
гля дається як за галь не Діофан то ве пред став лен ня відно шен ня R , якщо діофан -
товість R1 та R2  вже була встановлена.

Важ ли вим за со бом уста нов лен ня діофан то вості є по нят тя Діофан то вої
функції як функції, графік якої є Діофан то вою мно жи ною. Відповідно Діофан -
то вим пред став лен ням функціїї F  буде еквівалентність типу 

a F b b x x D a b b x xn m n m         ( ) , , [ ( , , ) ]1 1 1 1 0    ,

де D — поліном з цілими коефіцієнта ми. 

ПРИКЛАДИ ДІОФАНТОВИХ МНОЖИН, ВІДНОШЕНЬ І ФУНКЦІЙ

На ве де мо декілька про стих при кладів: діофан товість нерівнос тей  та < 

a b x a x b    [ ], a b x a x b     [ ]1 .

Діофан товість мно жи ни всіх пар них чи сел:  x a x[ ]2 . Діофан товість

відно шен ня ділен ня a b x a x b| [ ]    дає змо гу дати за галь не пред став лен ня
діофан то вості  функції rem ( , )b c  — за ли шок від ділен ня b на c:  
a b c a c c b a   rem ( , ) & | .

На основі діофан то вості rem мож на дати за галь не Діофан то ве пред став лен -
ня функції b cdiv  — ціла час ти на від ділен ня b на c:

a b c a c b c b   div rem ( , )

та за галь не Діофан то ве пред став лен ня тримісно го відно шен ня порівнян ня за до -
дат ним мо ду лем a b c a c b c  ( ) ( , ) ( , )mod rem rem . Функція b cdiv  відіграє

важ ли ву роль у вста нов ленні діофан то вості функції підне сен ня до степіня bс . 

Отри ма но за галь не Діофан то ве пред став лен ня функції GCD — найбільший
за галь ний дільник до дат них цілих чисел:

a GCD b c bc a b x y a bx cy     ( , ) & | & [ ]0 .

МОВИ ОПИСУ ДІОФАНТОВИХ МНОЖИН

Мова Я0     { , , , }, де  — кван тор існу ван ня дає змо гу за пи са ти
будь-який поліном p a x( , ) та ро би ти вис нов ки у виг ляді  xp a x( , ) 0, де 
a a ak  { }1  , x x xm  { }1  . Тоді мож на оха рак те ри зу ва ти Діофан тові мно -
жи ни як такі і тільки такі, які мож на ви ра зи ти мо вою Я0 . Однак мож ли вості 
мови Я0  об ме жені і на ній не мож на вис ло ви ти ба га то ціка вих з те о ре ти -
ко-чис ло вої точ ки зору мно жин. Нап рик лад, мно жи на про стих чи сел ви ра -
жається фор му лою

p y p z p y z p y z         1 1 1& [ ],

до якої вхо дить об ме же ний кван тор за галь ності  .
Ю.В. Матіясе вич вив чив мови Я Я1 5 , при чому мож ли вості кож ної на -

ступ ної мови збільшу ва ли ся. У су куп ності вони містять сим во ли   , ,  (опе ра -

тор піднесення до степіня),    , , , , | (опе рація поділу), об ме же ний кван тор
за галь ності   ( ), & , ,mod  ,  а та кож  деякі функції. Мова  Я5  от ри мується
до да ван ням об ме же но го кван то ра за галь ності Я Я5 4 { }.
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Технічно склад ни ми ви я ви ли ся до ве ден ня діофан то вості функції двох ар -

гу ментів bc та об ме же но го кван то ра за галь ності. На основі діофан то вості

функції bc от ри ма но діофан товість біноміаль них коефіцієнтів і фак торіала та
за пи са но Діофан то ве пред став лен ня простих чисел в іншому вигляді

Pr ( ) & ( , ( )!)ime a a GCD a a   1 1 1.

Матіясе вич довів рівно об’ємність мов Я0  і  Я5 , тоб то будь-яка мно жи на,
що ви ра жається однією мо вою, ви ра жається та кож і в іншій мові. З цьо го вип -
ли ває діофан товість мно жи ни всіх про стих чи сел. 

З іншо го боку, у теорії ре кур сив них функцій вста нов ле но, що клас мно жин,
опи са них мо вою Я5 , збігається з кла сом ре кур сив но пе реліче них (р.п.) мно жин.
Та ким чи ном, з рівно об’ємності мов Я0  та Я5  до ве де но, що клас Діофан то вих
мно жин збігається з кла сом р.п. мно жин. Одним з кла сич них ре зуль татів у теорії
ре кур сив них функцій є те о ре ма про існу ван ня р.п. мно жи ни (на ве де на далі), для
якої не існує за со бу, що дає змо гу за скінчен ну кількість кроків розпізна ти на -
явність або відсутність довільно го чис ла у цій мно жині. Цей ре зуль тат раз ом
з діофан товістю р.п. мно жин дає від’ємний роз в’я зок 10-ї про бле ми Гільбер та [1]. 

ТЕРМІНОЛОГІЯ З ТЕОРІЇ РЕКУРСИВНИХ ФУНКЦІЙ

Нада мо деякі не обхідні відо мості з теорії ре кур сив них функцій. Далі без об ме -
жен ня за галь ності роз гля не мо ви па док од но па ра мет рич них Діофан то вих мно жин. 

Не хай  p x y ym( , , ... , )1  —  поліном з цілими коефіцієнта ми. Тоді пред и кат
(відно шен ня) M x( ), який задається фор му лою 

M x y( ) , ..., 1    y p x y ym m( ( , , ..., ) )1 0 , 

на зи вається Діофан то вим пред и ка том, об ласть виз на чен ня кван торів 
 y ym1, ...,  є мно жи ною на ту раль них чи сел.

Те о ре ма 1. Діофан тові пред и ка ти є час тко во роз в’яз ни ми.
До ве ден ня. Пре ди кат p x y ym( , , ..., )1 0  є роз в’яз ним, оскільки він пе -

ревіряється підста нов кою у поліном зна чень зміннних x та y ym1, ..., . Існує те о -
ре ма [2], яка по ка зує, що пред и кат виг ля ду 

M x y( ) , ...,  1   y p x y ym m( ( , , ..., ) )1 0  

є час тко во роз в’яз ним.
Зро зуміло, що з чис ла час тко во  роз в’яз них пред и катів Діо фан то ви ми є ті,

які мож на пред ста ви ти у віднос но про сто му виг ляді. Ба га то часу було невідомо
про існу ван ня не роз в’яз них Діофан то вих пред и катів. Ця про бле ма по в’я за на
з 10-ю про бле мою Гільбер та. Саме тому виз нач ним до сяг нен ням ви я вив ся до ве -
де ний Матіясе ви чем у 1971 р. результат.  

Те о ре ма 2. Кож ний час тко во роз в’яз ний пред и кат є Діофан то вим пред и ка том.
Відомо з теорії ре кур сив них функцій, що про бле ма x Wx  є не роз в’яз ною,

де Wx– об ласть виз на чен ня час тко вої об чис лю ва ної функції  x, яка ви ко нується 
про гра мою Px  з індек сом x. Ця про гра ма за вер шує ро бо ту на вході x. Прог ра ма 
Px скла дається зі скінчен но го на бо ру ко манд, які мож на за ко ду ва ти на ту раль -
ним чис лом.

Ха рак те рис тич на функція цієї про бле ми, яка задається фор му лою, 

f x x W
x W

x

x
( ) , ,

, ,
 





1
0

якщо 
якщо 

не є об чис лю ва ною функцією. У про ти леж но му ви пад ку за до по мо гою діаго -
наль но го ме то ду будується об чис лю ва на функція g x( ), яка відрізняється від



будь-якої об чис лю ва ної функції [2]:

g x
x W
x W

x

x
( )

, ,
, .

 






1 якщо
не визна ена якщо

Озна чен ня 1. Не хай A — підмно жи на мно жи ни на ту раль них чи сел N . Ха -

рак те рис тич ною функцією A є функція 

C x x A
x AA ( ) , ,

, .
 





1
0

якщо 
якщо 

Тоді мно жи на A на зи вається ре кур сив ною, якщо CA  — об чис лю ва на функція 
або, якщо пред и кат x A  є роз в’яз ним.

Та ким чи ном, мно жи на K x x Wx { | } не є ре кур сив ною. Для K x x Wx { | }
не існує про гра ми, яка дає змо гу за скінчен ну кількість кроків розпізна ти на -
явність або відсутність довільно го чис ла n  0 1 2, , , ... у цій мно жині.

Хоча пред и кат x Wx  і має не об чис лю ва ну ха рак те рис тич ну функцію, про -
те на ступ на функція, яка по в’я за на з цією про бле мою, є обчислюваною

f x x W
x W

x

x
( ) , ,

, .
 





1 якщо 
не визна ена якщо 

Якщо вва жа ти, що одиницею кодується відповідь «так», то будь-який ал го -
ритм, який об чис лює f , є про це ду рою, яка дає відповідь «так», коли x Wx , але
про дов жує ро бо ту нескінчен но, якщо твер джен ня  x Wx  не ви ко нується. Таку
про це ду ру на зи ва ють час тко во роз в’яз ною про це ду рою для про бле ми x Wx , та 
до того ж вва жа ють, що ця про бле ма або цей предикат є частково розв’язним. 

Озна чен ня 2. Пре ди кат M x( ) на зи вається час тко во роз в’яз ним, якщо

функція
f x M x

M x
( ) , ( ) ,

, ( )
 1 якщо iстиний

не визна ена якщо хибний,




об чис лю ва на. Ця функція на зи вається час тко вою ха рак те рис тич ною функцією 
M x( ).

Озна ченн ня 3. Не хай A — підмно жи на мно жи ни N . Тоді мно жи на A є ре -

кур сив но пе реліче ною, якщо функція f , яка задається фор му лою   

f x x A
x A

( ) , ,
, .

 





1 якщо 
не визна ена якщо 

об чис лю ва на (або, якщо пред и кат x A  є час тко во роз в’яз ним). 
По ка за но, що мно жи на A є р.п. тоді і тільки тоді, коли вона є об лас тю виз -

на че ності об чис лю ва ної функції [2].
Уста но ви ти р.п. будь-якої мно жи ни буває знач но лег ше, ніж ви я ви ти діофан -

товість цієї мно жи ни. Нап рик лад, зви чай но, що мно жи на про стих чи сел є р.п., але
зовсім не оче вид но, що вона є Діофан то вою. Ця р.п. мно жи на ви я ви лась мно жи -
ною до дат них зна чень де я ко го мно гоч ле на (він має 26 змінних [3]). Це твер джен ня
вва жа ли дуже не прав до подібним доти, поки Матіясе вич не довів свою те о ре му.

НЕПОВНОТА АРІФМЕТИКИ І ДІОФАНТОВІ МНОЖИНИ

Зро зуміло, що Діофан то ва мно жи на є ре кур сив но пе реліче ною, і тому всі ре -
кур сив но пе релічені мно жи ни з те о ре ми Матіясе ви ча є Діофан то ви ми.

Оскільки пред и кат x K  час тко во роз в’яз ний, мно жи на K x x Wx { | } ре -
кур сив но пе релічена. Мно жи на K є об лас тю виз на че ності  р.п. мно жи ни Wi  де я -
кої об чис лю ва ної функції  i .

Ви бе ре мо те пер поліном p a y ym( , )1   та кий, що 
a W y y p a y ya m m      1 1 0,... , ( ( , ) ) . (5)
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Це мож на зро би ти в ре зуль таті діофан то вості р.п. мно жи ни K. У фор -
мулі (5) Діофантів пред и кат     y y p a y ym m1 1 0, ..., ( ( , ) )  є фор маль ним
ана ло гом пред и ка та x K , і це є клю чо вим ре зуль та том Матіясе ви ча. У ко н -
струкції Ге де ля для от ри ман ня фор маль но го ана ло га пред и ка та x K  при свя че -
на суттєва час ти на до ве ден ня Ге де ля [4]. 

Роз гля не мо функцію, яка виз на чається у та кий спосіб:

F a y y p a y ym m( ) , , ..., ( ( , ) ),     1 0
0

1 1якщо 
у  протиле


жному  випадку.





Якщо би існу ва ла роз в’я зу валь на про це ду ра для 10-ї про бле ми Гільбер та,
то мож на було ефек тив но об чис ли ти зна чен ня функції F , тоб то про бле ма 
a Wa  була би роз в’яз ною, але це не мож ли во. 

З теорії Діофан то вих мно жин вип ли ває про стий варіант те о ре ми Ге де ля
про не пов но ту ариф ме ти ки. Оскільки Діофан тові мно жи ни є р.п., всі рівнян ня 
p x xk( )1 0   , які ма ють роз в’яз ки у цілих чис лах, мож на ре кур сив но пе релічити.

Не пе реліче ни ми за ли ша ють ся твер джен ня про відсутність роз в’язків для
рівнянь

    x x p x xk k1 1 0, ... , ( ) . (6)

Якщо при пус ти ти, що для де я кої не су пе реч ли вої сис те ми аксіом мож на до -
вес ти всі фак ти виг ля ду (6), це озна ча ло би існу ван ня ал го рит му, який  пе -
релічує те о ре ми (6). Оскільки будь-які до ка зи є скінчен ни ми, всі вони утво -
рюють ре кур сив но пе релічену мно жи ну [2]. Тоб то цей ал го ритм пе релічує до пов -
нен ня до мно жи ни поліномів, які ма ють до датні роз в’яз ки. Згідно з відо мою те о -
ре мою [2] мно жи на A є ре кур сив ною (роз в’яз ною) тоді і тільки тоді, коли мно жи -
ни A та A є р.п. Отже, от ри муємо роз в’язність мно жи ни поліномів, які ма ють до -
датні ко рені (в та ко му ви пад ку мно жи на поліномів (6) є теж роз в’яз ною). Та ким
чи ном маємо су перечність з від’ємним роз в’яз ком 10-ї про бле ми Гільбер та.

Те о ре ма 3. Для будь-якої не су пе реч ної теорії, яка містить ариф ме ти ку,
існує поліном, який не має цілих до дат них роз в’язків і для яко го не мож на до -
вес ти відсутність на ту раль них ко ренів.

ВИСНОВКИ

Аналіз Діофан то вих мно жин по ка зав, що всі ре кур сив но пе релічені мно жи ни
є Діофан то ви ми. На основі кла сич них ре зуль татів з теорії ре кур сив них
функцій мож на при вес ти про стий варіант те о ре ми про не пов но ту ариф ме ти -
ки: існує поліном, який не має цілих до дат них роз в’язків і для яко го не мож -
на до вес ти відсутність на ту раль них ко ренів.
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IN COM PLETE NESS OF ARITH ME TIC FROM THE POINT OF VIEW 
OF DIOPHANTINE SET THE ORY

Аbstract. Analysis of Diophantine sets showed that all recursively enumerated sets are
Diophantine. Based on classical results in the theory of computable functions, a simple version 
of the theorem on the incompleteness of arithmetic can be given: there is a polynomial that
does not have positive integer solutions, and for which it is impossible to prove the absence of 
positive roots. 
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