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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó ïëàíóâàííÿ ì³ñ³é ã³áðèäíèõ òðàíñïîðòíèõ ñèñòåì — àâ-
òîìîá³ëÿ ÷è ³íøîãî òðàíñïîðòíîãî çàñîáó, ùî ìîæå ïåðåì³ùóâàòèñÿ â³ä ïî÷àòêîâîãî
ì³ñöÿ áàçóâàííÿ äî ³íøèõ çàäàíèõ ì³ñöü (áàç) íà çàäàíîìó ìàðøðóò³, ìàþ÷è íà áîðòó
îäèí áåçï³ëîòíèé ë³òàëüíèé àïàðàò (ÁïËÀ). Çàïðîïîíîâàíî çì³ñòîâíó ïîñòàíîâêó òà ìàòå-
ìàòè÷í³ ìîäåë³ îïòèì³çàö³éíèõ ïðîáëåì ðîçïîä³ëó îá’ºêò³â ïî áàçàõ, âèáîðó áàç òà ôîð-
ìóâàííÿ ìàðøðóò³â ÁïËÀ ï³ä ÷àñ îáñòåæåííÿ ÷è îáñëóãîâóâàííÿ çàäàíî¿ ìíîæèíè
îá’ºêò³â çà íàÿâíîñò³ îáìåæåíü íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ. Ðîçðîáëåíî òà ðåàë³çîâàíî àëãîðèòì
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíèõ çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà
îïòèì³çàö³¿ ìóðàøèíèìè êîëîí³ÿìè. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïëàíóâàííÿ ëîã³ñòè÷íèõ ì³ñ³é, äèíàì³÷í³ áàçè, îïòèì³çàö³ÿ ìàðøðóò³â,
òðàíñïîðòíèé çàñ³á, ÁïËÀ, îïòèì³çàö³ÿ ìóðàøèíèìè êîëîí³ÿìè.

ÂÑÒÓÏ

Ñòð³ìêå ðîçøèðåííÿ ñôåðè çàñòîñóâàíü áåçï³ëîòíèõ ë³òàëüíèõ àïàðàò³â (ÁïËÀ)
ñïðè÷èíèëî ïîÿâó áàãàòüîõ íîâèõ ïðèêëàäíèõ îïòèì³çàö³éíèõ ïðîáëåì ³ çóìî-
âèëî ïîòðåáó ó ðîçðîáëåíí³ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ³ ìåòîä³â òà áàçîâà-
íèõ íà íèõ ³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é. Íèí³ ÁïËÀ çàñòîñîâóþòü ï³ä ÷àñ
ìîí³òîðèíãó ³ ñïîñòåðåæåíü, îðãàí³çàö³¿ ïîøóêîâî-ðÿòóâàëüíèõ îïåðàö³é, äëÿ
çáîðó äàíèõ, íà âèðîáíèöòâ³, ó ñ³ëüñüêîìó ãîñïîäàðñòâ³, ëîã³ñòèö³ òîùî [1, 2].
Äî òîãî æ, ÁïËÀ ñòàëè íåâ³ä’ºìíîþ ÷àñòèíîþ ïåðñïåêòèâíîãî îçáðîºííÿ ñó-
÷àñíèõ àðì³é, ¿õ àêòèâíî âèêîðèñòîâóþòü ó ðîçâ³äö³, ïàòðóëþâàíí³, äëÿ êîðå-
ãóâàííÿ âîãíþ ³ ë³êâ³äàö³¿ âîðîæèõ ö³ëåé [3, 4].

Ìîæíà âèîêðåìèòè òðè îñíîâí³ ñïîñîáè âèêîðèñòàííÿ ÁïËÀ â ëîã³ñòèö³:
— äîñòàâëåííÿ çä³éñíþº ëèøå ÁïËÀ;
— äëÿ äîñòàâëåííÿ çàä³þþòü ÿê òðàíñïîðòíèé çàñ³á, òàê ³ îäèí ÷è äåê³ëüêà ÁïËÀ;
— òðàíñïîðòíèé çàñ³á ëèøå îáñëóãîâóº ÁïËÀ.
Áëèçüêèìè äî ðîçãëÿíóòî¿ òåìàòèêè º çàäà÷³ ìàðøðóòèçàö³¿ òðàíñïîðòíèõ

çàñîá³â (Vehicle Routing Problem, VRP), àêòóàëüí³ñòü ÿêèõ çóìîâèëà ïîÿâó
îñòàíí³ì ÷àñîì áåçë³÷³ äîñë³äæåíü [5].

Îäí³ºþ ³ç îñíîâíèõ â³äì³ííîñòåé çàäà÷ ìàðøðóòèçàö³¿ ç âèêîðèñòàííÿì ÁïËÀ,
ÿê³ íàçèâàþòüñÿ Vehicle Routing Problem with Drones (VRPD) [6, 7], ïîð³âíÿíî ç êëà-
ñè÷íèìè VRP º ñóòòºâå îáìåæåííÿ íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ, à ó ðàç³ äîñòàâëåííÿ — ³
íà âàíòàæîï³äéîìí³ñòü. Âîäíî÷àñ íàÿâí³ ïåâí³ àíàëîã³¿ ³ç VRP ç äåê³ëüêîìà ïóíêòà-
ìè áàçóâàííÿ (äåïî) — ñòàö³îíàðíèìè ÷è äèíàì³÷íèìè [8–12].
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Ñóòòºâîþ ïðè÷èíîþ àêòèâ³çàö³¿ äîñë³äæåíü ³ ðîçðîáëåíü ³ç ö³º¿ òåìàòèêè,

çîêðåìà, º òå, ùî íèçêà âåëèêèõ êîìïàí³é, òàêèõ ÿê Amazon, Google, DHL, UPS,

Deutsche Post AG òà Walmart îãîëîñèëè ïðî âèêîðèñòàííÿ áåçï³ëîòíèê³â

ó ïðîöåñ³ äîñòàâëåííÿ òîâàð³â ê³íöåâèì ñïîæèâà÷àì («äîñòàâêà îñòàííüî¿

ìèë³») [13]. Îñòàíí³ì ÷àñîì ðîçøèðþþòüñÿ äîñë³äæåííÿ çàäà÷ ì³í³ì³çàö³¿ çàãàëü-

íîãî ñïîæèâàííÿ åíåðã³¿ ï³ä ÷àñ ïëàíóâàííÿ ëîã³ñòè÷íèõ ì³ñ³é ç âèêîðèñòàííÿì

äðîí³â (Electric Vehicle Routing Problem with Drones), äå òðàíñïîðòíèé çàñ³á — öå

åëåêòðè÷í³ ôóðãîíè, ç ÿêèõ ÁïËÀ çä³éñíþþòü «äîñòàâêó îñòàííüî¿ ìèë³» [14].

Âàæëèâèìè º òàêîæ çàäà÷³ ïëàíóâàííÿ ìîí³òîðèíãó îá’ºêò³â êðèòè÷íî¿
³íôðàñòðóêòóðè ãðóïîþ ÁïËÀ ç óðàõóâàííÿì âèìîã, òàêèõ ÿê ÷àñòîòà ïåðåäà÷³,
îáñÿã ïåðåäàíèõ äàíèõ òà ÷àñ áåçïåðåðâíî¿ ðîáîòè, ïëàíóâàííÿ âèêîðèñòàííÿ
ÁïËÀ òà ñòàíö³é àâòîìàòè÷íî¿ çàì³íè àêóìóëÿòîð³â [15]. Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî
çàäà÷³ ìàðøðóòèçàö³¿ ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïîâ’ÿçàí³ ç ìîí³òîðèíãîì, çîêðåìà
äëÿ îïåðàòèâíîãî âèÿâëåííÿ çàäàíèõ îá’ºêò³â ÷è ïðîöåñ³â íà ïåâí³é òåðèòîð³¿,
ùî ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó ïðèâîäèòü äî çàäà÷ ìàêñèìàëüíîãî ïîêðèòòÿ îá-
ëàñò³ ñóêóïí³ñòþ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â çàäàíî¿ ôîðìè òà ðîçì³ð³â [16].

Îñîáëèâ³ñòþ ïëàíóâàííÿ áàãàòüîõ ì³ñ³é ç ÁïËÀ º âèêîðèñòàííÿ ã³áðèäíèõ
òðàíñïîðòíèõ ñèñòåì, ó ÿêèõ ÁïËÀ ìîæå òðàíñïîðòóâàòèñÿ àâòîìîá³ëåì ÷è ³íøèì
òðàíñïîðòíèì çàñîáîì, çë³òàþ÷è ³ ïðèçåìëÿþ÷èñü ó ïåâíèõ ì³ñöÿõ íà ìàðøðóò³
òðàíñïîðòíîãî çàñîáó [5, 6, 17–21]. Ó ïåðø³é ïóáë³êàö³¿ ñòîñîâíî ìîæëèâîñò³
âçàºìîä³¿ ÁïËÀ ç âàíòàæ³âêîþ çàäà÷ó íàçâàíî çàäà÷åþ êîì³âîÿæåðà ç ïîì³÷íèêàìè:
Flying Sidekick Traveling Salesman Problem (FSTSP) [6, 21]. Îêðåìèé êëàñ òàêèõ çà-
äà÷ ñêëàäàþòü ïðîáëåìè ïëàíóâàííÿ ì³ñ³é ã³áðèäíèõ ñèñòåì, ó ÿêèõ ì³ñöÿ áàçóâàí-
íÿ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó ìîæóòü çàäàâàòèñÿ áåç ïðèâ’ÿçêè äî îá’ºêò³â îáñëóãîâó-
âàííÿ. Ïðè öüîìó ì³ñöåïîëîæåííÿ òàêèõ áàç ìîæóòü çàäàâàòèñÿ àïð³îð³ (ïîä³áíî
äî çàäà÷ ³ç äèíàì³÷íèìè áàçàìè [11]) ÷è âèçíà÷àòèñÿ ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çà-
äà÷³. Â [22] ïðîïîíóºòüñÿ òàê³ çàäà÷³ íàçèâàòè Drone Routing Problem with Truck
(DRP-T). Ó òåîðåòè÷íîìó ïëàí³ ôîðìàëüí³ ïîñòàíîâêè çàçíà÷åíèõ ïðîáëåì ïðèâî-
äÿòü äî çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ï³äâèùåíî¿ ñêëàäíîñò³.

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ îïòèì³çàö³éí³ çàäà÷³ ìàðøðóòèçàö³¿, ÿê³ âèíèêàþòü
ï³ä ÷àñ ïëàíóâàííÿ âèêîðèñòàííÿ ã³áðèäíèõ òðàíñïîðòíèõ ñèñòåì, ùî ìîæóòü
âêëþ÷àòè íàçåìíèé ÷è íàäâîäíèé òðàíñïîðòíèé çàñ³á, ì³ñöÿ ìîæëèâîãî áàçó-
âàííÿ ÿêîãî çàäàþòüñÿ íà ìàðøðóò³, òà îäèí ÁïËÀ ÷è ³íøèé äðîí.

Ó íàÿâíèõ ïîçíà÷åííÿõ ðîçãëÿäóâàíó çàäà÷ó ìîæíà â³äíåñòè äî êëàñó

«Dron Routing Problem with Vehicle, DRP+V».

ÇÌ²ÑÒÎÂÍÀ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×² Ç ÐÓÕÎÌÈÌÈ ÁÀÇÀÌÈ

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ñèòóàö³ÿ, êîëè º ã³áðèäíà òðàíñïîðòíà ñèñòåìà: àâòîìîá³ëü ÷è
³íøèé òðàíñïîðòíèé çàñ³á, ùî ìîæå ïîñë³äîâíî ïåðåì³ùóâàòèñÿ â³ä ïî÷àòêî-
âîãî ì³ñöÿ áàçóâàííÿ (áàçè) äî ³íøèõ çàäàíèõ íà ìàðøðóò³ áàç, ìàþ÷è íà
áîðòó îäèí ÁïËÀ. Çàâäàííÿ ÁïËÀ, ÿêèé ìîæå çë³òàòè ç òðàíñïîðòíîãî çàñîáó
³ ïîâåðòàòèñÿ íà íüîãî (÷è ïîðó÷ ç íèì), — îáëåò³òè çàäàíó ñóêóïí³ñòü
ö³ëüîâèõ ïóíêò³â (ö³ëåé, ì³ñöü ðîçòàøóâàííÿ ñïîæèâà÷³â), âðàõîâóþ÷è ÷àñîâ³
îáìåæåííÿ íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ òà óìîâè ñèíõðîí³çàö³¿ ç ðóõîì òðàíñïîðòíî-
ãî çàñîáó çà çàäàíèì ìàðøðóòîì. Ïîïîâíåííÿ ïîëüîòíîãî ðåñóðñó øëÿõîì
çàì³íè àáî äîçàðÿäæàííÿ àêóìóëÿòîðà ÷è çàïðàâëåííÿ ïàëèâîì ÁïËÀ
(ÿê ³ éîãî äîçàâàíòàæåííÿ çà ïîòðåáè) ó ïðîöåñ³ âèêîíàííÿ ì³ñ³¿ â³äáóâàºòüñÿ
ò³ëüêè ó çàçíà÷åíèõ áàçàõ íà ìàðøðóò³ òðàíñïîðòó.

Îòæå, çà ïîòðåáè ó ïîïîâíåíí³ ïîëüîòíîãî ðåñóðñó ÁïËÀ ïîâèíåí ïîâåðíó-
òèñÿ íà ïåâíó áàçó íà ìàðøðóò³ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó. Ó òàêîìó ðàç³
â³äïîâ³äíèé ôðàãìåíò ìàðøðóòó (ï³äìàðøðóò) ÁïËÀ çàâåðøóºòüñÿ ö³ºþ áàçîþ,
âðàõîâóºòüñÿ ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ ÁïËÀ äëÿ â³äíîâëåííÿ ðåñóðñó (òà äîçàâàíòà-
æåííÿ çà ïîòðåáè) ³ ïðîäîâæóºòüñÿ ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ íàñòóïíîãî ï³äìàðøðó-
òó ÷è ïåðåì³ùåííÿ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó äî íàñòóïíî¿ áàçè.
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Êîíêðåòí³øå, ìàþòü ì³ñöå òàê³ ïðèïóùåííÿ.
1. Êîæíó ö³ëü ÁïËÀ â³äâ³äóº îäèí ³ ò³ëüêè îäèí ðàç. Òðàíñïîðòíèé çàñ³á

â îáñòåæåíí³ ÷è îáñëóãîâóâàíí³ ö³ëåé ïîçà áàçàìè íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ.
2. Ì³ñöåïîëîæåííÿ áàç íà çàäàíîìó ìàðøðóò³ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó ââàæà-

þòüñÿ ô³êñîâàíèìè, à òðàíñïîðòíèé çàñ³á ìîæå â³äâ³äóâàòè ¿õ ïîñë³äîâíî
áåç ïîâåðíåíü, ïî÷èíàþ÷è ³ç ïåðøî¿ áàçè, ç ÿêî¿ óæå ìîæå ñòàðòóâàòè ÁïËÀ.

3. ÁïËÀ ìàº îáìåæåííÿ íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ.
4. Ïîïîâíåííÿ ïîëüîòíîãî ðåñóðñó ÁïËÀ çä³éñíþºòüñÿ íà áàçàõ (çóïèíêàõ

òðàíñïîðòíîãî çàñîáó) ÷è ï³ä ÷àñ ïåðå¿çäó ì³æ áàçàìè.
5. Ââàæàºòüñÿ, ùî çàñîá³â ³ çàïàñ³â äëÿ ïîïîâíåííÿ ïîëüîòíîãî ðåñóðñó

ÁïËÀ äîñòàòíüî (àêóìóëÿòîðè, ïàëüíå).
6. Ââàæàºòüñÿ, ùî ñïîæèâàííÿ åíåðã³¿ ÁïËÀ â³äáóâàºòüñÿ çà ë³í³éíèì çàêî-

íîì, òîáòî íå âðàõîâóþòüñÿ ìîæëèâ³ ïåðåâèùåííÿ âèòðàò ï³ä ÷àñ çëüîòó ÷è ïðè-
çåìëåííÿ ÁïËÀ.

7. Ìàðøðóò ÁïËÀ ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç ï³äìàðøðóò³â, êîæåí ³ç ÿêèõ ïî÷è-
íàºòüñÿ ³ çàê³í÷óºòüñÿ íà çàäàí³é áàç³ ìàðøðóòó òðàíñïîðòíîãî çàñîáó, à ÷àñ îá-
ñòåæåííÿ âêëþ÷åíèõ ó êîæíèé ï³äìàðøðóò ö³ëåé íå ïîðóøóº îáìåæåííÿ íà ïî-
ëüîòíèé ðåñóðñ. Ïðè öüîìó âèá³ð áàç òà ö³ëåé äëÿ âêëþ÷åííÿ ó ï³äìàðøðóò
çä³éñíþºòüñÿ ó õîä³ âèêîíàííÿ ì³ñ³¿.

8. Òðàíñïîðòíèé çàñ³á ìîæå ïðèáóâàòè íà ÷åðãîâó áàçó ðàí³øå ÁïËÀ
³ î÷³êóâàòè íà íüîãî.

9. Òðàíñïîðòíèé çàñ³á ïî÷èíàº ðóõ äî íàñòóïíî¿ áàçè, ÿêùî âîíà íå îñòàííÿ
íà éîãî ìàðøðóò³, â³ä ïîòî÷íî¿ áàçè â³äðàçó ï³ñëÿ ïîâåðíåííÿ ÁïËÀ ç îñòàííüî-
ãî ³ç çàïëàíîâàíèõ íà ö³é áàç³ ï³äìàðøðóò³â.

10. Ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷³, ó ÿêèõ âàíòàæîï³äéîìí³ñòü ÁïËÀ íå º îáìåæó-

âàëüíèì ÷èííèêîì.

Îòæå, ìàºìî òðàíñïîðòíèé çàñ³á, îäèí ÁïËÀ, çàäàíó ìíîæèíó ö³ëåé äëÿ

îáñòåæåííÿ òà ì³ñöåïîëîæåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ áàç íà ìàðøðóò³ òðàíñïîðòíîãî

çàñîáó. ÁïËÀ ñòàðòóº ç òðàíñïîðòíîãî çàñîáó, ùî ñòî¿òü ó öåé ìîìåíò íà ïåâí³é

áàç³ (ïî÷èíàþ÷è ç ïåðøî¿), à ñàì òðàíñïîðòíèé çàñ³á ï³ñëÿ ïðîõîäæåííÿ ï³äìàð-

øðóòó çàëèøàºòüñÿ íà ì³ñö³, ÿêùî íå âñ³ çàïëàíîâàí³ ï³äìàðøðóòè ïðîéäåíî, ÷è

âèðóøàº äî íàñòóïíî¿ áàçè, ÿêùî âîíà íå º ê³íöåâîþ.

Çàóâàæèìî, ùî âèêîíàííÿ ïðèïóùåííÿ 9 äàº çìîãó ìîäèô³êóâàòè ñïèñîê

ö³ëåé äëÿ ïîäàëüøîãî îáñëóãîâóâàííÿ íà îñíîâ³ àíàë³çó îòðèìàíèõ íà ïîòî÷íèé

ìîìåíò ðåçóëüòàò³â.

Ïëàíóâàííÿ ì³ñ³¿ ïîëÿãàº ó òàêîìó âèçíà÷åíí³ ï³äìàðøðóò³â çàãàëüíîãî

ìàðøðóòó ÁïËÀ ³ç óñ³õ ÷è ÷àñòèíè áàç íà ìàðøðóò³ òà ÷àñîâèõ ³íòåðâàë³â

éîãî îáñëóãîâóâàííÿ íà öèõ áàçàõ, ùîá ïðîâåñòè îáñòåæåííÿ ö³ëåé

çà ì³í³ìàëüíèé ÷àñ.

Ö²ËÎ×ÈÑËÎÂÀ ÌÎÄÅËÜ ÇÀÄÀ×² Ç ÐÓÕÎÌÈÌÈ ÁÀÇÀÌÈ

Çàãàëüíà ñõåìà ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïîëÿãàº ó ðîçáèòò³ ìíîæèíè ö³ëåé ³ ïðè-

çíà÷åíí³ ¿õ íàÿâíèì áàçàì ç ïîäàëüøèì òàêèì ¿õí³ì ðîçáèòòÿì íà ï³äìàð-

øðóòè, ÿê³ ïî÷èíàþòüñÿ ³ çàê³í÷óþòüñÿ íà ïðèçíà÷åí³é áàç³ ³ ïðè öüîìó

íå ïîðóøóþòü îáìåæåííÿ íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ ÁïËÀ.

Â³äîìî, ùî ðîçáèòòÿì äîâ³ëüíî¿ ìíîæèíè íàçèâàºòüñÿ ñ³ì’ÿ íåïîðîæí³õ

äèç’þíêòíèõ ¿¿ ï³äìíîæèí, îá’ºäíàííÿ ÿêèõ äàº âñþ ìíîæèíó. Òàê³ ï³äìíîæèíè

íàçèâàþòüñÿ áëîêàìè ðîçáèòòÿ (ÁÐ) [23].

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ïëàíàðíà çàäà÷à, òîáòî ö³ë³ ³ áàçè ðîçòàøîâàí³ íà ïëîùèí³

(äâîâèì³ðíå ðîçòàøóâàííÿ íà ì³ñöåâîñò³).

Âõ³äí³ äàí³ (ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè):

B — ìíîæèíà çàäàíèõ íà ìàðøðóò³ áàç òðàíñïîðòíîãî çàñîáó;
b — ê³ëüê³ñòü áàç íà ìàðøðóò³;
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Z — ìíîæèíà ö³ëåé;
n — ê³ëüê³ñòü ö³ëåé;
T — ðåñóðñ ÁïËÀ ó ÷àñîâîìó âèì³ð³ (÷àñ ó ïîëüîò³ áåç ïîïîâíåííÿ ïîëüîò-

íîãî ðåñóðñó);
� — ÷àñ â³äíîâëåííÿ ïîëüîòíîãî ðåñóðñó (îáñëóãîâóâàííÿ) ÁïËÀ;
� — øâèäê³ñòü ÁïËÀ;
w — øâèäê³ñòü òðàíñïîðòíîãî çàñîáó;
D — ìàòðèöÿ â³äñòàíåé ì³æ ö³ëÿìè, áàçàìè òà ì³æ ö³ëÿìè ³ áàçàìè.

Âèõ³äí³ äàí³:
— ÷àñ âèêîíàííÿ ì³ñ³¿ íà îñíîâ³ îïòèì³çàö³¿ çàãàëüíîãî ìàðøðóòó ÁïËÀ,

ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç ï³äìàðøðóò³â, çóìîâëåíèõ âèáîðîì ò³º¿ ÷è ³íøî¿ áàçè, òà íà-

ÿâíîãî ïîëüîòíîãî ðåñóðñó ÁïËÀ;

— ÷àñîâèé ðîçêëàä ðóõó òðàíñïîðòíîãî çàñîáó òà ÁïËÀ (â³äâ³äóâàííÿ áàç

³ âèëüîòè ç íèõ, ïîïîâíåííÿ ðåñóðñó).

Çàçíà÷èìî, ùî ÷àñ ïðèáóòòÿ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó íà êîæíó áàçó íå çàäà-

íèé, à ìîæå âèçíà÷àòèñÿ ó õîä³ ïëàíóâàííÿ ì³ñ³¿. Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî ìîæóòü âè-

íèêàòè ñèòóàö³¿, êîëè äîðå÷íî çàä³þâàòè íå âñ³ áàçè, òîáòî íà äåÿêèõ áàçàõ

ÁïËÀ ìîæå íå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ.

Äàë³ ïåðåíóìåðóºìî åëåìåíòè ìíîæèí Z òà B.

Âåðõí³é ð³âåíü ³ºðàðõ³÷íîãî ðîçáèòòÿ ö³ëåé ïî áàçàõ çàäàâàòèìåìî ìàòðè-

öåþ X xij b n� �( ) , äå xij �{ , }0 1 ³ âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

x
j

ij �
1

0

, ÿêùî ö³ëü ïðèçíà åíà íà áàçó

â ³íøîìó ðàç³,

� ³�
�
�

äå i b j n� �1 1, ..., , , ..., .

Óðàõóâàííÿ îáìåæåííÿ íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ ñïðè÷èíÿº òå, ùî ïðèçíà÷åí³

íà ïåâíó áàçó ö³ë³ ìîæóòü íå áóòè â³äâ³äàíèìè ÁïËÀ çà îäèí ðàç, òîìó ìîæå

âèíèêàòè ïîòðåáà ó ïîïîâíåíí³ ðåñóðñó íà ö³é áàç³, à îòæå, — ó ïëàíóâàíí³

äåê³ëüêîõ âèëüîò³â (ï³äìàðøðóò³â).

Äëÿ â³äîáðàæåííÿ ö³º¿ ñèòóàö³¿ ââåäåìî òåíçîð U u
lj
i

n n b� � �( ) , äå

u
j

lj
i � 1

0

, ,ÿêùî íà áàç³ ö³ëü âêëþ åíà â ï³äìàðøðóò

â

³ l�

³íøîìó ðàç³,

�
�
�

i b j n l n� � �1 1 1, ..., , , ..., , { , ..., }. Òîä³ îáìåæåííÿ çàäà÷³ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

x j nij

i

b

�
	 � �

1

1 1, , ..., ,
(1)

u x j n i b
lj
i

l

n

ij

�
	 � � �

1

1 1, , ..., , , ,� , (2)

S X U
T i b l nil ( , )

, , ..., , , ...,
�


 � �1 1 . (3)

Òóò S X Uil ( , ) — öå äîâæèíà ï³äìàðøðóòó ÿê ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ êîì³âîÿæåðà

äëÿ ï³äìàðøðóòó l íà áàç³ i, ÿêùî

u l n i b
lj
i

j

n

�
	 � � �

1

0 1 1, , ..., , , ,� , (4)

àáî S X Uil ( , ) � 0 â ³íøîìó ðàç³, òîáòî êîëè áàçà íå çàä³ÿíà (¿é íå ïðèïèñàí³ ö³ë³).
Ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ çàäà÷³ âèçíà÷àºòüñÿ ÷àñîì âèêîíàííÿ ì³ñ³¿, ÿêèé ñêëà-

äàºòüñÿ ³ç ÷àñ³â çàä³ÿííÿ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó òà ÁïËÀ.
Çðîáèìî ïðèðîäíå ïðèïóùåííÿ, ÿêå âèêîíóºòüñÿ íà ïðàêòèö³ (îñîáëèâî,

ÿêùî ïîïîâíåííÿ ðåñóðñó ÁïËÀ — öå çàì³íà àêóìóëÿòîðà):

�� d b d bi i i i( ) ( ), ,
 
 

1 1 2 äëÿ âñ³õ i b� �{ , ..., }1 2 .



Òîé ôàêò, ùî áàçà i º çàä³ÿíîþ, âèçíà÷àºòüñÿ íåð³âí³ñòþ

u i b
lj
i

j

n

l

n

��
		 � �

11

0 1, , ,� . (5)

Ïîçíà÷èìî I ìàêñèìàëüíèé íîìåð áàçè, çàä³ÿíî¿ äëÿ çàäàíîãî âàð³àíòà ðîç-
ïîä³ëó ö³ëåé:

I i
i b

�

 

max{ :
1

âèêîíóºòüñÿ óìîâà (5)}. (6)

Òîä³ ÷àñ ðóõó òðàíñïîðòíîãî çàñîáó tT ³ç óðàõóâàííÿì ìîæëèâî¿ íàÿâíîñò³

íåçàä³ÿíèõ áàç âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

t tT i i

i

I

� 

�

�

	 , 1

1

1

, (7)

äå

t

d b b

w
i

i i

i i

,

max
( , )

, ,







�

�
�
�

�
�
�

1

1 � ÿêùî äëÿ áàçè âèêîíó òüñÿ íåð³âí³ñòü

â ³íøîìó ðàç³.

� ( ),

( , )

5

1d b b

w

i i


�

�
��

�
�
�

(8)

Îá÷èñëåííÿ ÷àñó t
A
i âèêîðèñòîâóâàííÿ ÁïËÀ íà áàç³ i âèçíà÷èòüñÿ òàê:

t u
S X U

A
i

lj
i

j

n

l

n
il� �

�

�

�
�

�

�

�
�



��
�	 1

11

�
( , )

�
. (9)

Ö³ëüîâó ôóíêö³þ çàäà÷³ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

f X U t u
S X U

i i lj
i

j

n

l

n
il( , )

( , )
,� 
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�

�

�
�

�

�
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�	1

11

1 �
�

�

�
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�

�

�
��

	
i

I

1

. (10)

Ð³âíÿííÿ (1) ãàðàíòóº, ùî êîæíà ö³ëü ðîçïîä³ëåíà íà îäíó ³ ò³ëüêè îäíó
áàçó. Ð³âíÿííÿ (2) âèçíà÷àº, ùî ðîçïîä³ëåíà íà áàçó i ö³ëü j âêëþ÷åíà â îäèí
³ç ï³äìàðøðóò³â l ³ íå âõîäèòü ó ï³äìàðøðóòè íà ö³é áàç³ â ³íøîìó âèïàäêó.
Íåð³âí³ñòü (3) â³äîáðàæàº îáìåæåííÿ íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ ÁïËÀ. Ð³âíÿííÿ (4)
âèîêðåìëþº ò³ ï³äìàðøðóòè l íà áàç³ i, äëÿ ÿêèõ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çàäà÷à îïòèì³çàö³¿
ìàðøðóò³â. Óìîâà, ùî áàçà çàä³ÿíà, òîáòî ¿é ïðèïèñàíà õî÷à á îäíà ö³ëü, ïîäàíà
íåð³âí³ñòþ (5). Ñï³ââ³äíîøåííÿ (6)–(9) äåòàëüíî îïèñóþòü ïðèíöèïè îá÷èñëåí-
íÿ êîìïîíåíò ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ çàäà÷³, ÿêà âèçíà÷àº ÷àñ âèêîíàííÿ ì³ñ³¿.

Çàäà÷à ïëàíóâàííÿ ì³ñ³¿ ã³áðèäíî¿ ñèñòåìè «ÁïËÀ+Òðàíñïîðò» ïîëÿãàº
ó ïîøóêó ì³í³ìóìó ôóíêö³¿ (10) ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü òà ïîçíà÷åíü (1)–(9).

ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÇÀÄÀ×² Ç ÐÓÕÎÌÈÌÈ ÁÀÇÀÌÈ

Îïèøåìî ó òåðì³íàõ êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é ïðîñò³ð ðîçâ’ÿçê³â V ,

ï³äìíîæèíó äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â E V , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ îáìåæóâàëüíèìè

óìîâàìè, òà ö³ëüîâó ôóíêö³þ.

Ïðîñò³ð ðîçâ’ÿçê³â. Äëÿ îïèñó ðîçâ’ÿçê³â ïîçíà÷èìî s s b, { , ..., }� 1 ,

ê³ëüê³ñòü áàç, ÿê³ áóäóòü ôàêòè÷íî çàä³ÿí³, ³ ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Z íà s

ÁÐ. Ùîá âðàõóâàòè ôàêò íåçàä³ÿíîñò³ äåÿêèõ áàç äëÿ s b� , äîïîâíèì öå ðîçáèòòÿ

ïîðîæí³ìè ìíîæèíàìè, ÿê³ íàçâåìî ô³êòèâíèìè ÁÐ (ÔÁÐ), ¿õíÿ ê³ëüê³ñòü áóäå

b s� . Òàêèì ÷èíîì îòðèìóºìî óçàãàëüíåíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Z íà b ï³äìíîæèí,

ÿêå ì³ñòèòü ÁÐ ³, ìîæëèâî, ÔÁÐ. Íåõàé Y Y Yb� ( , ..., )1 — ïåâíå óïîðÿäêóâàííÿ

òàêîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçáèòòÿ, òîä³ éîãî êîìïîíåíòè áóäåìî ïðèïèñóâàòè

â³äïîâ³äíèì áàçàì, òîáòî áàç³ bi áóäå â³äïîâ³äàòè ÁÐ ÷è ÔÁÐ Yi , i b�1, ..., .

Îòæå, çà ðàõóíîê ð³çíèõ ñïîñîá³â óïîðÿäêóâàííÿ åëåìåíò³â áëîê³â óçàãàëüíåíîãî

ðîçáèòòÿ âîíî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíå äëÿ îïèñó äåê³ëüêîõ âàð³àíò³â ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ðåñóðñó ÁïËÀ ìîæå íå âèñòà÷èòè äëÿ îáñëóãîâóâàííÿ çà
îäèí îáë³ò ö³ëåé ³ç êîíêðåòíîãî ÁÐ Yi �!, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ðîçáèòòÿ ö³º¿

ìíîæèíè Yi íà íåïîðîæí³ ï³äìíîæèíè Y j k k Yi
j

i i i, { , ..., }, | | | | ,� �1 ïîðÿäîê îá-

ëüîòó ö³ëåé ó êîæí³é ³ç ÿêèõ íàçâåìî ï³äìàðøðóòîì, à ñàì³ ï³äìíîæèíè —
ï³äðîçáèòòÿìè Yi . ßêùî Yi �!, òîáòî öå ÔÁÐ, òî ïîêëàäåìî ki � 0.

Ïîçíà÷èìî Yi
j òàêå óïîðÿäêóâàííÿ åëåìåíò³â (ö³ëåé) ³ç Yi

j , ÿêå â³äïîâ³äàº

ðîçâ’ÿçêó çàìêíåíî¿ çàäà÷³ êîì³âîÿæåðà, ñôîðìîâàíî¿ öèìè ö³ëÿìè ³ ò³ºþ áàçîþ,

äî ÿêî¿ ïðèïèñàíî ìíîæèíó Yi
j . Êîíêðåòí³øå, óïîðÿäêóâàííÿ åëåìåíò³â áëîêà

Yi
j çðîáèìî â³äïîâ³äíèì óïîðÿäêóâàííþ òî÷îê ó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ êîì³âîÿæåðà

ó òàê³é ïîñòàíîâö³: òî÷êè (áàçà òà ö³ë³) âèáèðàþòüñÿ ³ç ïàðè ( , )b Yi i
j , ìàðøðóò

ìàº ïî÷èíàòèñÿ ³ çàâåðøóâàòèñÿ ó òî÷ö³ (áàç³) bi òà ïðîõîäèòè îäèí ðàç ÷åðåç âñ³

ö³ë³ ³ç Yi
j , j k i bi� �1 1, ..., , , ..., . ßêùî åêâ³âàëåíòíèõ ðîçâ’ÿçê³â äåê³ëüêà, òî ìîæ-

íà âèêîðèñòàòè áóäü-ÿêèé ³ç íèõ. Çðîçóì³ëî, ùî âèêîðèñòàííÿ äëÿ óïîðÿäêóâàí-
íÿ ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ ñïåö³àëüíî¿ çàäà÷³ êîì³âîÿæåðà äàº çìîãó â³äðàçó â³äêèíóòè
ìíîæèíó íåäîïóñòèìèõ âàð³àíò³â ðîçâ’ÿçê³â.

Òîä³ êîíêðåòíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, â³äïîâ³äíèé ïåâíîìó óçàãàëüíåíîìó ðîç-

áèòòþ òà çàçíà÷åíèì ï³äðîçáèòòÿì, çàäàìî òàê:

x Y k k b Y k b Y kb b b b( , , ... , ) ( ( ), ..., ( )), ,1 1 1 1� , (11)

äå Y Y Yb� ( , ..., )1 — óïîðÿäêîâàíå óçàãàëüíåíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Z íà ÁÐ òà

ÔÁÐ; Y k Y Yi i i i
ki( ) ( , ..., )� 1 , ÿêùî | | | |Yi " 0, ïðè÷îìó Y j ki

j
i, , ...,�1 , — öå ÁÐ

íà ï³äìàðøðóòè, åëåìåíòè (ö³ë³) êîæíîãî ³ç ÿêèõ âïîðÿäêîâàí³ çã³äíî ç ðîçâ’ÿç-

êîì çàçíà÷åíî¿ ñïåö³àëüíî¿ çàäà÷³ êîì³âîÿæåðà, ³íàêøå Y k i bi
j

i�! � �, , , ..., ;0 1

bi — áàçà, b B i bi � �, , ...,1 .
Çàóâàæèìî, ùî çà ñôîðìóëüîâàíèõ óìîâ ï³äìàðøðóòè â óïîðÿäêóâàíí³ Y ki i( ),

ÿêùî ki "1, ìîæåìî çàïèñóâàòè ó äîâ³ëüíîìó ïîðÿäêó. ßêùî, íàïðèêëàä, çàäàþòü-
ñÿ âàæëèâîñò³ ö³ëåé ÷è âðàõîâóþòüñÿ çàòðàòè ðåñóðñó íà êîæíîìó ï³äìàðøðóò³, òî
ïîòð³áíà äîäàòêîâà ïðîöåäóðà óïîðÿäêóâàííÿ, ùî âðàõîâóâàëà á òàê³ ôàêòîðè.

Ïðîñò³ð ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ V — öå ìíîæèíà âñ³õ âàð³àíò³â, ÿê³ ìîæíà óòâî-
ðèòè âàð³àö³ºþ ñïîñîá³â óçàãàëüíåíîãî ðîçáèòòÿ Y òà ðîçïîä³ëîì éîãî êîìïî-
íåíò³â ïî áàçàõ, ðîçáèòòÿ òà óïîðÿäêóâàííÿ éîãî ÁÐ, ùî âèçíà÷àþòü ï³äìàðøðó-
òè V x Y k kb� { ( , , ... , )}1 .

Ïîçíà÷èìî #ti ÷àñ ïî÷àòêó âèêîíàííÿ ïåðøîãî âèëüîòó ÁïËÀ ç áàçè bi ,
ÿêùî ki " 0, à ##ti — ÷àñ ïðèëüîòó ÁïËÀ ç îñòàííüîãî ï³äìàðøðóòó, çàïëàíîâàíî-
ãî ç ö³º¿ áàçè. Ö³ âåëè÷èíè ìîæíà îá÷èñëèòè òàê:

# �t1 0; (12)

# � ## 
 � �
 
t t i bi i i i1 1 1 1� , , , .., , (13)

äå

�i i

i i

i i

d b b

w

d b b

w

,

max
( , )

, , ,

( , )









�

�
�
�

�
�
�

"

1

1

1

0� ÿêùî ki

â ³íøîìó ðàç³,

�

�
��

�
�
�

d b bi i( , )
1 — â³äñòàíü ì³æ â³äïîâ³äíèìè áàçàìè;

## � # 
 
 $ � �t t q i bi i i i% � ( ), , ...,1 1 , (14)

äå

% i

i i
j

i

L b Y
Y� �!

�

�
�

�
�

	
( , )

, ,
�j=

k

1

ÿêùî

â ³íøîìó ðàç³,0
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L b Yi i
j( , ) — äîâæèíà ï³äìàðøðóòó çã³äíî ç ðîçâ’ÿçêîì çàçíà÷åíî¿ çàäà÷³

êîì³âîÿæåðà, q
k

i
i�

�!�
�
�

, ,ÿêùî

â ³íøîìó ðàç³,

Yi

1
j k i bi� �1 1,..., , , ..., ; % i — ñóìàðíèé

÷àñ ïîëüîò³â ÁïËÀ ïî âñ³õ ï³äìàðøðóòàõ, ÿê³ ïî÷èíàþòüñÿ ³ çàê³í÷óþòüñÿ íà

áàç³ b i bi , , ...,�1 , ÿêùî ¿é íå ïðèïèñàíèé ÔÁÐ.

Îòæå, òðàíñïîðòíèé çàñ³á ìîæå ÷åêàòè íà ÁïËÀ, äîêè òîé íå âèêîíàº îáë³ò

âñ³õ ïðèçíà÷åíèõ ö³é áàç³ ï³äìàðøðóò³â.

Çàâåðøåííÿ ì³ñ³¿ âèçíà÷àºòüñÿ ÷àñîì ïðèëüîòó ÁïËÀ íà îñòàííþ çàä³ÿíó

áàçó, íîìåð ÿêî¿ îá÷èñëþºòüñÿ òàê:

I Y i bi� �! 
 
max{ : }1 . (15)

Îáìåæóâàëüí³ óìîâè, ÿê³ âèçíà÷àþòü îáëàñòü äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â

E X , ìàþòü âèãëÿä

L b Y
T

i i
j( , )

,
�


 j k i bi� �1 1,..., , , ..., . (16)

Ôîðìàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ïîòð³áíî çíàéòè òàêèé x E V*�  , ùî

x tI
x Y k k E Vb

&
�  

� ##arg min
( , ,..., )1

(17)

çà óìîâ (16) ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë (11)–(15).

Òàêèì ÷èíîì, øóêàºòüñÿ òàêèé çàãàëüíèé ìàðøðóò ÁïËÀ, ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç

ï³äìàðøðóò³â, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè ö³ëåé òà âèáîðîì çàä³ÿíèõ

áàç, ÿêèé ì³í³ì³çóº ÷àñ çàâåðøåííÿ ì³ñ³¿ (17).

ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×²

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ïðîïîíóºòüñÿ ï³äõ³ä, ÿêèé

áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ îïòèì³çàö³¿ ìóðàøèíèìè êîëîí³ÿìè (ÎÌÊ) [24].

Ñõåìà ðîçâ’ÿçóâàííÿ ì³ñòèòü òàê³ äâà îñíîâíèõ åòàïè:

1) ðîçïîä³ë ö³ëåé ïî áàçàõ (çàäà÷à êëàñòåðèçàö³¿);

2) ôîðìóâàííÿ ï³äìàðøðóò³â äëÿ êîæíî¿ áàçè, ÿêùî íå âäàºòüñÿ îáñëóæèòè
âñ³ ö³ë³ ³ç äåÿêî¿ áàçè çà îäèí ïîë³ò ÁïËÀ.

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ êëàñòåðèçàö³¿ íà åòàï³ 1 ìîæíà âèêîðèñòàòè îäèí
³ç â³äîìèõ àëãîðèòì³â, ïî÷èíàþ÷è ³ç ðîçïîä³ëó çã³äíî ç ìàòðèöåþ â³äñòàíåé. Òà-
êîæ ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ öüîãî åòàïó ïîâèíåí ñòàòè ïåðåë³ê íåçàä³ÿíèõ áàç.

Ðîçãëÿíåìî ñõåìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ôîðìóâàííÿ ï³äìàðøðóò³â íà
åòàï³ 2, ÿêà áàçóºòüñÿ íà ñïåö³àëüíîìó àëãîðèòì³ ÎÌÊ [11].

Ïñåâäîêîä îá÷èñëþâàëüíî¿ ñõåìè çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ìîæíà çàïè-
ñàòè òàê:

procedure Ôîðìóâàííÿ ï³äìàðøðóò³â ()
g:� 0; {ë³÷èëüíèê ïîêîë³íü ìóðàõ}
P0:� ïî÷àòêîâå ïîêîë³ííÿ ìóðàõ;

while íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà çàâåðøåííÿ do
ðîçïîä³ë ìóðàõ ³ç Pg ïî áàçàõ;
while íå âñ³ çàä³ÿí³ áàçè îïðàöüîâàíî do

âèáèðàºòüñÿ ÷åðãîâà íåçàä³ÿíà áàçà;
êîæíà ³ç ðîçïîä³ëåíèõ ³ç Pg íà öþ áàçó ìóðàõ ðîçâ’ÿçóº çàäà÷ó ôîðìóâàííÿ
äîïóñòèìèõ ï³äìàðøðóò³â, ÿê³ îõîïëþþòü âñ³ ïðèçíà÷åí³ ö³ë³;

çä³éñíþºòüñÿ ìîäèô³êàö³ÿ ìàòðèö³ ìóðàøèíèõ ìàðøðóò³â;
endwhile
g g:� 
 1;

Pg :�íàñòóïíå ïîêîë³ííÿ;
endwhile
return {ïîâåðòàºòüñÿ êðàùèé ³ç çíàéäåíèõ ðîçâ’ÿçê³â}

end
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Êëþ÷îâ³ àñïåêòè ðåàë³çàö³¿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñõåìè:

— ðîçïîä³ë ìóðàõ ³ç ÷åðãîâîãî ïîêîë³ííÿ ïî áàçàõ;

— âèá³ð ÷åðãîâî¿ áàçè;

— ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ôîðìóâàííÿ îïòèìàëüíèõ ï³äìàðøðóò³â äëÿ áàç.

Äëÿ êîæíî¿ çàä³ÿíî¿ áàçè ï³ä ÷àñ ôîðìóâàííÿ îïòèìàëüíèõ ï³äìàðøðóò³â

âèíèêàº çàäà÷à êîì³âîÿæåðà ³ç îáìåæåííÿìè, ôàêòè÷íî, íà äîâæèíó ìàðøðóòó,

äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêî¿ ³ ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ÎÌÊ. Ó ïðîöåñ³ éîãî ðåàë³çàö³¿

íàñàìïåðåä âèìàãàºòüñÿ êîíêðåòèçóâàòè ïðàâèëà âèáîðó ìóðàõàìè ÷åðãîâî¿

âåðøèíè ãðàôó ìîäåë³ çàäà÷³ ³ ïðèíöèïó îíîâëåííÿ ìàòðèö³ ìóðàøèíèõ

ìàðøðóò³â [24, 25].

Ìóðàõè ÷åðãîâîãî ïîêîë³ííÿ ³ç m ìóðàõ ðîçïîä³ëÿþòüñÿ ïî çàä³ÿíèõ áàçàõ

ð³âíîì³ðíî.

²ìîâ³ðí³ñòü pij
k ïåðåõîäó â³ä âåðøèíè i, ÿêà º îñòàííüîþ íà ïîòî÷íèé ìî-

ìåíò ó ôðàãìåíò³ ðîçâ’ÿçêó, ùî áóäóºòüñÿ ìóðàõîþ k ³ç ÷åðãîâîãî ïîêîë³ííÿ,

äî äîâ³ëüíî¿ ïðèïóñòèìî¿ ñóñ³äíüî¿ âåðøèíè j N i
k� ÿê ôóíêö³¿ â³ä çíà÷åíü

íà ðåáð³ ( , )i j E� (E — ìíîæèíà ðåáåð ãðàôó ìîäåë³ çàäà÷³) ð³âíÿ ôåðîìîíó � ij

òà åâðèñòè÷íî¿ ³íôîðìàö³¿ � ij îá÷èñëþºòüñÿ òàê:

p
t t

t t
ij
k ij ij

ir ir

r N i
k

�

�
	

[ ( )] [ ( )]

[ ( )] [ ( )]
,

� �

� �

� �

� �

äå N i
k — ìíîæèíà äîïóñòèìèõ äëÿ ìóðàõè k âåðøèí ãðàôó çàäà÷³, ñóñ³äí³õ

äî âåðøèíè i ; � �, — ïàðàìåòðè àëãîðèòìó, ÿê³ â³äîáðàæàþòü ñòóï³íü çíà÷è-

ìîñò³ ôåðîìîííîãî ñë³äó òà åâðèñòè÷íî¿ ³íôîðìàö³¿ ( , )� � �0 .

Çàñòîñîâàíî îíëàéíîâå â³äñòðî÷åíå îíîâëåííÿ ôåðîìîíó íà ðåáð³ ( , )i j ãðà-

ôó ìîäåë³ çàäà÷³, ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ç óðàõóâàííÿì ÿêîñò³ çíàéäåíîãî ðîçâ’ÿçêó:

� 	� �ij ij ijt t( ) ( )
 � 
1 % ,

äå %� ij — ñóìà âêëàä³â âñ³õ m ìóðàøîê ïîêîë³ííÿ, % %� �ij ij
k

k

m

m
�

�
	

1

1

, à âêëàä

êîíêðåòíî¿ ìóðàõè k k m, , ...,�1 ,

%� ij
k

kQ f x� / ( ), ’ ,ÿêùî ðåáðî ( , ) íàëåæèòü ðîçâ ÿçêói j x k

0 â ³íøîìó ðàç³.

�
�
�

Òóò Q — ïàðàìåòð àëãîðèòìó, à f x k( ) — äîâæèíà (ï³ä)ìàðøðóòó ó çíàéäå-

íîìó ìóðàõîþ ðîçâ’ÿçêó x k .

Òàêå îíîâëåííÿ çä³éñíþºòüñÿ ëèøå äëÿ íàéêðàùîãî ³ç çíàéäåíèõ ðîçâ’ÿçê³â.

ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß ÅÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒ² ÐÎÇÐÎÁËÅÍÎÃÎ Ï²ÄÕÎÄÓ

Äëÿ îö³íþâàííÿ çàñòîñîâíîñò³ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó äî ïëàíóâàííÿ ó ðåàëü-

íîìó ÷àñ³ ïðîâåäåíî îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò ³ç ðîçâ’ÿçóâàííÿ íèçêè çàäà÷,

ñôîðìîâàíèõ íà áàç³ âèêîðèñòàííÿ ðåàëüíèõ äàíèõ äëÿ çàäà÷ êîì³âîÿæåðà ³ç

â³äîìî¿ á³áë³îòåêè TSPLIB [26], äåÿê³ ³ç òî÷îê â ÿêèõ âèáèðàëèñÿ ÿê áàçè, à òà-

êîæ íîâ³ çàäà÷³, äàí³ äëÿ ÿêèõ ñôîðìîâàíî íà îñíîâ³ ðåàëüíèõ ãåîêîðäèíàò.

Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñÿ íà ïåðñîíàëüíîìó êîìï’þòåð³ Macbook Pro ç òàêèìè

ïàðàìåòðàìè: Macbook Pro 16-inch 2019, ïðîöåñîð 2,6 GHz 6-Core Intel Core i7.

Ãðàô³÷íà ï³äòðèìêà: AMD Radeon Pro 5300M 4 GB, Intel UHD Graphics 630 1536 MB.

Îïåðàö³éíà ñèñòåìà Mac OS: 13.2.1 (22D68), RAM: 16 GB 2667 MHz DDR4.
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Âèáèðàëèñÿ òàê³ ïàðàìåòðè àëãîðèòìó ÎÌÊ: � � 0 8. , � � 4, 	 � 0 1. . Çíà÷åííÿ Q

ïîêëàäàëîñÿ ð³âíèì çíàéäåíîìó íà ïîòî÷íèé ìîìåíò ðåêîðäó, à øâèäê³ñòü ÁïËÀ —

ð³âíîþ 120 êì/ãîä. Êðèòåð³ºì çàâåðøåííÿ àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ âèáðàíî ïåðåâè-

ùåííÿ çàäàíîãî ë³ì³òó ÷àñó îá÷èñëåíü ó çàäà÷³, ÿêèé ñêëàäàâ 20 ñ.

Îñê³ëüêè àêóìóëÿòîð ó ÁïËÀ ç åëåêòðîäâèãóíîì çàì³íþþòü øâèäêî, ÷à-

ñîì îáñëóãîâóâàííÿ ó öüîìó âèïàäêó ïîð³âíÿíî ³ç ÷àñîì ïåðå¿çäó ì³æ áàçàìè

ìîæíà áóëî çíåõòóâàòè. Êîæíà çàäà÷à ðîçâ’ÿçóâàëàñÿ ç âèêîðèñòàííÿì òðüîõ çà-

ïóñê³â çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó íàâåäåíî

ó òàáë. 1, äå âèêîðèñòàíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: trec — íàéêðàùèé ÷àñ (ó õâèëèíàõ) âèêî-

íàííÿ ì³ñ³¿ ñåðåä âñ³õ çàïóñê³â (çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ çàäà÷³); ta r� — ðîçðàõîâà-

íèé ñåðåäí³é ÷àñ âèêîíàííÿ ì³ñ³¿; S rec — ñóìàðíà äîâæèíà (ó ê³ëîìåòðàõ) íàéêî-

ðîòøîãî çíàéäåíîãî ìàðøðóòó ÁïËÀ.

Çàäà÷³ 1–4 (äèâ. òàáë. 1) ñôîðìîâàíî íà áàç³ çàäà÷ êîì³âîÿæåðà ³ç çãàäàíî¿

á³áë³îòåêè âèçíà÷åííÿì îêðåìèõ òî÷îê ÿê áàç íà ìàðøðóò³ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó.

Çàäà÷à 1 ñôîðìîâàíà íà áàç³ çàäà÷³ burma14, çàäà÷à 2 — íà áàç³ çàäà÷³ ulysses22, çà-

äà÷à 3 — íà áàç³ çàäà÷³ dantzig42, à çàäà÷à 4 — íà áàç³ çàäà÷³ berlin52 [26].

Âõ³äí³ äàí³ äëÿ íîâèõ ñôîðìîâàíèõ çàäà÷ 5–10 (äèâ. òàáë. 1) ðîçì³ùåíî

íà ñàéò³ [27].

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä íà îñíîâ³ âèêîðèñòàííÿ ðîéîâîãî ³íòåëåêòó, ÿêèé äàâ

çìîãó àãðåãóâàòè â ºäèíó îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó åòàïè ðîçáèòòÿ ö³ëåé ïî áà-

çàõ, âèáîðó çàä³ÿíèõ áàç íà ìàðøðóò³ òðàíñïîðòíîãî çàñîáó òà ôîðìóâàííÿ

ìàðøðóò³â ÁïËÀ ç óðàõóâàííÿì îáìåæåííÿ íà ïîëüîòíèé ðåñóðñ.

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ï³äòâåðäæóþòü ïðàêòè÷íó çàñòîñîâí³ñòü ðîçðîáëåíîãî

àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿, ÿê³ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ

ïëàíóâàííÿ ì³ñ³é ã³áðèäíèõ ñèñòåì «ÁïËÀ+Òðàíñïîðò» ó ðåàëüíèõ óìîâàõ. Íàâ³òü

çà çàäàí³ 20 ñ îòðèìàíî çàäîâ³ëüíó ñò³éê³ñòü. Öå äåìîíñòðóþòü íåâåëèê³ â³äõèëåííÿ

ñåðåäí³õ çíà÷åíü ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ â³ä ðåêîðäíèõ ó ïðîâåäåíèõ çàïóñêàõ àëãîðèòìó.

Ó ïîäàëüøèõ äîñë³äæåííÿõ äîðå÷íî ïåðåäáà÷èòè ìîæëèâ³ñòü âðàõóâàííÿ

ó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ ïðîáëåìè âàæëèâîñò³ ö³ëåé, à òàêîæ ñïåöèô³êó âèêî-

ðèñòàííÿ ³íøèõ ã³áðèäíèõ òðàíñïîðòíèõ ñèñòåì íàñàìïåðåä òàêèõ, ùî ñêëàäà-

þòüñÿ ³ç íàäâîäíèõ çàñîá³â ÷è ìîðñüêèõ äðîí³â. Îêðåìèé òèï çàäà÷ âèíèêàº

òîä³, êîëè ì³ñöÿ áàç íà ìàðøðóò³ ôîðìóþòüñÿ ó ïðîöåñ³ ïëàíóâàííÿ ì³ñ³¿ [22].

Àêòóàëüíèì íàïðÿìîì º ïîñòàíîâêà ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìàðøðóòèçàö³¿

ç óðàõóâàííÿì íàÿâíèõ ïåðåøêîä íà ì³ñöåâîñò³ — çàáîðîíåíèõ çîí, ÿê³ îïèñó-

þòüñÿ ãåîìåòðè÷íèìè ô³ãóðàìè, ùî çóìîâëþº ïîòðåáó â ðîçðîáëåíí³ ³ çàñòîñó-

âàíí³ ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â Åâêë³äîâî¿ îïòèì³çàö³¿ [28].
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Íîìåð çàäà÷³ n b trec ta r� Srec

1 14 3 45.73 45.90 91.45

2 22 3 240.02 245.11 480.04

3 42 6 76.90 77.28 153.81

4 52 4 97.63 98.11 195.26

5 15 3 160.62 161.58 321.24

6 19 4 88.18 88.53 176.37

7 20 5 158.23 158.69 316.45

8 22 4 70.23 70.30 140.46

9 22 3 164.88 165.20 329.75

10 29 5 107.58 108.32 215.15

Ò à á ë è ö ÿ 1



Ðîçøèðåííÿ ìàñøòàá³â çàñòîñóâàííÿ ã³áðèäíèõ òðàíñïîðòíèõ ñèñòåì ç äðî-

íàìè ââîäèòü â êîëî ³íòåðåñ³â ðîçðîáëåííÿ îïòèì³çàö³éíèõ àëãîðèòì³â ó âèïàä-

êó âèêîðèñòàííÿ íå îäíîãî, à äåê³ëüêîõ äðîí³â. Äîòè÷íèìè äî ðîçãëÿíóòèõ ïðî-

áëåì º ïèòàííÿ ïðîºêòóâàííÿ ³ çàõèñòó ñïåö³àëüíèõ ìåðåæ, ÿê³ çâ’ÿçóþòü ãðóïó

äðîí³â, ùî ä³þòü ÿê êîìàíäà ï³ä ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ çàäàíî¿ ìíîæèíè ö³ëåé.
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V.P. Horbulin, L.F. Hulianytskyi, I.V. Sergienko
PLANNING OF LOGISTICS MISSIONS OF THE «UAV+VEHICLE» HYBRID SYSTEM

Abstract. This paper considers the planning of logistics missions for hybrid transport systems,
which include a car or other vehicle that can move from a base to other locations along a
designated route, carrying one unmanned aerial vehicle (UAV). A meaningful formulation and
mathematical models of optimization problems of distributing objects to bases, selecting bases,
and generating UAV routes during the inspection or maintenance of a given set of objects in
the presence of flight resource constraints are proposed. We have developed an algorithm
based on ant colony optimization to solve the resulting combinatorial optimization problems.
We present the results of a computational experiment.

Keywords: logistics mission planning, dynamic bases, route optimization, vehicle, UAV, ant
colony optimization.
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