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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó åôåêòèâíîãî äîñë³äæåííÿ ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ óìîâíî êîðåê-
òíèõ çàäà÷, ÿê³ ìàþòü ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê íà ï³äïðîñòîð³. Îá´ðóíòîâàíî âèêîðèñòàííÿ äèñêðåò-
íî¿ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíî¿ ìîäåë³ íà âñüîìó ïðîñòîð³ äëÿ îòðèìàííÿ ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó íà
ï³äïðîñòîð³ âèõ³äíî¿ âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó äèñ-
êðåòíî¿ çàäà÷³ (ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ç ðîçð³äæåíîþ ñèìåòðè÷íîþ
íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ) çàïðîïîíîâàíî ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿. Öåé ìåòîä äàº
çìîãó îòðèìàòè íàáëèæåííÿ äî öèõ ðîçâ’ÿçê³â ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷í³ñòþ. Ðîçðîáëåíî
åôåêòèâí³ àäàïòèâí³ âèñîêîïðîäóêòèâí³ àëãîðèòìè çàçíà÷åíîãî ìåòîäó äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ
íà ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðàõ ç ïàðàëåëüíîþ îðãàí³çàö³ºþ îá÷èñëåíü ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ç ðîçð³äæåíèìè ñèìåòðè÷íèìè íàï³ââèçíà÷åíèìè ìàòðèöÿìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âèñîêîïðîäóêòèâí³ îá÷èñëåííÿ, çì³ííå êîìï’þòåðíå ñåðåäîâèùå, ìåòîä
ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â, ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿, ïåðøà îñíîâíà çàäà÷à òåîð³¿ ïðóæ-
íîñò³.

ÂÑÒÓÏ

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì êîìï’þòåð³â (êîìï’þòåðíå ìîäå-
ëþâàííÿ) º óí³âåðñàëüíîþ, ³íâàð³àíòíîþ ñòîñîâíî ïðåäìåòíî¿ ãàëóç³ ìåòîäî-
ëîã³ºþ äîñë³äæåííÿ íîâèõ ïðîöåñ³â, îá’ºêò³â òà ÿâèù çàñîáàìè îá÷èñëþâàëü-
íîãî åêñïåðèìåíòó ³ â³ä³ãðàº çíà÷íó ðîëü ó íàóêîâèõ äîñë³äæåííÿõ äëÿ ïî-
òðåá ðîçâèòêó ð³çíèõ ãàëóçåé íàóêè òà ³íæåíåð³¿, çîêðåìà, äëÿ ïîòðåá
íàö³îíàëüíî¿ áåçïåêè ³ îáîðîíè Óêðà¿íè. Ó ïðîöåñ³ âèáîðó ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âàæëèâèì º îòðèìàííÿ äîñòîâ³ðíèõ ðîçâ’ÿçê³â
ç îö³íêàìè òî÷íîñò³ ðåçóëüòàò³â.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ îñíîâîþ äëÿ äîñë³äæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ º ðîç-
â’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíî¿ àëãåáðè, çîêðåìà, ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü
(ÑËÀÐ). Îñòàíí³ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ äèñêðåòèçàö³¿ êðàéîâèõ çàäà÷
ïðîºêö³éíî-ð³çíèöåâèì ìåòîäîì (ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â, ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü
òîùî (äèâ. íàïðèêëàä, [1–3])). Âàæëèâîþ îñîáëèâ³ñòþ ÑËÀÐ, ùî âèíèêàþòü
ó ïðîöåñ³ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â ð³çíèõ ãàëóçÿõ, º ðîçð³äæåíà ñòðóêòóðà
òà âèñîê³ ïîðÿäêè (ìîæóòü ïåðåâèùóâàòè 106) ¿õí³õ ìàòðèöü. Ç óðàõóâàííÿì âè-
ñîêèõ ïîðÿäê³â öèõ ÑËÀÐ ³, ÿê íàñë³äîê, âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ àðèôìåòè÷íèõ îïå-
ðàö³é äëÿ äîñë³äæåííÿ òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ äîö³ëüíî ðîçðîáëÿòè ³ âèêî-
ðèñòîâóâàòè åôåêòèâí³ âèñîêîïðîäóêòèâí³ àëãîðèòìè äëÿ êîìï’þòåð³â ç ïàðà-
ëåëüíîþ îðãàí³çàö³ºþ îá÷èñëåíü ð³çíî¿ àðõ³òåêòóðè, çîêðåìà, ã³áðèäíî¿.

Â ²íñòèòóò³ ê³áåðíåòèêè íàïðèê³íö³ 70-õ – ïî÷àòêó 80-õ ðîê³â ìèíóëîãî
ñòîð³÷÷ÿ ðîçïî÷àëèñü ðîáîòè ç³ ñòâîðåííÿ áàãàòîïðîöåñîðíèõ ñóïåðêîìï’þòåð³â
íà îñíîâ³ ³äå¿ àêàäåì³êà Â.Ì. Ãëóøêîâà. Ó ðåçóëüòàò³ áóëî ïîáóäîâàíî ìàêðî-
êîíâåºðíèé îá÷èñëþâàëüíèé êîìïëåêñ (ÌÎÊ) ªÑ-1766 — áàãàòîïðîöåñîðíà
îá÷èñëþâàëüíà ñèñòåìà ç ðîçïîä³ëåíîþ ïàì’ÿòòþ. Ï³ä ÷àñ ðîçðîáëåííÿ ïàðà-
ëåëüíèõ àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ áóëî
çàïðîïîíîâàíî äåê³ëüêà ìàòåìàòè÷íèõ ³ííîâàö³é, çîêðåìà, öèêë³÷íà ñõåìà ðîç-
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ïîä³ëó, çáåðåæåííÿ òà îáðîáëåííÿ äàíèõ íà ðîçïîä³ëåíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñ-
òåìàõ. Âîíà äàëà çìîãó ïîçáóòèñÿ îáìåæåííÿ íà åôåêòèâí³ñòü óíàñë³äîê åôåêòó
Ãàéäíà òà áóëà âèêîðèñòàíà â ñâ³òîâ³é ïðàêòèö³ ðîçðîáëåííÿ çáàëàíñîâàíèõ
ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â.

Íàòåïåð â ²íñòèòóò³ ê³áåðíåòèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè ñòâîðåíî ³íôðàñòðóêòóðó
äëÿ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ íà îñíîâ³ âèñîêîïðîäóêòèâíèõ îá÷èñëåíü —
Öåíòð êîëåêòèâíîãî êîðèñòóâàííÿ îáëàäíàííÿì ñóïåðêîìï’þòåðíîãî êîìïëåê-
ñó ÑÊ²Ò ÍÀÍ Óêðà¿íè. Ñüîãîäí³ ÑÊ²Ò — îäíà ³ç íàéïîòóæí³øèõ êëàñòåðíèõ
ñèñòåì â Óêðà¿í³ (éîãî ñåãìåíò ÑÊ²Ò-5 — 8-âóçëîâèé êëàñòåð ç 192-ÿäåðíèìè
âóçëàìè íà AMD EPYC 7642 — ìàº ï³êîâó ïðîäóêòèâí³ñòü ïîíàä 100 ÒÔëîïñ).

²íøèé íàïðÿì ðîçðîáëåíü çàñîá³â âèñîêîïðîäóêòèâíèõ îá÷èñëåíü — êîì-
ï’þòåðè ñåðåäíüî¿ ëàíêè, ÿê³ ìàþòü çàïîâíèòè í³øó ì³æ ïåðñîíàëüíèìè êîì-
ï’þòåðàìè ç ïîð³âíÿíî íåâåëèêèì îá÷èñëþâàëüíèì ðåñóðñîì òà ñóïåðêîìï’þ-
òåðàìè. Â÷åíèìè ²íñòèòóòó ê³áåðíåòèêè ñï³ëüíî ç êîëåêòèâîì ÄÏ «Åëåêòðîí-
ìàø» ðîçðîáëåíî êîíöåïö³þ òà ñòâîðåíî ñ³ì’þ ³íòåëåêòóàëüíèõ ïàðàëåëüíèõ
êîìï’þòåð³â ²íïàðêîì ð³çíîìàí³òíèõ àðõ³òåêòóð. Ö³ êîìï’þòåðè ïðèçíà÷åí³ äëÿ
äîñë³äæåííÿ ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ³ç ð³çíèõ ãàëóçåé íàóêè òà ³íæåíåð³¿.
Íà â³äì³íó â³ä òðàäèö³éíèõ ³íòåëåêòóàëüí³ êîìï’þòåðè çàáåçïå÷óþòü
äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé çàäà÷ òà àäàïòèâíå àâòîìàòè÷íå íàëàøòóâàííÿ àëãî-
ðèòì³â, ïðîãðàì òà àðõ³òåêòóðè êîìï’þòåðà íà âëàñòèâîñò³ çàäà÷³.

Ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé òà ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðîçðà-
õóíêîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âèêîðèñòàííÿ çì³ííî¿ ðîçðÿäíîñò³
äàº çìîãó ï³äâèùèòè åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòì³â, çáåð³ãàþ÷è äîñòîâ³ðí³ñòü ðåçóëü-
òàò³â. À çàñîáè áàãàòîðîçðÿäíî¿ àðèôìåòèêè (àïàðàòí³ àáî ïðîãðàìí³) íàäàþòü
ìîæëèâ³ñòü ³äåíòèô³êóâàòè â çì³ííîìó êîìï’þòåðíîìó ñåðåäîâèù³ âèðîäæåíó
÷è ïîãàíî îáóìîâëåíó ìàòðèöþ, áëèçüê³ ÷è êðàòí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ, ùî íå ìîæ-
íà äîñë³äèòè â ô³êñîâàíîìó êîìï’þòåðíîìó ñåðåäîâèù³. Àðèôìåòèêà äîâ³ëüíî¿
ðîçðÿäíîñò³ áóëà õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ ñòâîðåíî¿ â 60–70-³ ðîêè ìèíóëîãî
ñòîð³÷÷ÿ â ²íñòèòóò³ ê³áåðíåòèêè ï³ä êåð³âíèöòâîì àêàäåì³êà Â.Ì. Ãëóøêîâà
ñåð³¿ ìàøèí äëÿ ³íæåíåðíèõ ðîçðàõóíê³â «ÌÈÐ».

Ï³ä ÷àñ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷, íàïðèêëàä ó ïðîöåñ³
àíàë³çó ì³öíîñò³ íåçàêð³ïëåíèõ êîíñòðóêö³é — ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³ òåîð³¿
ïðóæíîñò³ [4], ìàòðèöÿ â³äïîâ³äíî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ çàäà÷³ (ÑËÀÐ) âèÿâëÿºòüñÿ
íàï³ââèçíà÷åíîþ. Òàê³ ÑËÀÐ ç íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ ìàþòü ºäèíèé ðîç-
â’ÿçîê íà ï³äïðîñòîð³ (íîðìàëüíèé ïñåâäîðîçâ’ÿçîê), ÿêèé ìîæíà çíàéòè ìåòî-
äîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â [4, 5].

Ó ö³é ðîáîò³ äëÿ ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ îá´ðóíòîâàíî ìå-
òîäèêó äîñë³äæåííÿ òà ðîçðàõóíêó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî îïèñóþòüñÿ çàäà-
÷àìè ç ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì íà ï³äïðîñòîð³ (óìîâíî êîðåêòíèõ çàäà÷), ç âèêîðèñ-
òàííÿì äëÿ öüîãî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó ÑËÀÐ äèñêðåòíî¿ ñê³í÷åí-
íî-åëåìåíòíî¿ ìîäåë³. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó
âèêîðèñòàíî ïàðàëåëüí³ ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ [6–11].

ÏÅÐØÀ ÎÑÍÎÂÍÀ ÇÀÄÀ×À ÒÅÎÐ²¯ ÏÐÓÆÍÎÑÒ²

Íåïåðåðâíà ìîäåëü. Íåõàé � � �3 — ñê³í÷åííà îáëàñòü ç äîñòàòíüî ãëàä-
êîþ ãðàíèöåþ Ã, U W0 2

1 3( ) ( ( ))� �� — ïðîñò³ð Ñîáîëºâà âåêòîð-ôóíêö³é

w w w w( , , )� 1 2 3
T , u U� 0 ( )� — âåêòîð-ôóíêö³ÿ ïðóæíèõ çì³ùåíü. Ïîçíà÷è-

ìî � � � � � � �( , , , , , )� 11 22 33 12 23 31
T , �� � � � � � �( , , , , , )11 22 33 12 23 31

T

âåêòîðè äåôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü â³äïîâ³äíî, f f f f� � � �( , , ), , ,� �1 2 3
T

� ( ( ))L2
3� , f f f f LÃ Ã Ã Ã

T Ã( , , ) ( ( )), , ,� �1 2 3 2
3 — âåêòîðè ðîçïîä³ëåíèõ

îá’ºìíèõ ³ ïîâåðõíåâèõ ñèë â³äïîâ³äíî ( ( ) ( ), ( ) ( ))� � � �lm ml ik kiu u u u� � .
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Ðîçãëÿäàºòüñÿ âèïàäîê, êîëè âèêîíóºòüñÿ çàêîí Ãóêà: � �� C x( ) , ïðè÷îìó
ìàòðèöÿ 6-ãî ïîðÿäêó C x( ) çàëåæèòü â³ä ïîëÿ òåìïåðàòóð ³ íå çàëåæèòü â³ä ÷àñó,
à êîåô³ö³ºíòè ïðóæíîñò³ c x c x j mjm mj( ) ( ), , , ,� � �1 6, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

� � � � � � �T T T� � 	C 0 , �0 0� �const . (1)

Äëÿ âåêòîð-ôóíêö³é u U, ( )� � 0 � âèçíà÷èìî á³ë³í³éíó ³ ë³í³éíó ôîðìè

a u u C x dx( , ) ( ( )) ( ) ( )� � � �� 
 T

�

, l f f dx f d( , )� � � �� � 

 � �
��

T T .

Ðîçãëÿíåìî ó � � �� 
 êðàéîâó çàäà÷ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [12] ó ñëàáê³é ïî-
ñòàíîâö³: çíàéòè òàêèé âåêòîð çì³ùåíü u U� 0 ( )� , ùîá âèêîíóâàëàñÿ ³íòåãðàëü-
íà òîòîæí³ñòü

a u l f U( , ) ( , ) ( )� � �� � � 0 � . (2)

ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà

f dx f d�
�

�
�


 
� �� 0, ( ) ( )r f dx r f d� � � �
 
�
�

�
�

� 0, (3)

òî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3) ³ñíóº (òóò ³ äàë³ r — ðàä³óñ-âåêòîð òî÷êè â îáëàñò³
�, à çíàêîì � ïîçíà÷åíî âåêòîðíèé äîáóòîê).

Ó ö³é ïîñòàíîâö³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ùîäî çì³ùåíü íåºäèíèé (õî÷à êîìïîíåí-
òè âåêòîðà íàïðóæåíü ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ îäíîçíà÷íî), îñê³ëüêè ìîæëèâå
ïåðåì³ùåííÿ ò³ëà (ïîñòóïàëüíèé ïåðåíîñ ³ æîðñòêèé ïîâîðîò) ÿê òâåðäîãî. ªäè-
íèé ðîçâ’ÿçîê âèîêðåìëþºòüñÿ äâîìà óìîâàìè:

udx

�

 � 0, ( )r u dx� �


�

0. (4)

Óìîâè (4) âèçíà÷àþòü ï³äïðîñò³ð, â ÿêîìó øóêàºòüñÿ ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê

V V U dx r dx0 2
1 3

0 0 0( ) ( )) | ( ), ,� � �
� �

� � � � � �
�
�
�

��

�
�
�


 
� � � �

��
�U 0 ( )� .

Âàð³àö³éíà çàäà÷à (2) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê íà ï³äïðîñòîð³ V0 (�� [13],

ùî âèïëèâàº ç äîâåäåíèõ ó [4] äîäàòíî¿ âèçíà÷åíîñò³ ôóíêö³îíàëà

a u u M u L( , ) | | | | ( ( )),	 ��0 0 2
3

� � òà éîãî V -åë³ïòè÷íîñò³ a u u M u( , ) | | | | ,	 1 1 �

��V0 ( )� íà ë³íåàë³ âåêòîð-ôóíêö³é, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4) (ñòàë³ M 0 ³

M1 íå çàëåæàòü â³ä u, à íîðìè âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè | | | | | | | |
, ( ( ))

u u
L0

2 2

2
3� �

� ,

| | | | | | | |
, ( ))

u u
k W k� �
2 2

2
3

� ).

Ó [14] äîâåäåíî êîåô³ö³ºíòíó ñò³éê³ñòü ïåðøî¿ îñíîâíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³
òåîð³¿ ïðóæíîñò³, òîáòî ñïðàâåäëèâ³ñòü îö³íêè

| | ~ | | ( ( | | | | | | | | ) | |
~

| |
, , ,u u M f f f f� � � � �

1
2

2 0 0 0� � � � �� Ã Ã , ,| |
~

| | )� � f fÃ Ã Ã� 0 ,

äå M 2 — íåçàëåæíà â³ä u òà ~u ñòàëà, ~u — ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê (òîáòî ~u dx

�

 � 0,

( ~)r u dx� �

�

0) çàäà÷³ a u l f V( ~, ) (
~

, ) ( )
~

� � �� � � 0 � ç³ çáóðåíèìè ìàòðèöåþ

êîåô³ö³ºíò³â
~

( )C x òà âåêòîðàìè
~

( )f x� i
~

( )f xÃ ðîçïîä³ëåíèõ îá’ºìíèõ òà ïî-

âåðõíåâèõ ñèë, � � �max
i k x

ik ikc x c x
,

max | ( ) ~ ( )|.

Îòæå, ïåðøà îñíîâíà çàäà÷à òåîð³¿ ïðóæíîñò³ (1)–(3) º óìîâíî êîðåêòíîþ: ¿¿
ðîçâ’ÿçêè ³ñíóþòü íà ìíîæèí³U 0 ( )� , à ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àºòüñÿ â V0 ( )� .

Äèñêðåòíà ìîäåëü. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ âèêîðèñòàºìî ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ) (äèâ., íà-
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ïðèêëàä, [1–3, 15]), ÿêèé çà ñâîºþ ñóòòþ ïîëÿãàº â çàì³í³ íåñê³í÷åííîâèì³ðíîãî
ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêö³é éîãî ñê³í÷åííîâèì³ðíèì ï³äïðîñòîðîì.

Íåõàé V Wh h� — ñê³í÷åííîâèì³ðí³ ïðîñòîðè ÌÑÅ, à ñàìå W Uh � 0 ( )� —

ïðîñò³ð ÌÑÅ ç áàçèñîì { }, , , ,	 j j N� �1 2 , à V Vh � 0 ( )� — ïðîñò³ð ÌÑÅ ç áà-

çèñîì { }
 i , i N� �1, , –n0 (n0 — ðîçì³ðí³ñòü íóëü-ïðîñòîðó îïåðàòîðà âèõ³äíî¿ çà-
äà÷³). Ö³ áàçèñè çàçâè÷àé ñêëàäàþòü âåêòîð-ôóíêö³¿, êîìïîíåíòè ÿêèõ º êóñêîâèìè
ïîë³íîìàìè, â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ ëèøå íà ê³ëüêîõ ñê³í÷åííèõ åëåìåíòàõ.

Ðîçãëÿíåìî àáñòðàêòíó äèñêðåòíó çàäà÷ó ÌÑÅ: çíàéòè òàêó ôóíêö³þ

u Vh h� , ùî

a u l f Vh h h h h( , ) ( , )� � �� � � . (5)

²ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ (5) âèïëèâàº ç ëåìè Ëàê-
ñà–Ì³ëüãðàììà [15], à çá³æí³ñòü ³ òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó âèïëèâàº ³ç çàãàëüíî¿ òåîð³¿

ÌÑÅ, îñê³ëüêè íà ï³äïðîñòîð³ V h âèêîíàíî âñ³ ïîòð³áí³ äëÿ öüîãî óìîâè.
Îäíàê óìîâíà êîðåêòí³ñòü ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ïðèçâî-

äèòü äî ïåâíèõ òðóäíîù³â ï³ä ÷àñ ¿¿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ — äëÿ ïîáóäîâè

ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî áàçèñó { }
 i ïðîñòîðó V h ïîòð³áíå çíàííÿ íóëü-ïðîñòî-

ðó îïåðàòîðà âèõ³äíî¿ çàäà÷³ â ÿâíîìó âèãëÿä³. Öåé íóëü-ïðîñò³ð âèçíà÷àºòüñÿ
óìîâàìè (4) ³ º íàòÿãíóòèì íà n0 âåêòîð-ôóíêö³é. Äëÿ òðèâèì³ðíèõ ìîäåëåé

öå u0 1 1 0 0, ( , , )� T , u0 2 0 1 0, ( , , )� T , u0 3 0 0 1, ( , , )� T , u x x0 4 3 20, ( , , )� � T ,

u x x0 5 2 1 0, ( , , )� � T , u x x0 6 3 20, ( , , )� � T . Îäíàê àëãîðèòì ïîáóäîâè áàçèñó ïðî-

ñòîðó V h ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ çàäà÷ ç íåºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì íà âñüîìó ïðî-
ñòîð³ íàðàç³ íåâ³äîìèé.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ òàêó äèñêðåòíó çàäà÷ó:

a u l fh h h( , ) ( , )� �� � �� h hW . (6)

¯¿ ðîçâ’ÿçîê íåºäèíèé. Ïîêëàäàþ÷è u yh
i i

i

N

�
�
� 	

1

, ç (6) îòðèìóºìî ÑËÀÐ

Ay b� (7)

ç ðîçð³äæåíîþ äîäàòíî íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ A. Ïîçíà÷èìî y# íîð-

ìàëüíèé ïñåâäîðîçâ’ÿçîê ÑËÀÐ (7) òà âèçíà÷èìî ôóíêö³þ u yh
i i

i

N

#
#� � 	 .

Äëÿ ôóíêö³¿ uh
#

ñïðàâåäëèâà íàâåäåíà äàë³ òåîðåìà (äèâ. [8, 9]).

Òåîðåìà 1. ßêùî y# — íîðìàëüíèé ïñåâäîðîçâ’ÿçîê ÑËÀÐ (7) ç ðîçð³äæåíîþ

íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ, à { }	 i ( , , ... , )i N�1 2 — áàçèñ ñê³í÷åííîâèì³ðíîãî

ïðîñòîðó W Wh � ( ( ))
2
1 3� , òî ôóíêö³ÿ u yh

i i

i

N

#
#�

�
� 	

1

áóäå ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (5).

ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß ÑËÀÐ Ç ÌÀÒÐÈÖßÌÈ ÍÅÏÎÂÍÎÃÎ ÐÀÍÃÓ

Ó ðîáîòàõ [6, 7] äëÿ îòðèìàííÿ ç ãàðàíòîâàíîþ òî÷í³ñòþ íàáëèæåííÿ äî íîð-
ìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó ÑËÀÐ (7) ç ðîçð³äæåíîþ ñèìåòðè÷íîþ íàï³ââèçíà-
÷åíîþ ìàòðèöåþ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ºäèíîãî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó
ÑËÀÐ ç ðîçð³äæåíîþ ñèìåòðè÷íîþ äîäàòíî íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿä-
êó n ³ ðàíãó k n n� � 0

Ax b� , A A� T , A 	 0. (8)



Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ÑËÀÐ ç³ çáóðåíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ
~
b b b� � � :

Ax b~ ~
� , | | | | | | | |�b bb� �� �. (9)

Ïîçíà÷èìî x x, ~ íîðìàëüí³ ïñåâäîðîçâ’ÿçêè çàäà÷ (8) ³ (9) â³äïîâ³äíî, A# —

ïñåâäîîáåðíåíó ìàòðèöþ, I n — îäèíè÷íó ìàòðèöþ ïîðÿäêó n,
h A A A( ) | | | | | | | |#� — ÷èñëî îáóìîâëåíîñò³ ìàòðèö³ A, b Ax Ak � �Im ,
~ ~ Imb Ax Ak � � , �b k k kb b b� �| |

~
| | / | | | |. Äëÿ ïîõèáêè íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿç-

êó çàäà÷³ (9) ìàº ì³ñöå îö³íêà [16, 17]

| | ~ | | / | | | | ( )x x x h A b� � � ,

ç ÿêî¿ âèïëèâàº íåïåðåðâíà çàëåæí³ñòü ðîçâ’ÿçêó â³ä çáóðåííÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè.
Ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿. Äëÿ îòðèìàííÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîç-

â’ÿçêó çàäà÷³ (8) ç ðîçð³äæåíîþ ìàòðèöåþ çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü ð³çí³ ìåòî-
äè ðåãóëÿðèçàö³¿. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ó [18] çàïðîïîíî-
âàíî ìåòîä äâîåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿, à â [19] — ìåòîä äèñêðåòíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿.
Ó [6–8] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿, â ÿêîìó ðîçâ’ÿçàíà ïðî-
áëåìà âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ ³ ÿêèé äàº çìîãó îá÷èñëèòè íàáëèæåííÿ
äî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷í³ñòþ.

Íàáëèæåííÿ u äî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó x çàäà÷³ (8) îòðèìóºìî, ðîç-
â’ÿçóþ÷è çà äîâ³ëüíî âèáðàíîãî ïàðàìåòðà � � 0 (íàïðèêëàä, � � 0 01. ) òàê³ äâ³
ÑËÀÐ:

( )
~

A I z bn k� �� , ( )A I u Azn� �� . (10)

Íåõàé n n1 0 1� � , � n1
— ì³í³ìàëüíå â³äì³ííå â³ä íóëÿ âëàñíå çíà÷åííÿ

ìàòðèö³ A (âëàñí³ çíà÷åííÿ ïðîíóìåðîâàíî â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ). Òîä³, âèêîíàâ-
øè îäèí êðîê ñòåïåíåâîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ, íà-

áëèæåííÿ äî ìàêñèìàëüíîãî çà ìîäóëåì âëàñíîãî çíà÷åííÿ ìàòðèö³ ( )A I n� �� 1

ìîæíà îö³íèòè âåëè÷èíîþ
� � max

i
iw| |, (11)

äå w — ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ( )A I w un H� �� , u u uH
i

i� / | |max .

Äëÿ ïîõèáêè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó u ñïðàâåäëèâà (äèâ. [6, 5]) òàêà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. ßêùî h A
b

( )� �� � 1, òî ç òî÷í³ñòþ äî âåëè÷èí äðóãîãî ïî-

ðÿäêó ìàëîñò³ äëÿ â³äíîñíî¿ ïîõèáêè íàáëèæåíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó ÑËÀÐ ç ñè-
ìåòðè÷íîþ äîäàòíî íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ ñïðàâåäëèâà îö³íêà

| | | |

| | | | ( ) ( )

x u

x

n

n

n n b

n

�
�

�

�
�

�
�

� �

� �

� � �

� �

2
1

1

1

1

2 2
. (12)

Òîä³ çã³äíî ç (11) ³ (12) âèá³ð ïàðàìåòðà �, ùî çàäîâîëüíÿº óìîâè

� � �� � �� � �( | | | | ) ( )A b 2 1 , �

 � n1
, (13)

ãàðàíòóâàòèìå çàäàíó òî÷í³ñòü � íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó.
Ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ïîëÿãàº ó âèêîíàíí³ òàêèõ êðîê³â:
1) ïîñë³äîâíå ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîõ ÑËÀÐ (10) ç îäí³ºþ òîþ ñàìîþ äîäàòíî

âèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ A I n� � ;

2) îá÷èñëåííÿ íàáëèæåííÿ � äî ( )� �n1

1� � çã³äíî ç (11);

3) ïåðåâ³ðêà âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ ( | | | | )2� � � �� �A b .
ßêùî íåð³âí³ñòü âèêîíóºòüñÿ, òî ïîòð³áíà òî÷í³ñòü � äîñÿãíóòà çà âèáðàíî-

ãî çíà÷åííÿ � �� 0 ; ÿêùî íåð³âí³ñòü íå âèêîíóºòüñÿ, òî ç îö³íêè (13) âèçíà-
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÷àºòüñÿ íîâå çíà÷åííÿ çñóâó � � � � �� � �1 0 5. ( / | | | | )A b ³ ïîâòîðþºòüñÿ êðîê 1
ç ìàòðèöåþ A I n� �1 . Íîâå íàáëèæåííÿ u çàáåçïå÷óº ïîòð³áíó òî÷í³ñòü � íîð-
ìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó.

Ó [8] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ìåòîäó òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ äëÿ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ çàäà÷³ çâàæåíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç ñèìåòðè÷íîþ äîäàòíî
âèçíà÷åíîþ âàãîâîþ ìàòðèöåþ.

ÀÄÀÏÒÈÂÍ² ÂÈÑÎÊÎÏÐÎÄÓÊÒÈÂÍ² ÀËÃÎÐÈÒÌÈ ÄËß ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß
ÍÅÊÎÐÅÊÒÍÈÕ ÑËÀÐ Ç ÍÀÁËÈÆÅÍÈÌÈ ÄÀÍÈÌÈ ÐÎÇÐ²ÄÆÅÍÎ¯ ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ óìîâíî êîðåêòíèõ çàäà÷, íàïðèêëàä
àíàë³çó ì³öíîñò³ ñêëàäíèõ íåçàêð³ïëåíèõ êîíñòðóêö³é, äëÿ îòðèìàííÿ äîñ-
òîâ³ðíèõ ðåçóëüòàò³â âèêîðèñòîâóþòü äèñêðåòí³ ìîäåë³ ç âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ
ñòåïåí³â ñâîáîäè (ìîæå ïåðåâèùóâàòè 106). Öå ïðèâîäèòü äî âèñîêèõ ïî-
ðÿäê³â ìàòðèöü ðîçðàõóíêîâèõ çàäà÷ — ÑËÀÐ ç ðîçð³äæåíèìè íàï³ââèçíà÷å-
íèìè ìàòðèöÿìè. Äëÿ åôåêòèâíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ öèõ çàäà÷ äîö³ëüíî âèêîðèñ-
òîâóâàòè ñó÷àñí³ âèñîêîïðîäóêòèâí³ êîìï’þòåðè ç ïàðàëåëüíîþ îðãàí³çàö³ºþ
îá÷èñëåíü ó çì³ííîìó êîìï’þòåðíîìó ñåðåäîâèù³.

Àíàë³ç ñó÷àñíèõ âèñîêîïðîäóêòèâíèõ êîìï’þòåðíèõ ñèñòåì ïîêàçàâ, ùî öå
ïåðåâàæíî ãåòåðîãåíí³ êîìï’þòåðè, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ç ð³çíèõ òèï³â îá÷èñëþâàëü-
íèõ ïðèñòðî¿â ³ ïîºäíóþòü MIMD- òà SIMD-ìîäåë³ îá÷èñëåíü, âèêîðèñòîâóþòü
ðîçïîä³ëåíó òà ñï³ëüíó ïàì’ÿòü, äîâ³ëüíó ðîçðÿäí³ñòü òîùî. Íàïðèêëàä, ó êîìï’þ-
òåðàõ ã³áðèäíî¿ àðõ³òåêòóðè áàãàòîÿäåðí³ ïðîöåñîðè äîïîâíþþòüñÿ ñï³âïðîöåñîðà-
ìè-ïðèñêîðþâà÷àìè (ãðàô³÷íèìè ïðîöåñîðàìè, GPU) [10, 11, 20–23].

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ðîçðàõóíêîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïåðåâàæ-
íà á³ëüø³ñòü îá÷èñëåíü ïðîâîäèòüñÿ ç ïîäâ³éíîþ ðîçðÿäí³ñòþ. Âîäíî÷àñ âèêîðèñ-
òàííÿ îäèíàðíî¿ ðîçðÿäíîñò³ çàì³ñòü ïîäâ³éíî¿ (àáî çà ïîòðåáè ùå âèùî¿) ðîçðÿä-
íîñò³ äàº çìîãó ñêîðîòèòè ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³çíèõ ï³äçàäà÷. Êð³ì òîãî, âèêîðèñòàí-
íÿ äàíèõ çàäà÷³ ó ôîðìàò³ ç îäèíàðíîþ òî÷í³ñòþ íàäàº çìîãó çáåð³ãàòè âäâ³÷³
á³ëüøèé îáñÿã äàíèõ íà êîæíîìó ð³âí³ ³ºðàðõ³¿ ïàì’ÿò³. Çàñòîñóâàííÿ çì³øàíî¿ ðîç-
ðÿäíîñò³ äàº ìîæëèâ³ñòü ï³äâèùóâàòè åôåêòèâí³ñòü îá÷èñëåíü ³ ñêîðî÷óâàòè ÷àñ äëÿ
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³, íå âòðà÷àþ÷è òî÷íîñò³ îòðèìóâàíèõ ðåçóëüòàò³â [21, 22].

Á³ëüø³ñòü ïðÿìèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ çàñíîâàíî íà ³äå¿ ïîñë³äîâ-
íèõ åêâ³âàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü çàäàíî¿ ñèñòåìè äëÿ âèêëþ÷åííÿ íåâ³äîìèõ
ç ÷àñòèíè ð³âíÿíü ³, ïî ñóò³, íà ðîçâèíåíí³ ìàòðèö³ À â äîáóòîê ìàòðèöü,
íàïðèêëàä òðèêóòíèõ [9, 10]. Ó öüîìó ðàç³ â çàäà÷³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ ìîæíà
âèîêðåìèòè òàê³ ï³äçàäà÷³: ðîçâèíåííÿ ìàòðèö³ ñèñòåìè À LR� , ðîçâ’ÿçóâàííÿ
äâîõ ÑËÀÐ ³ç òðèêóòíèìè ìàòðèöÿìè — ç íèæíüîþ Ly b� òà ç âåðõíüîþ Rx ó� .

Îñê³ëüêè ðîçâèíåííÿ ìàòðèö³ ïîòðåáóº çíà÷íî á³ëüøå àðèôìåòè÷íèõ
îïåðàö³é í³æ ³íø³ ìàêðîîïåðàö³¿, åôåêòèâí³ñòü ôàêòîðèçàö³¿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü
â³ä³ãðàº êëþ÷îâó ðîëü ó ïðîöåñ³ ðîçðîáëåííÿ åôåêòèâíèõ ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòì³â
ïðÿìèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ. Ïðè öüîìó äåêîìïîçèö³ÿ òà ñõåìà ðîçïîä³ëó
äàíèõ êîæíîãî àëãîðèòìó ðîçâèíåííÿ âèçíà÷àº äåêîìïîçèö³þ òà ðîçïîä³ë äàíèõ
âñ³º¿ çàäà÷³. Òîìó äàë³ ðîçãëÿíåìî àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ ðîçð³äæåíèõ ìàòðèöü.

Äëÿ ðîçâèíåííÿ ä³éñíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü, âðàõóâàâøè ìîæëèâó çíà-
êîíåâèçíà÷åí³ñòü âèõ³äíî¿ ìàòðèö³ ÑËÀÐ (8), äîö³ëüíî âèêîðèñòàòè

LDLÒ -âàð³àíò ìåòîäó Õîëåöüêîãî, ÿêèé çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ ðîçâèíåííÿ ìàò-

ðèö³ A LDL� Ò àáî À U DU� Ò , äå L U� Ò — íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ, ùî ìàº

îäèíèö³ íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³, D — ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Ðîçãëÿíåìî LDLÒ -ðîçâè-
íåííÿ áëî÷íî-ðîçð³äæåíî¿ ìàòðèö³ À ïîðÿäêó n, ÿêó ðîçáèòî íà áëîêè ðîçì³ðó s s�
(òóò ³ äàë³, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñò³ ì³ðêóâàíü, ââàæàºìî, ùî n Ns� ).
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Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäÿòüñÿ çà òàêî¿ ïîñë³äîâíîñò³: ðîçâèíåííÿ áëîêà

A U D U11 11 11 11� Ò ; (14)

îá÷èñëåííÿ áëîê³â U12 ³ L
21
T (ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ÑËÀÐ)

U L A
11 21 12
T T � , D U L11 12 21

� T ; (15)

s-ðàíãîâà ìîäèô³êàö³ÿ ï³äìàòðèö³ A22 (îá÷èñëåííÿ ï³äìàòðèö³ A
R

K( ) ):

A A L U
R

K( ) � �22 21 12 . (16)

Ó âèïàäêó ðîçð³äæåíî¿ ìàòðèö³ ñèñòåìè A ìàòðèö³ ðîçâèíåííÿ L àáî U òà-
êîæ çàëèøàþòüñÿ ðîçð³äæåíèìè, õî÷à â çàãàëüíîìó âèïàäêó ê³ëüê³ñòü íåíóëüîâèõ

åëåìåíò³â çá³ëüøóºòüñÿ. Òîìó ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ ðîçâèíåííÿ ï³äìàòðèö³ A
R

K( )�1

äîö³ëüíî ïðîâîäèòè îá÷èñëåííÿ ò³ëüêè ç íåíóëüîâèìè áëîêàìè — áëîê ç ³íäåêñà-
ìè i òà j ç ï³äìàòðèö³ A22 ìîäèô³êóºòüñÿ çã³äíî ç (16) ò³ëüêè â òîìó âèïàäêó,
êîëè ñêàëÿðíèé äîáóòîê i-ãî ðÿäêà áëîê³â ç L21 òà j-ãî ñòîâï÷èêà áëîê³â ç U12 íå
äîð³âíþº òîòîæíî íóëþ. Òîìó s-ðàíãîâà ìîäèô³êàö³ÿ (16) âèêîíóºòüñÿ ò³ëüêè
ç ï³äìàòðèöåþ ìàòðèö³ L U21 12 , ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ¿¿ íåíóëüîâèõ áëîê³â.

Ðîçãëÿíåìî àäàïòèâí³ ïàðàëåëüí³ áëî÷í³ àëãîðèòìè LDLÒ -ðîçâèíåííÿ

ðîçð³äæåíî¿ ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³. Âèá³ð LDLÒ -ðîçâèíåííÿ çóìîâëåíèé òèì, ùî
òàêå ðîçâèíåííÿ ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ á³ëüøî¿ ìíîæèíè ìàòðèöü, í³æ

LLÒ -ðîçâèíåííÿ, çîêðåìà, äëÿ çíàêîíåâèçíà÷åíèõ ìàòðèöü.
Îá÷èñëþâàëüíèé ðåñóðñ ïîä³ëåíî íà p ãðóï (÷àñòî îäíà ãðóïà çâ’ÿçàíà

ç îäíèì âóçëîì), çàãàëüíà ïàì’ÿòü º ðîçïîä³ëåíîþ, à ïàì’ÿòü âñåðåäèí³ ãðóïè
º ñï³ëüíîþ. Íà êîìï’þòåðàõ ã³áðèäíî¿ àðõ³òåêòóðè êîæíà ãðóïà ìîæå âèêîðèñòî-
âóâàòè îäèí ãðàô³÷íèé ïðèñêîðþâà÷ (GPU). Ó öüîìó âèïàäêó çàçâè÷àé ãðóïà —
öå îäíå ïðîöåñîðíå ÿäðî (CPU). Ó êîæí³é ãðóï³ âèîêðåìëþþòü îäèí ïðîöåñîð-
íèé åëåìåíò (îäíå ÿäðî), ÿêèé º ãîëîâíèì ó ãðóï³. Íà öüîìó ÿäð³ âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ îäèí MPI-ïðîöåñ (ãîëîâíèé ïîò³ê). Ãîëîâí³ ïîòîêè íàñàìïåðåä çàáåçïå-
÷óþòü îðãàí³çàö³þ ïàðàëåëüíîãî âèêîíàííÿ ìàêðîîïåðàö³é òà êîìóí³êàö³¿ ì³æ
ñîáîþ ³ ì³æ ïðîöåñîðíèìè ïðèñòðîÿìè ñâîº¿ ãðóïè, ùî ïàðàëåëüíî ðåàë³çóþòü
ïåðåâàæíó á³ëüø³ñòü àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é äëÿ âèêîíàííÿ ìàêðîîïåðàö³é.
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Ðîçãëÿíåìî íàéá³ëüø çàãàëüíèé âàð³àíò — ðîçâèíåííÿ ñèìåòðè÷íî¿ ìàò-
ðèö³ áëî÷íî-õìàðî÷îñíî¿ ñòðóêòóðè (áëî÷íî-ñòð³÷êîâ³ òà áëî÷íî-ïðîô³ëüí³
ñòðóêòóðè º îêðåìèìè âèïàäêàìè ö³º¿ ñòðóêòóðè) [3, 10]. Çàóâàæèìî, ùî âèêî-
ðèñòîâóºòüñÿ ðîçð³äæåíà ñòðóêòóðà òðèêóòíîãî ðîçâèíåííÿ âèõ³äíî¿ ìàòðèö³,
ÿêó îòðèìóþòü, âèêîíàâøè â³äïîâ³äíå ñèìâîëüíå ðîçâèíåííÿ.

Ðîçð³äæåíó ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ A ðîçä³ëåíî íà êâàäðàòí³ áëîêè ïîðÿäêó s (ÿê
³ ðàí³øå, ââàæàòèìåìî, ùî n Ns� ). Ðÿäêè áëîê³â âåðõíüîãî òðèêóòíèêà ìàòðèö³
öèêë³÷íî ðîçïîä³ëÿþòüñÿ ì³æ ãîëîâíèìè ïîòîêàìè, ùîá êîæåí ìàâ íåíóëüîâ³ áëî-
êè (ùî ìîäèô³êóþòüñÿ çã³äíî ç (14), (15) íà öüîìó êðîö³) õî÷à á îäíîãî ðÿäêà.

Ðîçòàøîâàí³ ïîðÿä íåíóëüîâ³ áëîêè â³äïîâ³äíîãî ðÿäêà áëîê³â îá’ºäíóþòü-
ñÿ ó ïðÿìîêóòí³ áëîêè, ðîçì³ð ÿêèõ ìàº áóòè îïòèìàëüíèì ç òî÷êè çîðó êåøó-
âàííÿ äàíèõ. Ó âèïàäêó ìàòðèö³ õìàðî÷îñíî¿ ñòðóêòóðè çà òàêîãî îá’ºäíàííÿ
ìîæíà îòðèìàòè, êð³ì ä³àãîíàëüíîãî áëîêà AK K, , äåê³ëüêà ( )M K íåíóëüîâèõ
ïðÿìîêóòíèõ áëîê³â A L MK K L K, ( , , )� � �1 , ì³æ ÿêèìè ðîçòàøîâóþòüñÿ ïðÿìî-
êóòí³ íóëüîâ³ áëîêè. Íà ã³áðèäíîìó êîìï’þòåð³ ó ïàì’ÿò³ GPU íà êîæíîìó
êðîö³ àëãîðèòìó äîñòàòíüî çáåð³ãàòè ò³ëüêè (òàêîæ öèêë³÷íî ðîçïîä³ëåí³) íå-
íóëüîâ³ áëîêè ï³äìàòðèö³, ÿê³ îáðîáëÿþòüñÿ. Ãîëîâíèé ïîò³ê, ÿêèé ì³ñòèòü íà
K-ìó êðîö³ àëãîðèòìó K-é ðÿäîê áëîê³â, äàë³ íàçèâàòèìåìî ïðîâ³äíèì CPU
(ÿê ³ ïîâ’ÿçàíèé ç íèì GPU ó âèïàäêó ã³áðèäíîãî àëãîðèòìó).

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: DK — ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç LDLÒ -ðîçâèíåííÿ ä³àãî-

íàëüíîãî áëîêà A K
11
( ) , U K I, — âåðõí³é òðèêóòíèé áëîê ïîðÿäêó s ï³äìàòðèö³

U K
12
( ) , L U D I K N K NI K K I K, ,

( , ..., , , ..., )� � �T 1 . Òîä³ äëÿ K N�1, ..., âèêîíó-

þòüñÿ òàê³ ì³êðîîïåðàö³¿:
1) çà óìîâ K �1, U K K� $1 0, îá÷èñëåííÿ âåðõíüîãî òðèêóòíèêà ä³àãîíàëüíî-

ãî áëîêà A A L UK
K K K K K K11 1 1

( )
, , ,� � � � ç âèêîðèñòàííÿì s-ðàíãîâî¿ ìîäèô³êàö³¿

ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ (íà êîìï’þòåð³ ã³áðèäíî¿ àðõ³òåêòóðè òàêîæ ïåðåñèëàííÿ
ðåçóëüòàòó ïðîâ³äíîìó CPU);

2) LDLÒ -ðîçâèíåííÿ ä³àãîíàëüíîãî áëîêà A U D UK K
K

K
11 11 11
( ) ( ) ( )( )� T ;

3) çà óìîâ 1 1� � �K N , LI K, �1 , U K J� $1 0, s-ðàíãîâà ìîäèô³êàö³ÿ

A A L U
I J

K
I J

K
I K K J,

( )
,

( )
, ,� ��

� �
1

1 1 íåíóëüîâèõ áëîê³â AI J, ï³äìàòðèö³ A K
22
( ) ;

4) çà óìîâè K N� – 1 ðîçñèëàííÿ îá÷èñëåíèõ áëîê³â D UK
K, ( )

11
óñ³ì ïðîöå-

ñîðíèì ïðèñòðîÿì, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ, âèêîíóºòüñÿ ï³ä ÷àñ îá÷èñëåíü
ìàêðîîïåðàö³¿ 3;

5) çà óìîâè K N� – 1 îá÷èñëåííÿ íåíóëüîâèõ áëîê³â L GI K K I, ,
� T

( )K I N� � �1 — ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ÑËÀÐ ç íèæíüîþ òðèêóòíîþ ìàò-

ðèöåþ ( )( )
, ,U G AK

K I K I11
T � òà ðîçñèëàííÿ ðåçóëüòàò³â óñ³ì ïðîöåñîðíèì ïðè-

ñòðîÿì, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ;

6) çà óìîâè K N� – 1 îá÷èñëåííÿ íåíóëüîâèõ áëîê³â U D GK J K K J, ,� �1

( )K I N� � �1 .
Àíàë³ç ìàêðîîïåðàö³é 1–3 ³ 5, 6 ïîêàçàâ, ùî á³ëüø³ñòü îá÷èñëåíü ìîæíà

ðåàë³çóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîãðàìí³ ìîäóë³ äëÿ ìàòðè÷íî-ìàòðè÷íèõ
(àáî ìàòðè÷íî-âåêòîðíèõ) îïåðàö³é. Ìàêðîîïåðàö³ÿ 3 ìîæå âèêîíóâàòèñü íà íå-
ïðîâ³äíèõ ïðîöåñîðíèõ ïðèñòðîÿõ K-ãî êðîêó àñèíõðîííî ç âèêîíàííÿì ìàêðî-
îïåðàö³é 1, 2 íà ïðîâ³äíèõ ïðîöåñîðíèõ ïðèñòðîÿõ, ìàêðîîïåðàö³ÿ 2 âèêîíóºòüñÿ
íà ïðîâ³äíîìó CPU, à ìàêðîîïåðàö³¿ 5 — íà ïðîâ³äíèõ ïðîöåñîðíèõ ïðèñòðîÿõ.
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Ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ò³ëüêè îäíó ãðóïó ïðîöåñîðíèõ ïðèñòðî¿â ç îäíèì
ãîëîâíèì ïîòîêîì, àëå ïîòð³áíî çàáåçïå÷èòè åôåêòèâíå ðîçïàðàëåëåííÿ îá÷èñ-
ëåíü ì³æ âñ³ìà ïîòîêàìè.

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì LDLÒ -ðîçâèíåííÿ áëî÷íî-ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ ç îá-
ðàìëåííÿì. Ïåðø³ ïàðàëåëüí³ àëãîðèòìè òðèêóòíîãî ðîçâèíåííÿ ðîçð³äæåíî¿
ìàòðèö³ áóëî ðîçðîáëåíî äëÿ áëî÷íî-ä³àãîíàëüíèõ ìàòðèöü ç îáðàìëåííÿì.
Ìàòðèöþ òàêîãî âèãëÿäó ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñóâàâøè äî âèõ³äíî¿ ìàòðèö³
ìåòîä ïàðàëåëüíèõ ïåðåð³ç³â (äèâ., íàïðèêëàä, [24]). Ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî ä³àãî-
íàëüí³ ï³äìàòðèö³ ³ ï³äìàòðèö³ îáðàìëåííÿ ìàþòü áëî÷íî-ðîçð³äæåíó ñòðóêòó-
ðó. Òîìó ïîòð³áíî îïòèì³çóâàòè ñòðóêòóðó ä³àãîíàëüíèõ áëîê³â, ïåðåóïîðÿäêó-
âàâøè ¿õ äî îäí³º¿ ç áëî÷íî-ðîçð³äæåíèõ ñòðóêòóð.

Ç óðàõóâàííÿì ñèìåòðè÷íîñò³ âèõ³äíî¿ ìàòðèö³ ðîçïîä³ëÿþòü ³ çáåð³ãàþòü
ëèøå íåíóëüîâ³ áëîêè ¿¿ âåðõíüîãî òðèêóòíèêà âêëþ÷íî ç åëåìåíòàìè ãîëîâíî¿
ä³àãîíàë³. Ì³æ p ãîëîâíèìè ïîòîêàìè âèêîðèñòîâóºòüñÿ òàêèé ðîçïîä³ë äàíèõ:
ïîòîêó ç ïîðÿäêîâèì íîìåðîì q q p( , , )� �1 ðîçïîä³ëÿþòüñÿ íåíóëüîâ³ áëîêè
ä³àãîíàëüíî¿ ï³äìàòðèö³ Aq q, ³ ï³äìàòðèö³ îáðàìëåííÿ Ap q�1, , íà ì³ñö³ ÿêèõ
äàë³ ìîæóòü ðîçì³ùóâàòèñÿ â³äïîâ³äí³ íåíóëüîâ³ áëîêè ìàòðèö³ U , ³ âèä³ëÿºòüñÿ
ïàì’ÿòü äëÿ íåíóëüîâèõ áëîê³â âåðõíüîãî òðèêóòíèêà (âêëþ÷íî ç ãîëîâíîþ

ä³àãîíàëëþ) êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ G L Uq q p q q p, , ,� � � �1 1
T òà (çà ïîòðåáè) ìàòðèö³

Lp q�1, . Ï³äìàòðèöÿ Ap p� �1 1, ðîçïîä³ëÿºòüñÿ îäíîìó ç ãîëîâíèõ ïîòîê³â, íà-
ïðèêëàä ç ïîðÿäêîâèì íîìåðîì p.

Äëÿ LDLÒ -ðîçâèíåííÿ ñèìåòðè÷íî¿ áëî÷íî-ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ ç îáðàì-
ëåííÿì âèêîíóþòüñÿ òàê³ ìàêðîîïåðàö³¿ ( , , )q p� �1 :

1) LDLÒ -ðîçâèíåííÿ ä³àãîíàëüíèõ ï³äìàòðèöü A U D Uq q q q qi q q, , ,� T ;

2) îá÷èñëåííÿ ïîçàä³àãîíàëüíèõ ï³äìàòðèöü îáðàìëåííÿ U q p, �1 — ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ÑËÀÐ U G Aq q q p q p, , ,

T
� ��1 1 òà D U Gq q p q p, ,� ��1 1 ;

3) îá÷èñëåííÿ êâàäðàòíî¿ ï³äìàòðèö³ G G Uq q q p q p, , ,
� � � �1 1

T ;

4) ìîäèô³êàö³ÿ ä³àãîíàëüíî¿ ï³äìàòðèö³ A A G
p p p p q q

q

p

� � � �
�

� � �1 1
1

1 1
0

1
,

( )
,

( )
, âè-

êîíóºòüñÿ ãîëîâíèìè ïîòîêàìè ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàö³¿ ìóëüòèçáèðàííÿ

áëîê³â Gq q, ;

5) LDLT -ðîçâèíåííÿ ä³àãîíàëüíîãî áëîêà

A U
p p p p� � � ��

1 1
1

1 1,
( )

,
T D Up p p� � �1 1 1, .

Êîæíà ç ìàêðîîïåðàö³é 1–3 àëãîðèòìó äëÿ îäíî¿ ïàðè ï³äìàòðèöü íå çàëå-
æèòü â³ä àíàëîã³÷íèõ îïåðàö³é ç ³íøèìè ï³äìàòðèöÿìè ³ âèêîíóºòüñÿ ïàðàëåëü-
íî, à ðîçâèíåííÿ 5 âèêîíóºòüñÿ ïîòîêîì, ÿêîìó ðîçïîä³ëåíî Ap p� �1 1, . Äëÿ ìàê-
ðîîïåðàö³é 1–3 ³ 5 äîö³ëüíî çàñòîñóâàòè äëÿ êîæíîãî q p� �1, , òà äëÿ p �1
â³äïîâ³äíèé ñòðóêòóð³ ä³àãîíàëüíèõ ï³äìàòðèöü âàð³àíò äð³áíî-ïëèòêîâîãî àë-
ãîðèòìó [23], íàïðèêëàä îäíîïîòîêîâèé âàð³àíò (âèêîðèñòîâóºòüñÿ îäèí ãîëîâ-
íèé ïîò³ê ³ äåê³ëüêà ïîâ’ÿçàíèõ ç íèì ïîòîê³â àáî îäèí GPU) îïèñàíîãî ðàí³øå
áëî÷íî-öèêë³÷íîãî àëãîðèòìó äëÿ ìàòðèöü áëî÷íî-õìàðî÷îñíî¿ ñòðóêòóðè.

Åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòì³â LDL
T-ðîçâèíåííÿ. Äëÿ äîñë³äæåííÿ åôåêòèâ-

íîñò³ ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòì³â âèêîðèñòàíî ìåòîäîëîã³þ ç [20].

Åôåêòèâí³ñòü áëî÷íî-öèêë³÷íîãî àëãîðèòìó LDLT -ðîçâèíåííÿ ñèìåòðè÷íî¿
ìàòðèö³ ïîðÿäêó n áëî÷íî-õìàðî÷îñíî¿ ñòðóêòóðè, ÿêùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ p ãî-
ëîâíèõ ïîòîê³â òà ïî n L2 ïîòîê³â, ïîâ’ÿçàíèõ ç îäíèì ãîëîâíèì ïîòîêîì, âèçíà-

74 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 5



÷àºòüñÿ îö³íêàìè êîåô³ö³ºíò³â ïðèñêîðåííÿ S p ³ åôåêòèâíîñò³ E p :
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2

), à òàêîæ ÿêùî äëÿ îáì³í³â äàíèìè ì³æ ãîëîâíèìè

ïîòîêàìè âèêîðèñòîâóºòüñÿ àëãîðèòì «äåðåâà». Îö³íêè (17) ñâ³ä÷àòü, ùî
åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòìó íå çàëåæèòü â³ä ïîðÿäêó ìàòðèö³, à çà ïåâíèõ óìîâ
âèçíà÷àºòüñÿ ê³ëüê³ñòþ íåíóëüîâèõ áëîê³â ó ðÿäêó áëîê³â ³ ðîçì³ðàìè öèõ
áëîê³â. Ó (17) ïîçíà÷åíî: m — ñåðåäíÿ ê³ëüê³ñòü íåíóëüîâèõ íàää³àãîíàëüíèõ
åëåìåíò³â ó îäíîìó ðÿäêó âåðõíüî¿ òðèêóòíî¿ ìàòðèö³ U , tC — ñåðåäí³é ÷àñ
âèêîíàííÿ îäí³º¿ àðèôìåòè÷íî¿ îïåðàö³¿ ç ïëàâàþ÷îþ êîìîþ îäíèì ïîòîêîì,
tCC — ñåðåäí³é ÷àñ îáì³íó îäíèì ìàøèííèì ñëîâîì ì³æ äâîìà ãîëîâíèìè
ïîòîêàìè. ßêùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ GPU, òî ïîçíà÷åíî: n L2 — ê³ëüê³ñòü îä-
íîð³äíèõ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é, ÿê³ ïîðîäæåíî îäí³ºþ îïåðàö³ºþ íà CPU
òà ÿê³ îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ íà GPU, tG — ñåðåäí³é ÷àñ âèêîíàííÿ îäí³º¿
àðèôìåòè÷íî¿ îïåðàö³¿ ç ïëàâàþ÷îþ êîìîþ íà GPU, tCG — ñåðåäí³é ÷àñ
îáì³íó îäíèì ìàøèííèì ñëîâîì ì³æ CPU ³ GPU. ßêùî GPU íå âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ, òî t t tG C CG� �, 0.

Åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòìó ìîæíà ï³äâèùèòè, ÿêùî â çàëåæíîñò³ â³ä ìàòåìà-

òè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ä³àãîíàëüíèõ áëîê³â A K
11
( ) âèêîðèñòîâóâàòè çì³ííó ðîç-

ðÿäí³ñòü — îäèíàðíó, ïîäâ³éíó àáî ùå á³ëüøó, çàáåçïå÷óþ÷è ïðè öüîìó
ïîòð³áíó òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó.

Ðîçãëÿíåìî åôåêòèâí³ñòü áëî÷íîãî àëãîðèòìó LDLT -ðîçâèíåííÿ ñèìåòðè÷-
íî¿ áëî÷íî-ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ ç îáðàìëåííÿì ïîðÿäêó n, ä³àãîíàëüí³ ï³äìàò-
ðèö³ ÿêî¿ º ñòð³÷êîâèìè ç íàï³âøèðèíîþ ñòð³÷êè m. ßêùî n m pm� �� 2 ³ äëÿ
îáì³í³â äàíèìè ì³æ ãîëîâíèìè ïîòîêàìè âèêîðèñòîâóºòüñÿ àëãîðèòì «äåðåâà»,
òî ìîæíà îòðèìàòè òàê³ îö³íêè (âèêîðèñòàíî ââåäåí³ ðàí³øå ïîçíà÷åííÿ):
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4

( )� �

� �
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2p p
, � � 2 2
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n t
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L CC

G

log .

Îö³íêè (18) ñïðàâåäëèâ³, ÿêùî ïîðÿäîê ä³àãîíàëüíîãî áëîêà îáðàìëåííÿ íàáàãà-
òî ìåíøå ïîðÿäê³â ³íøèõ ä³àãîíàëüíèõ áëîê³â. ßêùî ïîð³âíþâàòè ç àëãîðèòìîì ðîç-
âèíåííÿ ñòð³÷êîâî¿ (íåïåðåóïîðÿäêîâàíî¿) ìàòðèö³, òî ÷åðåç çðîñòàííÿ ù³ëüíîñò³
ï³äìàòðèöü îáðàìëåííÿ ó ðîçâèíåíí³ åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòìó çìåíøóºòüñÿ ïðèáëèç-
íî â 4 ðàçè. Òîìó öåé àëãîðèòì äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè çà óìîâè p� 4.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Â ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ìåòîäè òà àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçóâàííÿ óìîâíî êîðåêòíèõ
çàäà÷ ç åë³ïòè÷íèìè îïåðàòîðàìè, ÿê³ ìàþòü ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê íà ï³äïðîñòîð³.

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷, íàïðèêëàä äëÿ çàäà÷³ àíàë³çó ì³öíîñò³ íå-
çàêð³ïëåíèõ êîíñòðóêö³é (ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³), ðîçðîáëåíî
òà îá´ðóíòîâàíî ìåòîäîëîã³þ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåííÿ äî ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó
íà ï³äïðîñòîð³. Òîáòî îá´ðóíòîâàíî çàñòîñóâàííÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó
ðîçðàõóíêîâî¿ çàäà÷³ (ÑËÀÐ) äëÿ îòðèìàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó äèñêðåòíî¿
çàäà÷³ íà ï³äïðîñòîð³. Äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ï³äõîäó íå
ïîòð³áíî çíàííÿ â ÿâíîìó âèãëÿä³ íóëü-ïðîñòîðó îïåðàòîðà âèõ³äíî¿ çàäà÷³.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ç ãàðàíòîâàíîþ òî÷í³ñòþ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó
(òà çâàæåíîãî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðîçâ’ÿçêó) ÑËÀÐ ç ðîçð³äæåíîþ ñèìåòðè÷-
íîþ íàï³ââèçíà÷åíîþ ìàòðèöåþ ðîçðîáëåíî òà îá´ðóíòîâàíî ìåòîä òðèåòàïíî¿
ðåãóëÿðèçàö³¿. Îòðèìàíî îö³íêè òî÷íîñò³ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ó âèïàäêó çáó-
ðåííÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ÑËÀÐ. Ðîçðîáëåíî åêîíîì³÷í³ ïàðàëåëüí³ àëãîðèòìè äëÿ
ìåòîäó òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ äëÿ êîìï’þòåð³â ç ïàðàëåëüíîþ îðãàí³çàö³ºþ
îá÷èñëåíü ð³çíî¿ àðõ³òåêòóðè. Îòðèìàíî îö³íêè ïðèñêîðåííÿ òà åôåêòèâíîñò³
çàïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòì³â. Ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ º àëüòåðíàòèâîþ
ìåòîäó ðåãóëÿðèçóþ÷îãî ôóíêö³îíàëà (ïåðåâàãè — êðàùà îáóìîâëåí³ñòü çàäà÷
(10) òà çáåðåæåííÿ ðîçð³äæåíî¿ ñòðóêòóðè ìàòðèö³) ³ ìåòîäó äèñêðåòíî¿ ðåãóëÿ-
ðèçàö³¿ (ïåðåâàãà — î÷åâèäíî ìåíøà ê³ëüê³ñòü àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é).

Òåñòóâàííÿ ïîêàçàëî, ùî ìåòîä òðèåòàïíî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ çà ÷àñîâèìè âèò-
ðàòàìè, âèêîðèñòîâóâàí³é ïàì’ÿò³, äîñòîâ³ðíîñò³ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â
º íàéá³ëüø åôåêòèâíèì ìåòîäîì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ íà êîìï’þòåðàõ ç ïàðàëåëüíîþ
îðãàí³çàö³ºþ îá÷èñëåíü ÑËÀÐ, ÿê³ âèíèêàþòü ó ðåçóëüòàò³ äèñêðåòèçàö³¿ çàäà÷
àíàë³çó ì³öíîñò³ ñêëàäíèõ íåçàêð³ïëåíèõ êîíñòðóêö³é.

Çàïðîïîíîâàíà ìåòîäîëîã³ÿ ³íâàð³àíòíà äëÿ øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ ç óìîâàìè
Íåéìàíà íà ãðàíèö³. ¯¿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íøèõ çàäà÷
òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ùî ìàþòü ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê íà ï³äïðîñòîð³, íàïðèêëàä äëÿ îäíî-
³ äâîâèì³ðíèõ ïîñòàíîâîê, çì³øàíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òîùî, à òàêîæ äëÿ ÷èñåëüíîãî
ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
â ³íøèõ ãàëóçÿõ íàóêè ³ òåõí³êè.
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A.N. Khimich, A.V. Popov
SOLVING Ill-POSED PROBLEMS OF THE THEORY OF ELASTICITY
USING HIGH-PERFORMANCE COMPUTER SYSTEMS

Abstract. A method of efficient analysis and solution of conditionally correct problems, which
have a unique solution in the subspace, is proposed. The use of a discrete finite-element model on
the entire space to obtain a unique solution on the subspace of the initial variational problem is
justified. To find a normal pseudo-solution (or a weighted normal pseudo-solution) of a discrete
problem (a system of linear algebraic equations with a sparse symmetric semidefinite matrix),
a three-stage regularization method is proposed. This method makes it possible to obtain
approximations of these solutions with a predetermined accuracy. Efficient adaptive
high-performance algorithms of the specified method have been developed for solving systems of
linear algebraic equations with sparse symmetric semi-definite matrices using modern computers
with parallel computing.

Keywords: high-performance computing, finite element method, three-stage regularization
method, sparse symmetric semidefinite matrix, system of linear algebraic equations, first
fundamental problem of elasticity theory, variable computer environment.
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