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ØÒÓ×ÍÎÃÎ ²ÍÒÅËÅÊÒÓ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ôîðìàë³çàö³¿ ïîáóäîâè àâòîíîìíèõ ñèñòåì øòó÷íîãî ³íòå-
ëåêòó, ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ÿêèõ ìîæóòü áóòè ñêëàäíèìè àáî íå³äåíòèô³êîâàíèìè. Çà äî-
ïîìîãîþ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ Q-ôóíêö³é âèíàãîðîä ðîçðîáëåíî ìåòîäî-
ëîã³þ ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ çà çàäàíîþ òî÷í³ñòþ �-îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é. Ðåçóëüòàòè äà-
þòü çìîãó âèçíà÷èòè êëàñè (çîêðåìà, ïîäâ³éíîãî ïðèçíà÷åííÿ), äëÿ ÿêèõ ìîæíà íà
ñó÷àñíîìó ð³âí³ ìàòåìàòè÷íî¿ ñòðîãîñò³ îá´ðóíòîâàíî áóäóâàòè îïòèìàëüí³ òà �-îïòè-
ìàëüí³ ñòðàòåã³¿ íàâ³òü ó âèïàäêàõ, êîëè ìîäåë³ ³äåíòèô³êóþòüñÿ, àëå îá÷èñëþâàëüíà
ñêëàäí³ñòü ñòàíäàðòíèõ àëãîðèòì³â äèíàì³÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìîæå íå áóòè ñòðîãî
ïîë³íîì³àëüíîþ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: àâòîíîìí³ ñèñòåìè øòó÷íîãî ³íòåëåêòó, ìàðêîâñüê³ ïðîöåñè ïðèéíÿòòÿ
ð³øåíü, �-îïòèìàëüí³ ñòðàòåã³¿.

ÂÑÒÓÏ

Àâòîíîìí³ ñèñòåìè øòó÷íîãî ³íòåëåêòó (ÀÑØ²) — öå ñèñòåìè, ÿê³ ìîæóòü

âèêîíóâàòè ïîêëàäåí³ íà íèõ çàâäàííÿ áåç çîâí³øíüîãî âòðó÷àííÿ ëþäèíè.

Íàâåäåìî íåïîâíèé ïåðåë³ê àâòîíîìíèõ ñèñòåì øòó÷íîãî ³íòåëåêòó, à ñàìå

[1–30]:

— àâòîìîá³ë³, ë³òàêè òà ³íø³ ðóõîì³ îá’ºêòè, ÿêèìè êåðóº àâòîï³ëîò: âîíè

ñàìîñò³éíî ïðèéìàþòü ð³øåííÿ ïðî òðàºêòîð³þ ³ ïðîãðàìó ðóõó áåç ó÷àñò³ ëþ-

äèíè;

— ë³òàëüí³ àáî ïëàâàëüí³ äðîíè: öå àâòîíîìí³ àïàðàòè, ÿê³ ìîæóòü âèêîíó-

âàòè ð³çíîìàí³òí³ çàâäàííÿ, à ñàìå äîñòàâëåííÿ ïåâíèõ ðå÷åé ó ïåâí³ òî÷êè ïðî-

ñòîðó, àáî äèñòàíö³éíî ñêàíóâàòè ñòàí îêðåìèõ òåðèòîð³é;

— ³íòåðíåò ðå÷åé (IoT): öå ñèñòåìè, ùî ì³ñòÿòü ð³çíîìàí³òí³ äàò÷èêè

òà «ðîçóìí³» ïðèñòðî¿, ÿê³ ìîæóòü çáèðàòè äàí³ ïðî íàâêîëèøíº ñåðåäîâèùå òà

âèêîíóâàòè ð³çíîìàí³òí³ ä³¿ â³äïîâ³äíî äî ïîêëàäåíèõ íà íèõ çàâäàíü;

— ñèñòåìè ñàìîîáñëóãîâóâàííÿ: öå ñèñòåìè, ÿê³ äàþòü çìîãó êë³ºíòàì êó-

ïóâàòè òîâàðè àáî îòðèìóâàòè ³íø³ ïîñëóãè, íå êîðèñòóþ÷èñü ïîðàäàìè

ñï³âðîá³òíèê³â òîðãîâåëüíèõ öåíòð³â;

— àâòîìàòèçîâàí³ ìåäè÷í³ ñèñòåìè, ÿê³ äàþòü çìîãó ä³àãíîñòóâàòè òà íàäà-

âàòè ïîðàäè ùîäî ë³êóâàííÿ õâîðèõ, íå çàëó÷àþ÷è ë³êàð³â;

— ðîáîòèçîâàí³ ô³íàíñîâ³ ñèñòåìè, ÿê³ ìîæóòü àâòîìàòè÷íî ðîçïîä³ëÿòè

àêòèâè òà êåðóâàòè ðèçèêàìè íà ô³íàíñîâèõ ðèíêàõ;

— àâòîìàòèçîâàí³ âèðîáíè÷³ ñèñòåìè, ÿê³ ì³ñòÿòü ð³çíîìàí³òí³ àâòîìàòè òà

ðîáîòè, ùî ìîæóòü àâòîìàòè÷íî âèêîíóâàòè çàâäàííÿ âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó.
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Îòæå, ìàºìî áàãàòî ñèñòåì, ÿê³ ìîæóòü âèêîíóâàòè ïîêëàäåí³ íà íèõ

ôóíêö³¿ áåç ó÷àñò³ ëþäèíè.

Îïåðàö³éí³ ñåðåäîâèùà, äëÿ ÿêèõ ñòâîðþþòüñÿ ³ â ÿêèõ ìàþòü ä³ÿòè

íèí³øí³ ³ ìàéáóòí³ ÀÑØ², øâèäêî ðîçâèâàþòüñÿ. Îñîáëèâî¿ àêòóàëüíîñò³ íàáó-

âàþòü ïðîáëåìè ôóíêö³îíóâàííÿ àâòîíîìíèõ ñèñòåì ïîäâ³éíîãî ïðèçíà÷åííÿ,

ÿê³ ìàþòü ïðîòèä³ÿòè àíàëîã³÷íèì ÀÑØ² â êîíêóðåíòíèõ óìîâàõ [30]. Åôåê-

òèâí³ñòü öèõ ñèñòåì çàëåæàòèìå â³ä ¿õí³õ ìîæëèâîñòåé çàáåçïå÷èòè ñâîº÷àñíó

³íòåëåêòóàëüíó òà íàä³éíó ï³äòðèìêó ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü çà øâèäêîçì³ííèõ îïå-

ðàö³éíèõ óìîâ òà íåïîâíîòè ³íôîðìàö³¿ ñòîñîâíî ñòðàòåã³¿ ³ ïðîãðàìè ä³é ñóïðî-

òèâíèê³â. Ðîáîòà òàêèõ ñèñòåì òàêîæ ìàº áàçóâàòèñÿ íà ñó÷àñíèõ ìåòîäàõ òà

³íñòðóìåíòàõ êåðóâàííÿ ðèçèêàìè.

ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÀÑØ² Â ÏÀÐÀÄÈÃÌ² ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â ÏÐÈÉÍßÒÒß Ð²ØÅÍÜ

Ìàðêîâñüê³ ïðîöåñè ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü (ÌÏÏÐ) — öå ìîäåëü ïîñë³äîâíîãî

ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³, ÿêà ´ðóíòóºòüñÿ íà òåîð³¿

ïîñë³äîâíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ïðîáëåì ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü, ðîçðîáëåí³é ï³ä ÷àñ

Äðóãî¿ ñâ³òîâî¿ â³éíè, ³ âèâ÷àºòüñÿ á³ëüøå ñ³ìäåñÿòè ðîê³â ó êîíòåêñò³

äîñë³äæåííÿ îïåðàö³é òà ñóì³æíèõ ãàëóçåé. Îñòàíí³ì ÷àñîì ÌÏÏÐ øèðîêî

çàñòîñîâóþòüñÿ â çàäà÷àõ ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ, îñê³ëüêè âîíè º ñòàíäàðòíîþ

ñòðóêòóðîþ äëÿ ìîäåëþâàííÿ, ðîçðîáëåííÿ òà àíàë³çó àëãîðèòì³â íàâ÷àííÿ

ç ï³äêð³ïëåííÿì [7]. ÌÏÏÐ ìîäåëþþòü ïðîáëåìè, êîëè àãåíò âçàºìîä³º ç íà-

âêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì ç ïëèíîì ÷àñó. Íà ïîòî÷íèé ñòàí íàâêîëèøíüîãî ñå-

ðåäîâèùà ìîæóòü âïëèâàòè ÿê ä³¿ àãåíòà, òàê ³ ôàêòîðè, ùî íå ïåðåáóâàþòü

ï³ä êîíòðîëåì àãåíòà.

Àãåíò ìàº êîíêðåòíó ìåòó (íàïðèêëàä, âèÿâèòè ïðèõîâàíó ö³ëü, ïåðåéòè äî

ïåâíîãî ì³ñöÿ) ³ ïîâèíåí âèçíà÷èòè âçàºìîä³¿ ç íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì (íà-

ïðèêëàä, äå øóêàòè, â ÿêîìó íàïðÿìêó ðóõàòèñÿ), ùîá íàéêðàùèì ÷èíîì äîñÿã-

òè ñâîº¿ ìåòè. Ìåòîþ àãåíòà çàçâè÷àé º ïîøóê ïîë³òèêè (íàïðèêëàä, â³äîáðà-

æåííÿ, ÿêå ä³º ³ç ïðîñòîðó ñòàí³â â ïðîñò³ð ä³é), ùî ì³í³ì³çóº î÷³êóâàí³ çàãàëüí³

âèòðàòè íà ãîðèçîíò³ ïëàíóâàííÿ [6]. ßêùî äèíàì³êà ÌÏÏÐ (òîáòî éìîâ³ðíîñò³

ïåðåõîäó) ïîâí³ñòþ â³äîìà, òîä³ îïòèìàëüí³ ïîë³òèêè çà öèìè êðèòåð³ÿìè

ìîæóòü áóòè îá÷èñëåí³ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ìåòîä³â [6].

Â ³íøîìó âèïàäêó äëÿ ïîøóêó ïîë³òèê ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ àïðîêñè-

ìàö³éí³ ³ì³òàö³éí³ âåðñ³¿ òàêèõ ìåòîä³â, à äëÿ öüîãî ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè

íåéðîíí³ ìåðåæ³. Íàâ÷àííÿ ç ï³äêð³ïëåííÿì [7] çàñòîñîâóþòü äëÿ ðîçðîáëåííÿ

òà àíàë³çó ð³çíèõ òèï³â àëãîðèòì³â äëÿ ÌÏÏÐ.

Ôàõ³âöÿìè êîìïàí³¿ øòó÷íîãî ³íòåëåêòó DeepMind áóëà ñôîðìóëüîâàíà

ã³ïîòåçà [11]: «³íòåëåêò ³ ïîâ’ÿçàí³ ç íèì çä³áíîñò³ ìîæíà ðîçóì³òè ÿê çàáåçïå-

÷åííÿ ìàêñèì³çàö³¿ âèíàãîðîäè àãåíòîì, ùî ä³º â ñâîºìó ñåðåäîâèù³». ²íàêøå

êàæó÷è, çíàþ÷è âèíàãîðîäè äëÿ êîæíî¿ ïàðè (ñòàí, ä³ÿ), òåîðåòè÷íî çàâæäè

ìîæíà ôîðìàë³çóâàòè ïðîáëåìó ïîáóäîâè ÀÑØ² ÿê çàäà÷ó íàâ÷àííÿ

ç ï³äêð³ïëåííÿì, ÿêà çàçâè÷àé ôîðìàë³çóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷àñòêîâî ñïîñòåðå-

æóâàíèõ ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü, äå â³äîìèìè º ïðîñòîðè

ñòàí³â, äîïóñòèìèõ êåðóâàíü òà âèíàãîðîäè.

Ñàìà ìîäåëü çàçâè÷àé º íåâ³äîìîþ òà ³äåíòèô³êóºòüñÿ îäíî÷àñíî ³ç ïîøó-

êîì àïðîêñèìàö³é îïòèìàëüíèõ ä³é. Äëÿ ðîçðîáëåííÿ îá´ðóíòîâàíèõ íà ñó÷àñ-

íîìó ð³âí³ ìàòåìàòè÷íî¿ ñòðîãîñò³ àëãîðèòì³â ï³äòðèìêè ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü

ïîòð³áíî, ùîá ïðîáëåìà ïîêðîêîâîãî ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü áóëà ñôîðìóëüîâàíà

ìàòåìàòè÷íî êîðåêòíî. Êëþ÷îâîþ âèìîãîþ äî ìàòåìàòè÷íî ôîðìàë³çîâàíî¿

çàäà÷³ º òå, ùî âîíà ïîâèííà áóòè ðîçâ’ÿçíîþ.
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Äëÿ ñêëàäíèõ çàäà÷ ïîñë³äîâíîãî ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ÷àñòî íåòðèâ³àëüíî

âèçíà÷èòè ðîçâ’ÿçí³ñòü ìîäåë³ [5]. Âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ðîçðîáëåííÿ ìàòåìà-

òè÷íèîãî àïàðàòó äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïîñë³äîâíîãî ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ç ìå-

òîþ çàáåçïå÷åííÿ íàä³éíîãî òà ðîáàñòíîãî ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü ó ñåðåäîâèùàõ,

ç ÿêèìè âçàºìîä³þòü àâòîíîìí³ ñèñòåìè, à òàêîæ ðîçâèâàòè äîêàçîâî åôåêòèâí³

àëãîðèòìè äëÿ îá÷èñëåííÿ ðåêîìåíäàö³é ùîäî ä³é àãåíòà (ðèñ. 1).

ÏÎØÓÊ �-ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÑÒÐÀÒÅÃ²É

Ôîðìàë³çóþ÷è ïðîñòîðè ñòàí³â òà ä³é, à òàêîæ âèíàãîðîäè â³ä ð³çíèõ ä³é

ó êîæíîìó ñòàí³, ïîñòàâèìî çàäà÷ó ïîáóäîâè ÀÑØ² ÿê çàäà÷ó íàâ÷àííÿ

ç ï³äêð³ïëåííÿì [11]. Â³äïîâ³äíî äî [12, 13] ôîðìàë³çóºìî öþ çàäà÷ó â çà-

ãàëüíîìó âèïàäêó ÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ, äå àïðîêñèìàö³þ îïòè-

ìàëüíèõ ñòðàòåã³é âèçíà÷èòèìåìî çà äîïîìîãîþ Q-ôóíêö³é. Äëÿ òîãî ùîá

îêðåñëèòè ìåæ³ çàñòîñîâíîñò³ êëàñ³â òàêèõ ïðîáëåì, ñïî÷àòêó óâåäåìî äî-

ïîì³æí³ îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ. Ïîò³ì îá´ðóíòóºìî çá³æí³ñòü àëãîðèòì³â

ïîøóêó íàáëèæåíèõ ñòðàòåã³é ó äèíàì³ö³.

Äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó � ðîçãëÿíåìî Áîðåëåâó �-àëãåáðó � ( )� ³ ïîçíà÷è-
ìî � �( ) ìíîæèíó éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð ( , ( ))� �� . Ïîñë³äîâí³ñòü éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð

{ �( )
, ,}n

n�1 2 � ç � �( ) ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî � �� �( ), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ íåïå-
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n � � .

Çàóâàæèìî, ùî � �( ) — ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñò³ð ñòîñîâíî òîïî-

ëîã³¿ ñëàáêî¿ çá³æíîñò³ éìîâ³ðí³ñíèõ ì³ð, ÿêùî � º ñåïàðàáåëüíèì ìåòðè÷íèì

ïðîñòîðîì [14]. Äëÿ Áîðåëåâèõ ïðîñòîð³â �1 òà � 2 ñòîõàñòè÷íèì ÿäðîì R ds s( | )1 2

íà �1 äëÿ çàäàíîãî � 2 º òàêå â³äîáðàæåííÿ R ( | ) : ( ) [ , ]� � � �� � �1 2 0 1 ,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî s R s2 2 2� �� ( | ) º éìîâ³ðí³ñíîþ ì³ðîþ íà �1 òà R B( | )�
º âèì³ðíîþ çà Áîðåëåì ôóíêö³ºþ íà � 2 äëÿ áóäü-ÿêî¿ Áîðåëåâî¿ ìíîæèíè

B �� ( )�1 .

Ñòîõàñòè÷íå ÿäðî R ds s( | )1 2 íà �1 äëÿ çàäàíîãî � 2 âèçíà÷àº âèì³ðíå çà Áî-

ðåëåì â³äîáðàæåííÿ s R s2 2� �( | ) ç � 2 â ìåòðè÷íèé ïðîñò³ð � �( )1 ç òîïîëîã³ºþ

ñëàáêî¿ çá³æíîñò³ éìîâ³ðí³ñòíèõ ì³ð. Ñòîõàñòè÷íå ÿäðî R ds s( | )1 2 íàçèâàþòü
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Ðèñ. 1. Ôîðìàë³çàö³ÿ ïîáóäîâè àâòîíîìíèõ ñèñòåì øòó÷íîãî ³íòåëåêòó

• å-îïòèìàëüí³
ñòðàòåã³¿

• òåîðåìè
ïðî çáåðåæåííÿ
âëàñòèâîñòåé
ïåðåõ³äíèõ

• àïðîêñèìàö³éí³
ñõåìè

• òîùî

ÌÏÏÐ

• ôîðìàë³çàö³ÿ
ïðîñòîðó ñòàí³â

• ôîðìàë³çàö³ÿ
äîïóñòèìèõ ä³é

• ôîðìàë³çàö³ÿ
âèíàãîðîä

ÀÑØ²
çàäà÷à
íàâ÷àííÿ ç
ï³äêð³ïëåííÿì

• òåîðåìà
²îíåñêó Òóëü÷³

• ìåòîäè
äèíàì³÷íîãî
ïðîãðàìóâàííÿ
• ð³âíÿííÿ
ô³ëüòðàö³¿
òîùî

ÌÏÏÐ



ñëàáêî íåïåðåðâíèì (íåïåðåðâíèì çà âàð³àö³ºþ), ÿêùî R x n( | )( )� çá³ãàºòüñÿ

ñëàáêî (çà âàð³àö³ºþ) äî R x( | )� , êîëè x n( ) çá³ãàºòüñÿ äî x â � 2 .

Íåõàé � , � òà � — Áîðåëåâ³ ïðîñòîðè, P dx x a( | , )� — ñòîõàñòè÷íå ÿäðî íà

� äëÿ çàäàíîãî � �� , Q dy a x( | , ) — ñòîõàñòè÷íå ÿäðî íà � äëÿ çàäàíîãî � �� ,

Q dy x0 ( | ) — ñòîõàñòè÷íå ÿäðî íà � äëÿ çàäàíîãî � , p — ðîçïîä³ë ³ìîâ³ðíîñòåé

íà � , ñ: { }� � � �� � � � � � — îáìåæåíà çíèçó Áîðåëåâà ôóíêö³ÿ íà � �� .

×àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàí³ ÌÏÏÐ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ( , , , , , )� � � P Q r ,

äå � — ïðîñò³ð ñòàí³â, � — ïðîñò³ð ñïîñòåðåæåíü, � — ìíîæèíà ä³é,

P dx x a( | , )� — ïðàâèëî ïåðåõîäó äëÿ ñòàíó, Q dy a x( | , ) — ñïîñòåðåæóâàíå ÿäðî,

r : � � �� � — îäíîêðîêîâà âèíàãîðîäà.

×àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàí³ ÌÏÏÐ åâîëþö³îíóþòü çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

• äëÿ t � 0 ïî÷àòêîâèé íåñïîñòåðåæóâàíèé ñòàí x0 ìàº çàäàíèé àïð³îðíèé

ðîçïîä³ë p ;

• ïî÷àòêîâå ñïîñòåðåæåííÿ ñòàíó y0 ïîðîäæóºòüñÿ â³äïîâ³äíî äî ïî÷àòêî-

âîãî ÿäðà ñïîñòåðåæåííÿ Q x0 0( | )� ;

• ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó t � 0 1, , ,� ÿêùî ñòàí ñèñòåìè xt �� , àãåíò âèáèðàº

ä³þ at �� òà âèïëà÷óºòüñÿ âèíàãîðîäà r x at t( , ) ;

• ñèñòåìà ïåðåõîäèòü â ñòàí xt�1 çà ïðàâèëîì ïåðåõîäó P x at t( | , )� ,

t � 0 1, ,� ;

• ñïîñòåðåæåííÿ yt� �1 � óòâîðþºòüñÿ ÿäðîì Q a xt t( | , )� �1 , t � 0 1, , ,�

à ñïîñòåðåæåííÿ y0 â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ïîðîäæóºòüñÿ ÿäðîì ñïîñòåðå-

æåííÿ Q x0 0( | )� .

Âèçíà÷èìî ³ñòîð³¿ ñïîñòåðåæåíü: h p y H0 0 0: ( , )� � òà

h p y a y a y Ht t t t t: ( , , , , , , )� �� �0 0 1 1� äëÿ âñ³õ t �1 2, , ,�

äå � � � �0 : ( )� � òà � � � �t t:� � ��1 , ÿêùî t �1 2, ,� Òîä³ ñòðàòåã³ÿ �
äëÿ ÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ïîñë³äîâí³ñòü

� �� �{ } , ,t t 0 1 � ñòîõàñòè÷íèõ ÿäåð � t íà � äëÿ çàäàíîãî � t . Ñòðàòåã³ÿ � íà-

çèâàºòüñÿ íåðàíäîì³çîâàíîþ, ÿêùî êîæíà éìîâ³ðí³ñíà ì³ðà � t th( | )� çîñåðåä-

æåíà â îäí³é òî÷ö³. Íåðàíäîì³çîâàíà ñòðàòåã³ÿ íàçèâàºòüñÿ ìàðêîâñüêîþ,

ÿêùî âñ³ ð³øåííÿ çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä ïîòî÷íîãî ñòàíó ³ ÷àñó. Ìàðêîâñüêà

ñòðàòåã³ÿ íàçèâàºòüñÿ ñòàö³îíàðíîþ, ÿêùî âñ³ ð³øåííÿ çàëåæàòü ëèøå â³ä ïî-

òî÷íîãî ñòàíó.

Ïîçíà÷èìî � ìíîæèíó âñ³õ ñòðàòåã³é. Ç òåîðåìè ²îíåñêó Òóëü÷³

[15, ñ. 140–141; 16, ñ. 178] âèïëèâàº, ùî ñòðàòåã³ÿ � ��, ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë

p �� �( ), ïî÷àòêîâà ä³ÿ a ðàçîì ç³ ñòîõàñòè÷íèìè ÿäðàìè P, Q òà Q0 ôîðìóëþ-

þòü ºäèíó éìîâ³ðí³ñíó ì³ðó Pp a,
� íà ìíîæèí³ âñ³õ òðàºêòîð³é

� � � � ��
�� � �: ( ) ( ) ç �-àëãåáðîþ, âèçíà÷åíîþ äîáóòêîì Áîðåëåâèõ �-àë-

ãåáð íà � �( ), � òà �. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ â³äíîñíî ö³º¿ éìîâ³ðí³ñíî¿ ì³ðè

ïîçíà÷èìî 	 p
� . Çàäàìî êðèòåð³é ÿêîñò³. Äëÿ ñê³í÷åííîãî ãîðèçîíòó T � 0 1, , ...

âèçíà÷èìî î÷³êóâàí³ çàãàëüí³ äèñêîíòîâàí³ âèíàãîðîäè (Q-ôóíêö³¿):

V p a r x a
T p à

t
t t

t

T

, ,( , ): ( , )
�

� � ��
�

�

�	

0

1

, � � � �� , ( ),p a� � �, (1)

äå � � 0 — äèñêîíòóþ÷èé ìíîæíèê, V p a
0

0
,

( , )
�

� � . Îñê³ëüêè Q âèçíà÷àº ÿäðî

ñïîñòåðåæåíü, äëÿ Q-ôóíêö³¿ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ V
T ,�
� — çà-

ãàëüí³ äèñêîíòîâàí³ âèíàãîðîäè.
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Ó ïîäàëüøîìó ââàæàòèìåìî, ùî çàâæäè âèêîíóºòüñÿ îäíà ç òàêèõ óìîâ.

Ïðèïóùåííÿ (D): ôóíêö³ÿ r îáìåæåíà çâåðõó íà � �� ³ � �[ , )0 1 .

Ïðèïóùåííÿ (P): ôóíêö³ÿ r íåäîäàòíà íà � �� ³ � �[ , ]0 1 .

Äëÿ T � � ôîðìóëà (1) âèçíà÷àº î÷³êóâàí³ çàãàëüí³ äèñêîíòîâàí³ âèíàãîðî-

äè ç íåñê³í÷åííèì ãîðèçîíòîì, ÿê³ ïîçíà÷èìî V p a�
� ( , ). Äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿

g p a� ( , ), çîêðåìà äëÿ g p a V p a
T

�
�

�( , ) ( , )
,

� òà g p a V p a�
�
�( , ) ( , )� , âèçíà÷èìî

îïòèìàëüíó âèíàãîðîäó g p a g p a( , ): sup ( , )�
��

�

�
, p a� �� � �( ), , äå � — ìíî-

æèíà âñ³õ ñòðàòåã³é.

Ñòðàòåã³ÿ � íàçèâàºòüñÿ îïòèìàëüíîþ äëÿ â³äïîâ³äíîãî êðèòåð³þ, ÿêùî

g p a g p a� ( , ) ( , )� äëÿ âñ³õ p a� �� � �( ), . Äëÿ g V
T

�
�

��
,

îïòèìàëüíà ñòðà-

òåã³ÿ íàçèâàºòüñÿ äèñêîíòîâàíî-îïòèìàëüíîþ ç³ ñê³í÷åííèì ãîðèçîíòîì T , à äëÿ

g V�
�
�� — äèñêîíòîâàíî-îïòèìàëüíîþ.

Ó ö³é ñòàòò³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ àíàëîã³÷í³ ïîçíà÷åííÿ òàêîæ ³ äëÿ î÷³êóâà-

íèõ çàãàëüíèõ âèíàãîðîä ³ ö³ëüîâèõ çíà÷åíü ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñ³â ïðèéíÿòòÿ

ð³øåíü òà ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ. Äëÿ âèçíà÷åíîñò³ êð³ì ïîçíà÷åíü

V
T , �
� , V�

� , VT , � òàV� , óâåäåíèõ äëÿ ÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ, âèêîðèñ-

òîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ v
T , �
� , v�

� , vT ,� , v� ³ v
T ,

,
�

� v�
� , vT , � , v� äëÿ ÌÏÏÐ

òà ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ â³äïîâ³äíî.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêö³ÿ r, âèçíà÷åíà íà � �� ³ç çíà÷åííÿìè â � , º sup-êîì-

ïàêòíîþ, ÿêùî ìíîæèíà {( , ) : ( , ) }x a r x a� � �� � 	 º êîìïàêòíîþ äëÿ

áóäü-ÿêîãî ñê³í÷åííîãî 	. Ôóíêö³ÿ r, âèçíà÷åíà íà � �� ³ç çíà÷åííÿìè â � , íà-

çèâàºòüñÿ 
-sup-êîìïàêòíîþ íà � �� , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ êîìïàêòíî¿ ìíîæè-

íè K � � ôóíêö³ÿ r º sup-êîìïàêòíîþ íà K � � [17].

Â³äïîâ³äíî äî [17, ëåìà 2.5] îáìåæåíà çâåðõó ôóíêö³ÿ r º 
-sup-êîì-

ïàêòíîþ íà äîáóòêó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîð³â � òà � òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè âîíè

çàäîâîëüíÿþòü òàê³ äâ³ óìîâè:

1) ôóíêö³ÿ r º íàï³âíåïåðåðâíîþ çâåðõó;

2) ÿêùî ïîñë³äîâí³ñòü {x n
n

( )
, ,} �1 2 � ³ç çíà÷åííÿìè â � çá³ãàºòüñÿ òà ¿¿ ãðà-

íèöÿ x íàëåæèòü � , òî áóäü-ÿêà ïîñë³äîâí³ñòü { }( )
, ,a n

n�1 2 � ç a n( ) �� ,

n �1 2, , ,� òàêà, ùî ïîñë³äîâí³ñòü { ( , )}( ) ( )
, ,r x an n

n�1 2 � îáìåæåíà çíèçó, ìàº

ãðàíè÷íó òî÷êó a �� .

×àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàí³ ÌÏÏÐ ( , , , , , )� � � P Q r º ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâà-

íèìè, ÿêùî � �� òà Q B a x Q B x x B( | , ) ( | ) { }� � �I äëÿ óñ³õ x �� , a �� ³

B �� ( )� .

ÇÀÃÀËÜÍ² ÓÌÎÂÈ ÄËß ²ÑÍÓÂÀÍÍß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÑÒÐÀÒÅÃ²É ÌÏÏÐ

Âèçíà÷èìî çàãàëüí³ óìîâè äëÿ ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é ÌÏÏÐ [18],

îáãðóíòîâàíîñò³ ð³âíÿíü îïòèìàëüíîñò³ ³ çá³æíîñò³ ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü

äëÿ çàãàëüíèõ î÷³êóâàíèõ âèíàãîðîä. Côîðìóëþºìî ö³ óìîâè.

Ïðèïóùåííÿ ( )*W [18]:

(i) ôóíêö³ÿ r º 
-sup-êîìïàêòíîþ íà � �� ;

(ii) ÿäðî ( , ) ( , )x a P x a� � | º ñëàáêîíåïåðåðâíèì íà � �� .
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Ó öüîìó ïðèïóùåíí³ ÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàí³ ÌÏÏÐ çâîäÿòüñÿ äî ïîâí³ñòþ

ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ [19–22, 24]. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ìè ³íîä³

âèïóñêàòèìåìî ÷àñîâèé ïàðàìåòð. Äëÿ çàäàíîãî àïîñòåð³îðíîãî ðîçïîä³ëó z

ñòàíó x â ìîìåíò ÷àñó t � 0 1, ,� ³ çàäàíî¿ ä³¿ a, âèáðàíî¿ çà ïåð³îä t, ïîçíà÷è-

ìî R B C z a( | , )� ñóêóïíó éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî â ìîìåíò ÷àñó ( )t �1 ñòàí íà-

ëåæèòü ìíîæèí³ B �� ( )� òà ñïîñòåðåæåííÿ íàëåæèòü ìíîæèí³ C �� ( )� :

R B C z a Q C a x P dx x a z dx

B

( | , ): | ( | , ) ( | , ) ( )� � � ���
�

, (2)

B �� ( )� , C �� ( )� , z �� �( ), a �� ,

äå R — ñòîõàñòè÷íå ÿäðî íà � �� äëÿ çàäàíîãî � � �( )� . Îòæå, âèçíà÷èìî

éìîâ³ðí³ñòü �R C z a( | , ) òîãî, ùî ñïîñòåðåæåííÿ â ìîìåíò ÷àñó t �1 íàëåæèòü

ìíîæèí³ C:

� � � ���R C z a Q C a x P dx x a z dx( | , ) ( | , ( | , ) ( )

��

) , (3)

C �� ( )� , z �� �( ), a �� ,

äå �R — ñòîõàñòè÷íå ÿäðî íà � äëÿ çàäàíîãî � � �( )� . Â³äïîâ³äíî äî [25]

³ñíóº ñòîõàñòè÷íå ÿäðî H íà � çàäàíîãî � � � �( ) � � òàêå, ùî

R B C z a H B z a y R dy z a

C

( | , ) ( | , , ) ( | , )� � � ' , (4)

B �� ( )� , C �� ( )� , z �� �( ), a �� .

Ñòîõàñòè÷íå ÿäðî H z a y( | , , )� âèçíà÷àº âèì³ðíå â³äîáðàæåííÿ

� � � � � � �: ( ) ( )� � � , äå H z a y H z a y( , , )[ ] ( | , , )� � � . Äëÿ êîæíî¿ ïàðè

( , ) ( )z a � �� � � â³äîáðàæåííÿ � � � �( , , ) : ( )z a � � âèçíà÷àºòüñÿ � �R z a( | , )-ì.í.

îäíîçíà÷íî [22, íàñë³äîê 7.27.1], [21, äîäàòîê 4.4]. Äëÿ àïîñòåð³îðíîãî ðîç-

ïîä³ëó zt �� �( ), ä³¿ at �� ³ ñïîñòåðåæåííÿ yt� �1 � àïîñòåð³îðíèé ðîçïîä³ë

zt� �1 � �( ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ ô³ëüòðàö³¿:

z H z a yt t t t� ��1 1( , , ). (5)

Çàóâàæèìî, ùî yt�1 — âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ðîçïîä³ëîì � �R z at t( | , ), à ïðà-

âà ÷àñòèíà (5) â³äîáðàæàº ( , ) ( )z at t � �� � � â � � �( ( )). Îòæå, zt�1 — âèïàäêî-

âà âåëè÷èíà ç³ çíà÷åííÿìè â � �( ), ðîçïîä³ë ÿêî¿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ

ñòîõàñòè÷íèì ÿäðîì [26]:

q D z a H z a y D R dy z a( | , ): { ( , , ) } ( | , ),� � �� I
�

D �� ( ( )),� � z �� �( ), a ��, (6)

äå I — ³íäèêàòîðíà ôóíêö³ÿ.

Âèá³ð ñòîõàñòè÷íîãî ÿäðà H, ùî çàäîâîëüíÿº (5), íå âïëèâàº íà âèçíà÷åííÿ

q ç (6), îñê³ëüêè äëÿ êîæíî¿ ïàðè ( , ) ( )z a � �� � � â³äîáðàæåííÿ

� � � �( , , ) : ( )z a � � âèçíà÷àºòüñÿ � �R z a( | , )-ì.í. îäíîçíà÷íî. Àíàëîã³÷íî

âèçíà÷àþòüñÿ ñòîõàñòè÷í³ ÿäðà R0 , �R0 , H q0 0, (äèâ. [25]). Òîä³ q p0 ( ) º ïî÷àòêî-

âèì ðîçïîä³ëîì z H p y0 0 0� ( , ) , ÿêèé â³äïîâ³äàº ðîçïîä³ëó ïî÷àòêîâîãî ñòàíó p.

Ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàí³ ÌÏÏÐ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ÌÏÏÐ ç ïàðàìåòðàìè

( ( ), , , )� � � q r , äå � �( ) — ïðîñò³ð ñòàí³â; � — ìíîæèíà ä³é, äîïóñòèìèõ â óñ³õ

ñòàíàõ z �� �( ) ; îäíîêðîêîâà ôóíêö³ÿ âèíàãîðîä r : ( )� � � �� � âèçíà÷åíà

ó òàêèé ñïîñ³á:
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r z a r x a z dx( , ) : ( , ) ( )� �
�

, z �� �( ), a �� ; (7)

ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ q íà � �( ) äëÿ çàäàíîãî � � �( )� âèçíà÷åí³ â (6).

Äëÿ ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ ïðèïóùåííÿ (W *) ìîæíà ïðåäñòà-

âèòè ó òàêîìó âèãëÿä³:

( )i r º 
-sup-êîìïàêòíîþ íà � � �( )� ;

( )ii ïåðåõ³äíà éìîâ³ðí³ñòü q z a( | , )� º ñëàáêîíåïåðåðâíîþ íà

( , ) ( )z a � �� � � .

Ïîçíà÷èìî it , t � 0 1, ,� , ³ñòîð³þ t-ãîðèçîíòó äëÿ ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâà-

íèõ ÌÏÏÐ, ÿêà íàçèâàºòüñÿ ³íôîðìàö³éíèì âåêòîðîì i z a zt t: ( , , , ,� �0 0 1�

a zt t� �1, ) I tt , , , ,� 0 1 � äå z0 — ïî÷àòêîâèé àïîñòåð³îðíèé ðîçïîä³ë ³

zt �� �( ) ðåêóðñèâíî âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì (5), I t
t: ( ) ( ( ))� � �� � � � � äëÿ

âñ³õ t � 0 1, ,�, I 0 : ( )� � � .

²íôîðìàö³éíà ñòðàòåã³ÿ (I-ñòðàòåã³ÿ) º ñòðàòåã³ºþ ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâà-

íèõ ÌÏÏÐ, òîáòî I-ñòðàòåã³ÿ — öå òàêà ïîñë³äîâí³ñòü 
 
� �{ : , , }t t 0 1 � , ùî


t ti( | )� º ñòîõàñòè÷íèì ÿäðîì íà � äëÿ çàäàíîãî I t òà t � 0 1, [22, 23]. Ïîçíà÷èìî

� ìíîæèíó âñ³õ I-ñòàòåã³é. Òàêîæ ðîçãëÿäàòèìåìî ìàðêîâñüêó I-ñòðàòåã³þ òà

ñòàö³îíàðíó I-ñòðàòåã³þ. Äëÿ I-ñòðàòåã³¿ 
 
� �{ : , , }t t 0 1 � âèçíà÷èìî ñòðà-

òåã³þ � �
 
� �{ : , , }t t 0 1 � â �:

� 


t t t t th i h( | ): ( | ( ))� � � äëÿ âñiõ h Ht t� , t � 0 1, ,�, (8)

äå i h It t t( ) � — ³íôîðìàö³éíèé âåêòîð, âèçíà÷åíèé ³ñòîð³ºþ ñïîñòåðåæåíü ht .

Îòæå, 
 ³ �
 º åêâ³âàëåíòíèìè â òîìó ñåíñ³, ùî �

t ìàº òó æ ñàìó óìîâíó

éìîâ³ðí³ñòü íà � äëÿ çàäàíî¿ ³ñòîð³¿ ñïîñòåðåæåíü ht , ÿê ³ 
t äëÿ ³ñòîð³¿

i ht t( ).

ßêùî 
 — îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ äëÿ ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ, òî

�
 º îïòèìàëüíîþ ñòðàòåã³ºþ äëÿ ÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàíèõ. Öå âèïëèâàº

ç òîãî, ùî V p a v q p at t, ,( , ) ( ( ), )� �� 0 , t � 0 1, , ,� ³ V p a v q p a� �( , ) ( ( ), )� 0 . Íå-

õàé z ht t( ) — îñòàíí³é åëåìåíò ³íôîðìàö³éíîãî âåêòîðà i ht t( ). Çàñòîñóºìî ò³ ñàì³

ïîçíà÷åííÿ äëÿ ì³ðè, çîñåðåäæåíî¿ â òî÷ö³. Ìàòèìåìî, ùî êîëè 
 º

ìàðêîâñüêîþ, òî ç (8) âèïëèâàº ð³âí³ñòü � 


t t t t th z h( ) ( ( ))� . Äî òîãî æ ÿêùî 
 º

ñòàö³îíàðíîþ, òî � 


t t t th z h( ) ( ( )),� t � 0 1, ,� Îòæå, îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ äëÿ

ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ âèçíà÷àº îïòèìàëüíó ñòðàòåã³þ äëÿ ÷àñòêîâî

ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ. Îäíàê ìàëî çíàòè ïðî óìîâè äëÿ ÷àñòêîâî ñïîñòåðå-

æóâàíèõ ÌÏÏÐ, çà ÿêèõ ³ñíóþòü îïòèìàëüí³ ñòðàòåã³¿ äëÿ â³äïîâ³äíèõ ïîâí³ñòþ

ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ. Çàóâàæèìî, ùî v áóëî âèêîðèñòàíå äëÿ ïîçíà÷åííÿ

î÷³êóâàíèõ çàãàëüíèõ âèíàãîðîä ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ.

Íàñòóïíà òåîðåìà ñë³äóº áåçïîñåðåäíüî ç ðîáîòè [18] ³ çàñòîñîâàíà äî

ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ ( ( ), , , )� � � q r� , îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ ö³íè ñòà-

íó–ä³¿ âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ ö³íè ñòàíó ³ íàâïàêè. ²ç ö³º¿ òåîðåìè âèïëèâàº,

çîêðåìà, àëãîðèòì ïîøóêó îïòèìàëüíèõ ä³é ó âèïàäêó, êîëè ìîæíà ³äåíòèô³êó-

âàòè ìîäåëü.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ ( ( ), , , )� � � q r çà-

äîâîëüíÿºòüñÿ ïðèïóùåííÿ (W * ) òà âèêîíóºòüñÿ îäíå ç ïðèïóùåíü: (D) àáî (P).

Òîä³ ìàþòü ì³ñöå òàê³ òâåðäæåííÿ.
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1. Ôóíêö³¿ vt ,� , t � 0 1, ,� , ³ v� º íàï³âíåïåðåðâíèìè çâåðõó íà � � �( ) � ³

v z v zt , ( ) ( )� �� ó ðàç³ t � � äëÿ âñ³õ z �� �( ) , a �� .

2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ z �� �( ), a �� ³ t � 0 1, , ...

v z a z a v z a q dzt t�
��

� � � ��1,

( )

,( , ) ( , ) ( , ) ( ' |� ��r max
Aa

� �

z a, ) �

� �� r x a z dx

�

( , ) ( )

� � � �
��

���� �max ( ( , , ), ) ( | , ) ( | ,,
a A

���

v H z a y a Q dy a x P dx xt a z dx) ( ),

äå v z a0 0, ( , )� � äëÿ âñ³õ z �� �( ), a �� , ³ íåïîðîæí³ ìíîæèíè

A z a v z a v z at t
a

t, , ,( ) : { : ( , ) max ( , )}� � �� � � �
��

�
�

,

z �� �( ), t � 0 1, ,� , çàäîâîëüíÿþòü òàê³ âëàñòèâîñò³:

à) ãðàô³ê Gr ( ) {( , ) : ( ), ( )}, ,A z a z a A zt t� �� � �� � , t � 0 1, ,�, º Áîðåëåâîþ

ï³äìíîæèíîþ � � �( )� ;

á) ÿêùî v z at� � ��1, ( , )� , òîä³ A z at , ( , )� � � , ³ ÿêùî v z at� � ��1, ( , )� , òî

A z at , ( , )� º êîìïàêòíèìè.

3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî T �1 2, ,� ³ñíóº îïòèìàëüíà ìàðêîâñüêà I-ñòðàòåã³ÿ

ç T-ãîðèçîíòîì ( , , )� �0 1� T � ; ÿêùî äëÿ ìàðêîâñüêî¿ I-ñòðàòåã³¿ ( , , )� �0 1� T �
ç T-ãîðèçîíòîì ìàþòü ì³ñöå âêëþ÷åííÿ � �T t tz A z� � �1 ( ) ( ), , z �� �( ),

t T� �0 1, ,� , òî öÿ I-ñòðàòåã³ÿ ç T-ãîðèçîíòîì º îïòèìàëüíîþ.

4. Äëÿ � �[ , )0 1 , ÿêùî âèêîíóºòüñÿ ïðèïóùåííÿ (D), ³ äëÿ � �[ , ]0 1 , ÿêùî âè-

êîíóºòüñÿ ïðèïóùåííÿ (P),

v z a r z a v z a q dz z a
a

� ��( , ) ( , ) ( , ) ( | , )

( )

� � � � � �
��

� max
A

� �

� �� r x a z dx

�

( , ) ( )

� � � �
��

���� �max ( ( , , ), ) ( | , ) ( | , )
a

v H z a y a Q dy a x P dx x a
A

���

z dx( ),

z �� �( ), a �� , ³ íåïîðîæí³ ìíîæèíè

A z a v z a v z a
a

� � �( ) : { : ( , ) max ( , )}� � � �
��

�
�

, z �� �( ),

çàäîâîëüíÿþòü òàê³ âëàñòèâîñò³:

a) ãðàô³ê Gr ( ) {( , ) : ( )A z a z� � �� � , a A z� � ( )} º Áîðåëåâîþ ï³äìíîæèíîþ

� � �( ) � ;

á) ÿêùî v z a� ( , ) � �� , òî A z a� ( , ) � � , ³ ÿêùî v z a� ( , )� �� , òî A z a� ( , )

º êîìïàêòíèìè.

5. Äëÿ çàäà÷³ ç íåñê³í÷åííèì ãîðèçîíòîì ³ñíóº ñòàö³îíàðíà îïòèìàëüíà

I-ñòðàòåã³ÿ � � òà ñòàö³îíàðíà I-ñòðàòåã³ÿ � �
( )* º îïòèìàëüíîþ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³,

ÿêùî � � �
( ) ( ) ( )* z A z� äëÿ âñ³õ z �� �( ) .

6. ßêùî ôóíêö³ÿ r º sup-êîìïàêòíîþ íà � � �( )� , òî ôóíêö³¿ vt , � ,

t �1 2, ,� , ³ v� º sup-êîìïàêòíèìè íà � �( ) .

Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ îäíå ç ïðèïóùåíü: (D) àáî (P).

Â³äïîâ³äíî äî [25] ïðèïóùåííÿ (W * ) äëÿ ïîâíiñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ
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( ( ), , , )� � � q r â òåðì³íàõ ÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ ( , , , , , )� � � P Q r

çàáåçïå÷óþòü óìîâè ð³âíîì³ðíî¿ íàï³âôåëëåðîâîñò³ çãîðòêè P òà Q ³ 
-sup-êîì-

ïàêòíîñò³ íà � �� ôóíêö³¿ îäíîêðîêîâèõ âèíàãîðîä r . Äî òîãî æ ö³ óìîâè º

êðèòåð³éíèìè, òîáòî âîíè º ³íâàð³àíòíèìè ñòîñîâíî ïåðåõîäó â³ä ÷àñòêîâî

ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ ( , , , , , )� � � P Q r äî ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ

( ( ), , , )� � � q r ³ íàâïàêè.

Äîñòàòí³ìè óìîâàìè ð³âíîì³ðíî¿ íàï³âôåëëåðîâîñò³ çãîðòêè P òà Q º ñëàáêà

íåïåðåðâí³ñòü P òà íåïåðåðâí³ñòü çà âàð³àö³ºþ Q àáî, íàïðèêëàä, íåïåðåðâí³ñòü

çà âàð³àö³ºþ P çà óìîâè, ùî Q íå çàëåæèòü â³ä êåðóâàëüíîãî ïàðàìåòðà a .

Ó ðàç³, êîëè íåìîæëèâî ³äåíòèô³êóâàòè ìîäåëü àáî ìîäåëü º ñêëàäíîþ,

â ðîáîò³ [31] çàçíà÷åíî, ùî ñêëàäí³ñòü ìåòîä³â äèíàì³÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ

äèñêîíòîâàíèõ çàäà÷ ìîæå íå áóòè ñòðîãî ïîë³íîì³àëüíîþ. Òîä³ àëãîðèòì ïî-

øóêó íàáëèæåíèõ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ìîæíà ìîäèô³êóâàòè, âèêîðèñòîâóþ-

÷è ìåòîäè Q-íàâ÷àííÿ, «àêòîð–êðèòèê», ôóíêö³îíàëüí³ àïðîêñèìàö³¿ òà ³íø³ ìå-

òîäè ãëèáîêîãî íàâ÷àííÿ ç ï³äêð³ïëåííÿì [7, 27, 28, 32].

ÑÔÅÐÀ ÌÎÆËÈÂÈÕ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÜ

Ôóíäàìåíòàëüí³ ðåçóëüòàòè ùîäî ðîçâ’ÿçíîñò³ [3] º â³äïðàâíèìè ïîçèö³ÿìè

äëÿ äîñë³äæåííÿ ïîñë³äîâíèõ ïðîáëåì ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü. Çâ’ÿçêè ç òåîð³ºþ

ñòîõàñòè÷íèõ ³ãîð [2] ³ ñêëàäí³ çàäà÷³ äèñêðåòíî¿ îïòèì³çàö³¿ [1] îñîáëèâî àê-

òóàëüí³ äëÿ òàêèõ çàñòîñóâàíü ïîäâ³éíîãî ïðèçíà÷åííÿ ÿê êåðóâàííÿ ðàäàðà-

ìè/ã³äðîëîêàòîðàìè, ëîã³ñòèêà ³ ìàðøðóòèçàö³ÿ ìàòåð³àëüíèõ çàñîá³â. Î÷³êó-

âàíå çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â äîñë³äæåíü ´ðóíòóºòüñÿ íà çàáåçïå-

÷åíí³ êðàùîãî ðîçóì³ííÿ ïèòàíü êåðóâàííÿ ðèçèêàìè ï³ä ÷àñ åêñïëóàòàö³¿

àâòîíîìíèõ ñèñòåì.

Ñôåðà ïîòåíö³éíèõ çàñòîñóâàíü: óïðàâë³ííÿ áîðòîâèìè ðàä³îëîêàö³éíèìè

ñèñòåìàìè ðàííüîãî ïîïåðåäæåííÿ [1], áàãàòîîãëÿäîâà êëàñèô³êàö³ÿ ö³ëåé çà äî-

ïîìîãîþ ã³äðîëîêàòîðà ³ç çàñòîñóâàííÿì ï³äâîäíèõ ïðîòèì³ííèõ çàõîä³â [4], àê-

òèâíå êåðóâàííÿ ã³äðîëîêàòîðîì äëÿ â³äñòåæåííÿ äåê³ëüêîõ ö³ëåé [8] òà ìàð-

øðóòèçàö³ÿ êîìàíä àâòîíîìíèõ ï³äâîäíèõ àïàðàò³â [10]. Äåòàëüíèé îïèñ çàñòî-

ñóâàíü öüîãî êëàñó ñèñòåì íàâåäåíî â [11, 29].

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ çàäà÷³ ïîáóäîâè àâòîíîìíèõ ñèñòåì øòó÷íîãî ³íòåëåêòó

âèçíà÷åíî ïðîñòîðè ñòàí³â òà ä³é, à òàêîæ âèíàãîðîäè àãåíòà â êîæí³é ïàð³

(ñòàí–ä³ÿ) çà óìîâè, ùî ñàìà ìîäåëü ìîæå áóòè íå³äåíòèô³êîâàíîþ àáî

ñêëàäíîþ.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ Q-ôóíêö³é âèíàãîðîä

ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íî îá´ðóíòîâàíó ìåòîäîëîã³þ ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ

çà çàäàíîþ òî÷í³ñòþ �-îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é.

Ïîêàçàíî, ùî óìîâè ð³âíîì³ðíî¿ íàï³âôåëëåðîâîñò³ íà çãîðòêó ÿäåð ïåðåõî-

äó òà ñïîñòåðåæåíü òà 
-sup-êîìïàêòíîñò³ ôóíêö³¿ îäíîêðîêîâèõ âèíàãîðîä äëÿ

÷àñòêîâî ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ º ³íâàð³àíòíèìè ñòîñîâíî ïåðåõîäó

äî â³äïîâ³äíèõ ïîâí³ñòþ ñïîñòåðåæóâàíèõ ÌÏÏÐ.

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äàþòü çìîãó îêðåñëèòè êëàñè ÀÑØ² (çîêðåìà, ïîäâ³éíî-

ãî ïðèçíà÷åííÿ), äëÿ ÿêèõ ìîæíà íà ñó÷àñíîìó ð³âí³ ìàòåìàòè÷íî¿ ñòðîãîñò³

îá´ðóíòîâàíî áóäóâàòè îïòèìàëüí³ òà �-îïòèìàëüí³ ñòðàòåã³¿ íàâ³òü ó âèïàäêàõ,

êîëè ìîäåëü ³äåíòèô³êóºòüñÿ, àëå îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü ñòàíäàðòíèõ àëãî-

ðèòì³â äèíàì³÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìîæå íå áóòè ñòðîãî ïîë³íîì³àëüíîþ.
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M.Z. Zgurovsky, P.O. Kasyanov, L.B. Levenchuk
FORMALIZATION OF METHODS FOR THE DEVELOPMENT OF AUTONOMOUS
ARTIFICIAL INTELLIGENCE SYSTEMS

Abstract. This paper explores the problem of formalizing the development of autonomous
artificial intelligence systems (AAIS), whose mathematical models may be complex or
non-identifiable. Using the value-iterations method for Q-functions of rewards, a methodology
for constructing of �-optimal strategies with a given accuracy has been developed. The results
allow us to outline classes (including dual-use), for which it is possible to rigorously justify
the construction of optimal and �-optimal strategies even in cases where the models are
identifiable but the computational complexity of standard dynamic programming algorithms
may not be strictly polynomial.

Keywords: autonomous artificial intelligence systems, Markov decision processes, �-optimal
strategies.
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