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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî êëàñ A óí³ìîäàëüíèõ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó F x� ( ) òàêèõ, ùî â³äîìî

ëèøå äâà ¿õí³ ïåðø³ ìîìåíòè ³ ìîäà m, ÿêà ñï³âïàäàº ç ïåðøèì ìîìåíòîì. Ó êëàñ³ A
çíàéäåíî òî÷í³ îö³íêè éìîâ³ðíîñò³ ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � â ³íòåðâàë ( , )0 2m .
Âèçíà÷åíî äîäàòêîâ³ ïàðàìåòðè �� ³ � �, ÿê³, çì³íþþ÷èñü â³ä 0 äî � , ñêåðîâóþòü óâåñü
ïðîöåñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³: çíàõîäÿòüñÿ åêñòðåìàëüí³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó, ùî äàþòü òî÷í³
îö³íêè â³äïîâ³äíîìó ôóíêö³îíàëó; âèçíà÷àþòüñÿ îáëàñò³ ³ñíóâàííÿ åêñòðåìàëüíèõ
ôóíêö³é. Çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî çíà÷åííÿ � � � �( , )0 — ñåðåäíüîãî
êâàäðàòè÷íîãî â³äõèëåííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � â³ä ìîäè. Çíàéäåíî â ÿâíîìó âèãëÿä³
óí³ìîäàëüí³ åêñòðåìàëüí³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó F x� ( ) ³ç êëàñó A, íà ÿêèõ äîñÿãàþòüñÿ òî÷í³
îö³íêè éìîâ³ðíîñò³ ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � â ³íòåðâàë ( , )0 2m .

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: òî÷í³ îö³íêè, ë³í³éí³ ôóíêö³îíàëè, êëàñè óí³ìîäàëüíèõ ôóíêö³é
ðîçïîä³ëó.

ÂÑÒÓÏ

Çàïðîïîíóºìî äåÿêå çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿíóòî¿ â ö³é ðîáîò³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìî-
äåë³ äëÿ îö³íþâàííÿ éìîâ³ðíîñò³ âëó÷åííÿ â ì³øåíü ï³ä ÷àñ ïðèö³ëüíî¿
ñòð³ëüáè.

Íåõàé ö³ëü (ì³øåíü) — öå òî÷êà àáî äåÿêèé îê³ë ïåâíî¿ òî÷êè (³íòåðâàë,
ñìóãà, êîëî), êóäè òðåáà ïîïàñòè, ùîá ö³ëü áóëà çáèòà. Â ³íòåðâàë³ (0, 2m) òà-
êîþ òî÷êîþ º ìîäà m — ñåðåäèíà ³íòåðâàëó, à ³íòåðâàë — öå îê³ë ìîäè. Ñìóãà
ìàº øèðèíó 2m, à êîëî — ä³àìåòð 2m. Ìîäà âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � — öå òî÷êà
ìàêñèìóìó ¿¿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó; âîíà ìàº íàéâèùó éìîâ³ðí³ñòü ïîïàäàííÿ
â äåÿêèé ìàëèé îê³ë ö³º¿ òî÷êè. Ââàæàòèìåìî, ùî òî÷êîþ ïðèö³ëó º ìîäà àáî ¿¿
îê³ë. Ñìóãîþ ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, ì³ñò, çë³òíî-ïîñàäêîâà ñìóãà, òàíê, êàíàë
àáî îêðåìà ÷àñòèíà äîðîãè. Ïðèö³ëþþòüñÿ âäîâæ âñ³º¿ ñåðåäíüî¿ ë³í³¿ ñìóãè.
Êîëîì ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, çàë³çíè÷íèé âóçîë, ñêëàäè áîºïðèïàñ³â òîùî.
Ïðèö³ëþþòüñÿ òàêîæ â îê³ë öåíòðà êîëà.

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, â ÿê³é ì³í³ìàëüíà éìîâ³ðí³ñòü
ïîïàäàííÿ â ö³ëü íå ìåíøà, í³æ 2 2 1 0 82843( ) .� � äëÿ íàéá³ëüøîãî ñåðåäíüîãî

êâàäðàòè÷íîãî â³äõèëåííÿ â³ä ìîäè: � �� �� �
�

�1

1 22 1

3
0 897

m
m

( )
.

/
. ²ç çìåí-

øåííÿì � � öÿ éìîâ³ðí³ñòü çá³ëüøóºòüñÿ äî 1. Òàêó ìîäåëü ìîæíà âèêîðèñòîâó-
âàòè äëÿ çáðî¿, ùî ìàº òàê³ ñàì³ ïîêàçíèêè, ÿê äåÿêó ñïðîáó ðîçðàõóíêó
éìîâ³ðíîñò³ ïîïàäàííÿ â ö³ëü. Äëÿ öüîãî ïîòð³áíà ëèøå ñòàòèñòèêà ùîäî ñåðåä-
íüîãî êâàäðàòè÷íîãî â³äõèëåííÿ â³ä ö³ë³ íà åòàï³ âèïðîáîâóâàííÿ çáðî¿.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×

Ðîçãëÿíåìî êëàñ A óí³ìîäàëüíèõ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó (ô.ð.) F x� ( ). Âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà � — öå â³äñòàíü â³ä òî÷êè ¿¿ ïîïàäàííÿ â çàäàíèé ³íòåðâàë äî öåíòðó m.
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Ó öüîìó êëàñ³ F� ( )0 0� � ; â³äîì³ ëèøå äâà ìîìåíòè: m x dF x1
0

�
�

	 � ( ),

m x dF x2
2

0

�
�

	 � ( ) ³ ìîäà m. Ñåðåäíº êâàäðàòè÷íå â³äõèëåííÿ � � âèïàäêîâî¿

âåëè÷èíè � â³ä ìîäè ñòàíîâèòü � �
2

2 1
2� �m m . ²ñíóº äèôåðåíö³éîâíà (çà âè-

íÿòêîì îäí³º¿ àáî äâîõ òî÷îê) ù³ëüí³ñòü f x� ( ). Âîíà ìàº ìîäó m
 0 ³ çàäî-
âîëüíÿº óìîâè

f � ( )0 0� � ; x f x x m m3
10� ( ) , ;� �� � . (1)

Êëàñ A âèçíà÷åíî (äåòàëüí³øå äèâ. [1]).
Çàäà÷à 1. Çíàéòè òî÷í³ íèæí³ ãðàíèö³ éìîâ³ðíîñò³ P m{ }0 2� �� â êëàñ³

F x A� ( )� . Ïîçíà÷èìî çàäàíèé ë³í³éíèé ôóíêö³îíàë P m{ }0 2� � ��

� �	 dF x I F

m

� �( ) ( )
0

2

. Öÿ çàäà÷à ëåãêî ôîðìóëþºòüñÿ ³ ¿¿ ëåãêî ðîçâ’ÿçàòè, ÿêùî

çíàòè ÿâíèé âèãëÿä åêñòðåìàëüíèõ ô.ð. F x A� ( )� . Äëÿ çíàõîäæåííÿ ¿õ çàñòîñî-
âóþòü â³äîìå âçàºìíî îäíîçíà÷íå ïåðåòâîðåííÿ Äæîíñîíà–Ðîäæåðñà [2–4], çà
äîïîìîãîþ ÿêîãî çàäà÷à 1 çàì³íþºòüñÿ åêâ³âàëåíòíîþ çàäà÷åþ ç íîâèì
ôóíêö³îíàëîì J F( )� â³ä íîâî¿ ôóíêö³¿ F x� ( ), ùî ìàº â³äïîâ³äí³ äâà ìîìåíòè,
àëå áåç îáìåæåííÿ íà ¿¿ óí³ìîäàëüí³ñòü. Êëàñ ô.ð. F x� ( ) ïîçíà÷èìî K . Ïðè öüî-
ìó I F J F( ) ( )� �� . Öå ïåðåòâîðåííÿ çàäàº âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ
åêñòðåìàëüíèìè ô.ð. F x A� ( )� ³ F x K� ( )� . Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó äëÿ á³ëüø
çàãàëüíî¿ çàäà÷³ (í³æ çàäà÷à 1) äàíî â [5].

Ïåðåòâîðåííÿ ç [2] ìàº âèãëÿä

F x F x m x f x� � �( ) ( ) ( ) ( )� � � , (2)

äå F x� ( ) — ô.ð. áåç îáìåæåííÿ íà óíèìîäàëüí³ñòü. Ç (2) âèïëèâàº

dF x m x df x� �( ) ( ) ( )� � . (3)

Ìîìåíòè ô.ð. F x� ( ) îá÷èñëþþòüñÿ çà ìîìåíòàìè F x� ( ) çà äîïîìîãîþ (3),
³íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ³ âðàõîâóþ÷è îáìåæåííÿ (1):

s xd F x m m m s x dF x m m1
0

1 2
2

0
2 1

22 3 2� � � � � � �
� �

	 	� �( ) , ( ) ;

s m m1 1 3� � �, � �� � , (4)

äå � � — ñåðåäíº êâàäðàòè÷íå â³äõ³ëåííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � â³ä ìîäè,

� �� �
2

2
2 23� � �s m .

Çíàõîäèìî ôóíêö³îíàë J F( )� , ÿêèé äîð³âíþº ôóíêö³îíàëó I F( )� �

� 	 dF x

m

� ( )
0

2

, çà äîïîìîãîþ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ [2, 1].

Òâåðäæåííÿ 1. Ïîçíà÷èìî L F P u v dF x

u

v

1 ( ) { } ( )� ��� � � � 	 . ßêùî ìîäà

m u v�( , ), òî

L F L F
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dF x dF x
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138 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2023, òîì 59, ¹ 6



²ç òâåðäæåííÿ 1 ³ ð³âíîñòåé u v m� �0 2, âèïëèâàº

I F J F dF x
m

x m
dF x

m

m

( ) ( ) ( ) ( )� � � �� � �
�	 	

�

0

2

2

.

Îòæå, K — êëàñ ô.ð. F x� ( ), ùî ìàþòü äâà ô³êñîâàíèõ ìîìåíòè:

s m s m1 2
2 2 2 23� � � �, ,� � �� � � (äèâ. (4)). Ïðåäñòàâèìî ôóíêö³îíàë J F( )�

â ñòàíäàðòíîìó åêâ³âàëåíòíîìó âèãëÿä³

J F g x dF x( ) ( ) ( )� ��
�

	
0

,

äå
g x x m

g x
m

x m
m x

( ) , ,

( ) ,

� � �
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�

� � �



�
�

��

�

�
�

��

1 0 2

2
. (5)

Òåïåð ìîæíà ñôîðìóëþâàòè çàäà÷ó, ÿêà åêâ³âàëåíòíà çàäà÷³ 1.
Çàäà÷à 2. Çíàéòè òî÷í³ íèæí³ ãðàíèö³ ôóíêö³îíàëà J F( )� â êëàñ³

F x K� ( )� .
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ 2 âèêëàäåìî ñòèñëî îñíîâí³ îçíà÷åííÿ ³ íåîáõ³äí³

âàæëèâ³ ôàêòè, ùî âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàò³â.

ÍÅÎÁÕ²ÄÍ² ÎÇÍÀ×ÅÍÍß, ÏÎÍßÒÒß ÒÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

Ó ðîáîòàõ [3, 5] äîâåäåíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ë³í³éíîãî ôóíêö³îíàëà J F( )�

ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü inf J F J F

F x K F x E

( ) inf ( )
( ) ( ) [ ]

� �

� �� �

� , äå E — ìíîæèíà êðàéí³õ òî÷îê

ìíîæèíè K . Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ìíîæèíà K º îïóêëîþ. Â³äì³òèìî, ùî ô.ð.
F x K� ( )� íàçèâàþòü êðàéíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè K , ÿêùî ¿¿ íåìîæëèâî ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿä³ F x F x F x� � �� �( ) ( ) ( ) ( )� � �1 21 , äå 0 1� �� , F x�1 ( ) ³ F x�2 ( )
— ð³çí³ ô.ð. ç ìíîæèíè K . Ìíîæèíà E ñêëàäàºòüñÿ ³ç ñõ³ä÷àñòèõ ô.ð. ßêùî
ô³êñîâàíî k ìîìåíò³â, òî ê³ëüê³ñòü òî÷îê ðîñòó â ô.ð. F x E� ( )� íå ïåðåâèùóº
k �1 (â ö³é ðîáîò³ k � 2). Ìíîæèíà [ ]E — öå çàìèêàííÿ ìíîæèíè E , òîáòî
îêð³ì ìíîæèíè E âîíà ì³ñòèòü óñ³ ¿¿ ãðàíè÷í³ òî÷êè, ÿê³ ìîæóòü íå íàëåæàòè E .
Çá³æí³ñòü äî ãðàíè÷íèõ òî÷îê ðîçóì³þòü ÿê çá³æí³ñòü çà ñëàáêîþ òîïîëîã³ºþ
(çá³æí³ñòü ó òî÷êàõ íåïåðåðâíîñò³ ãðàíè÷íî¿ ô.ð.).

Íåõàé F x E�0 ( ) [ ]� ìàº òî÷êè ðîñòó x ii , 1 3� � . Êîæí³é òàê³é ô.ð. â³äïîâ³äàº

ìíîãî÷ëåí U x a a x a x�0 1 2 3
2( ) � � � íå âèùå äðóãîãî ñòóïåíÿ, ùî çàäîâîëüíÿº

óìîâàì U x g xi i�0 ( ) ( )� (g x( ) äèâ. â (5)). ßêùî â äåÿê³é òî÷ö³ xi âèêîíóºòüñÿ äî-
äàòêîâî ð³âí³ñòü � � �U x g xi i�0 ( ) ( ), òî ìíîãî÷ëåí U x�0 ( ) ìîæíà çàïèñàòè çà ôîð-

ìóëîþ Òåéëîðà U x g x g x x xi i i�0 ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � a x xi3
2( )� , à ñòàðøèé

êîåô³ö³ºíò a3 ìîæíà çíàéòè ç óìîâ U x g x j ij j�0 ( ) ( ),� � .
Ó êíèãàõ [3, 6] äîâåäåíî âàæëèâó òåîðåìó, ÿêà â³ä³ãðàº îñíîâíó ðîëü ó äî-

âåäåíí³ òåîðåìè 2 ö³º¿ ñòàòò³. Ñôîðìóëþºìî ¿¿.
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ùîá ³íô³ìóì (ì³í³ìóì) ôóíêö³îíàëó J F( ) �

�
�

	 g x dF x( ) ( )
0

îá÷èñëþâàâñÿ (àáî äîñÿãàâñÿ) íà äåÿê³é ô.ð. F x E0 ( ) [ ]�

ç ê³ëüê³ñòþ òî÷îê ðîñòó íå á³ëüøå òðüîõ, ïîòð³áíî ³ äîñòàòíüî, ùîá ³ñíóâàâ ìíî-

ãî÷ëåí U x0 ( ) íå âèùå äðóãîãî ñòóïåíÿ, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè:

1) U x g x ii i0 1 2 3( ) ( ), , ,� � ; 2) � � �x U x g x0 0: ( ) ( ) (äëÿ ³íô³ìóìà).
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Ïîçíà÷èìî �0 0( ) ( ) ( )x g x U x� � ³ ñôîðìóëþºìî óìîâè 1, 2 â åêâ³âàëåíòíî-
ìó âèãëÿä³:

1) �0 0 1 2 3( ) , , ,x ii � � , 2) � � �x x0 00: ( )� (äëÿ ³íô³ìóìà). (6)

ÄÎÄÀÒÊÎÂ² ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ ÒÀ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×² 2

Ââåäåìî äâà ïàðàìåòðè: �
�

�
�

�
m

³ �
�

�
�

�
m

. ²ç (4) âèïëèâàº � �� �� 3.

Çà äîïîìîãîþ ââåäåíèõ ïàðàìåòð³â ñôîðìóëþºìî òåîðåìó 2, ÿêà º ðîçâ’ÿç-
êîì çàäà÷³ 2.

Òåîðåìà 2. 1. ßêùî ïàðàìåòð � � çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³

0 2 1 1 2� � �� � ( ) / , òî ³íô³ìóì ôóíêö³îíàëà J F( )� îá÷èñëþºòüñÿ íà ñõ³ä÷àñò³é

ô.ð. F x�1 ( ) ç òî÷êàìè ðîñòó x x m11 210 2 2� � �, ( ) ³ ñòðèáêàìè â íèõ

p p11 21
1 2

2 2

1

2 2
�

�

�
�

�
, : inf ( ) ( ) ( ) .

( ) [ ]

J F J F

F x E

� �

� �

� � � �1 2 2 1 0 82843.

Ïîçíà÷èìî � �1
1 22 1 0 6436� � �( ) ./ , � �2

1 2
17 3

2
0 749368�

��

�
�

�

�
� �

/

. .

2. ßêùî ïàðàìåòð � � çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³ � � �� � �1 2� � , òî ì³í³ìóì
ôóíêö³îíàëà J F( )� îá÷èñëþºòüñÿ íà ñõ³ä÷àñò³é ô.ð. F x�2 ( ) ç òî÷êàìè ðîñòó

x x s s12 22 2 10� �, / ³ ñòðèáêàìè â íèõ p p12 2 22

2

2

1

1 1
�

�
�

��

�

��

�

�

, . Ì³í³ìàëüíå

çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà J F( )� çì³íþºòüñÿ ðàçîì ³ç çì³ííîþ � � :

J F J F J F

F x E

( ) min ( ) ( )
( ) [ ]

� � �
�

�

�

�

�

�

�

1 2

4

2

2
4

1

1

1

1
� � �

�

�
�

�

� �
�

�
�2
2

0 84233. .

3. ßêùî ïàðàìåòð � � çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³ � �� �2 � � � , òî ³ç çá³ëüøåí-
íÿì � � â³ä � �2 äî � êîæíîìó � � áóäå â³äïîâ³äàòè ñâîÿ (ºäèíà) åêñòðåìàëüíà
ô.ð. F x�3 ( ) ç òî÷êàìè ðîñòó, ùî ìàþòü îäíàêîâèé âèãëÿä äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü � � :

x m a x m13 13 0� � �( ), ( , )� � , x m
a

m23 2� � 
( )
� � , àëå â³äð³çíÿþòüñÿ ÷èñëîâèìè

çíà÷åííÿìè ïàðàìåòð³â a a� ( )� � ³ �
�

�
�

�
m

. Ñòðèáêè ó â³äïîâ³äíèõ òî÷êàõ

ðîñòó ñòàíîâëÿòü p
a

p
a

a
13 2 23

2

2

1

1 1
�

�
�

�
, ; ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà

J F( )� çì³íþþòüñÿ ðàçîì ³ç çì³ííîþ ïàðàìåòð³â � � ³ a :

min J F J F
a

aF x E

( ) ( )
( ) [ ]

� �
�

�

�

�

� �
�

�
3

3

2

1

1
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. 1. Íåõàé 0 2 1 1 2� � �� � ( ) / . Êîëè � � ïðÿìóº

äî íóëÿ, ìàòèìåìî âåëèê³ çíà÷åííÿ �
�

�
�

�
m

. Ïîáóäóºìî ïîñë³äîâí³ñòü ô.ð.

F x nn� ( ), �� , â ÿê³é âñ³ F x En� ( )� , òîáòî çáåð³ãàþòü ³ ïåðøèé, ³ äðóãèé ìî-
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ìåíòè. Äîâåäåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàê³ ð³âíîñò³:

lim lim
n

n
n

nF x F x J F J F
�� ��

� �� � � �( ) ( ), ( ) ( )1 1 .

Öå ³ áóäå äîâåäåííÿì ïåðøî¿ ÷àñòèíè òåîðåìè 2.
Íåõàé òî÷êàìè ðîñòó ïîñë³äîâíîñò³ ô.ð. F x En� ( )� º òî÷êè

x x x x nn1 2 2 30� � �, , . Â³äïîâ³äí³ ñòðèáêè â òî÷êàõ äîð³âíþâàòèìóòü

p
x B n n m

nx
p

m n B

n x x
pn

n

n
n

n n
1

2

2
2

2 2
3

0
�

� �
�

�

�

( ( )) ( )
,

( ( ))

( )
, n

n

n

m B x

n n x
�

�

�

( ( ) )

( )

0 2

2
,

äå B x
s s x

s x
( ) �

�

�
2 1

1
.

Äëÿ òîãî ùîá ñòðèáêè p p pn n n1 2 3, , áóëè íåâ³ä’ºìíèìè, äîñòàòíüî âèêî-
íàííÿ íåð³âíîñòåé 0 01 2� � � � �B n s x B nn( ) ( ) . Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî òî÷êà x n2
çíàõîäèòüñÿ â ñê³í÷åííèõ ãðàíèöÿõ, íå çàëåæíèõ â³ä n. Òîìó ãðàíèöÿ x n2 , êîëè
n �� , áóäå ñê³í÷åííîþ. Ïîçíà÷èìî lim

n
nx x

��
�2 21 . Çâ³äñè

lim , ,
n

n
n

n
n

np
x m

x
p

m

x
p

�� �� ��
�

�
� �1

21

21
2

21
3 0lim lim . (7)

²ç (7) âèïëèâàº

lim lim
n

n
n

nJ F g x dF x g
x m

x
g x

�� ��

�

� �
�

�	( ) ( ) ( ) ( ) (� �

0

21

21
0 21

21
10) ( )

m

x
J F� � � .

Çâ³äñè îòðèìàºìî ñëàáêó çá³æí³ñòü F x Fn� �( ) � 1 çà îçíà÷åííÿì. Ó ðåçóëüòàò³
ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ìàºìî ãðàíè÷íó ô.ð. F x�1 ( ) ç äâîìà òî÷êàìè ðîñòó: òî÷-
êîþ x11 0� ³ òî÷êîþ x21 , ÿêó çíàéäåìî äàë³ çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ìíî-
ãî÷ëåíà U x1 ( ).

Äîâåäåìî, ùî lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

nU x g x g x x x U x
��

� � � � �21 21 21 1 .

Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí U xn ( ), ùî â³äïîâ³äàº ô.ð. F xn� ( ) çà óìîâàìè òåîðå-

ìè 1: U g U x g x U n g n U x g xn n n n n n n( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) (0 0 2 2 2� � � � � � 2n ) (ôîðìó-
ëó äëÿ ôóíêö³¿ g x( ) äèâ. â (5)). Öåé ìíîãî÷ëåí ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ

Òåéëîðà: U x g x g x x x a x xn n n n n n( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �2 2 2 2
2 . Êîåô³ö³ºíò an çíàé-

äåìî ç óìîâè

U n g n g x g x n x a n x
m

n m
n n n n n n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �

�
�2 2 2 2

2

� � �
�

�
�

�
�

�
a n x

m

n m

m

x m

m n x

x m
n n

n

n

n

( )
( )

( )
2

2

2

2

2
2

.

Çâ³äñè a an
n

n
 �
��

0 0, lim , lim
n

nU x g x g x x x U x
��

� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 21 21 1 .

Îòæå, ãðàíè÷íèé ìíîãî÷ëåí U x1 ( ) — öå ïðÿìà ë³í³ÿ, ùî ñï³âïàäàº

ç ôóíêö³ºþ g x( ) â x � 0 ³ äîòè÷íà äî íå¿ â x21 . Òî÷êà x21 ó ìíîãî÷ëåí³ U x1 ( )

çíàõîäèòüñÿ ç óìîâ U g1 0 0 1( ) ( )� � ; U x g x U x g x1 21 21 1 21 21( ) ( ), ( ) ( )� � � � .
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Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà x21 çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ

� �
�

� � � � � �g x
U x U

x
g x x g x x( )

( ) ( )
( ) ( )21

1 21 1

21
21 21 21 21

20
1 4 2 021

2m x m� � .

Çâ³äñè
x m21 2 2� �( ). (8)

Òàêèì ÷èíîì, ãðàíè÷íà (äëÿ n ��) ô.ð. F x�1 ( ) îñòàòî÷íî çíàéäåíà ³ ìàº òî÷-
êè ðîñòó x x m11 210 2 2� � �, ( ). Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ íå¿ âèêîíóþòüñÿ íå-

îáõ³äí³ ³ äîñòàòí³ óìîâè åêñòðåìàëüíîñò³ (6) ç òåîðåìè 1. Òîìó

inf ( ) ( )
[ ]F E

J F J F
�

� �
�

� 1 � � � �g p g x p( ) ( ) ( )0 2 2 111 21 21 .

Â³äì³òèìî îäíó îñîáëèâ³ñòü çíàéäåíî¿ åêñòðåìàëüíî¿ ô.ð. F x�1 ( ). Âíàñë³äîê
ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó â³ä ô.ð. F xn� ( ) äî ô.ð. F x�1 ( ) âîíà çáåð³ãàº ïåðøèé ìî-

ìåíò, àëå íå çáåð³ãàº äðóãîãî ìîìåíòó. Äîâåäåìî öå: s x p m21 21
2

21
2 2 2� � �( ),

³ç óìîâè ï. 1 òåîðåìè 2 ìàºìî

� � �� � �� � � � � � � � � � � �( ) ( ) ( )/2 1 2 1 1 2 11 2 2 2 2 2 2
21 2m m m s s .

Íà öüîìó ïåðøà ÷àñòèíà äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 çàâåðøåíà.
2. Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¿ ÷àñòèíè òåîðåìè 2 çàñòîñîâóºìî òåîðåìó 1. Ïîáó-

äóºìî ìíîãî÷ëåí U x2 ( ), ùî â³äïîâ³äàº ô.ð. F x� 2 ( ). Çà óìîâè 1 òåîðåìè 1 íå-
îáõ³äíî, ùîá âèêîíóâàëèñü ð³âíîñò³

U g U x g x
m

2 2 22 22

2

2
20 0 1( ) ( ) , ( ) ( )� � � � �

�
� � .

Ôóíêö³ÿ g x( ) äèôåðåíö³éîâíà â òî÷ö³ x m22 2
 , òîìó � � �U x g x2 22 22( ) ( ) ³ ìíî-
ãî÷ëåí U x2 ( ) ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà:

U x g x g x x x a x x2 22 22 22 2 22
2( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � . (9)

Êîåô³ö³ºíò a2 çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè U g x g x x a x2 22 22 22 2 22
20 1( ) ( ) ( )� � � � � �

�1. Ï³ñëÿ òîòîæí³õ ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî

a
m s

s
2

2 4
2
2

4
2
2

2
�

�( )�

�
. (10)

Â óìîâ³ ï. 2 òåîðåìè 2 íåð³âí³ñòü ( )2 1 2� � � � º åêâ³âàëåíòíîþ íåð³âíîñò³

2 2
2� � � s , ÿêà º íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ³ñíóâàííÿ åêñòðåìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà

U x2 ( ): a2 0� (äèâ. (10)). Ð³âí³ñòü ( )2 1 2� � � � åêâ³âàëåíòíà ð³âíîñò³

m s2
22 2( )� � , çâ³äêè âèïëèâàº ð³âí³ñòü ìîìåíò³â, òî÷îê ðîñòó ô.ð. F x�1 ( ) ³

F x�2 ( ), ñòðèáê³â â öèõ òî÷êàõ, ð³âí³ñòü â³äïîâ³äíèõ ìíîãî÷ëåí³â. Ïîçíà÷èìî öþ
òî÷êó � �� �� 1 , òîáòî � �1 — öå òàêà îñîáëèâà ãðàíè÷íà òî÷êà � � , â ÿê³é ð³çí³
ô.ð. F x�1 ( ) ³ F x�2 ( ) ñòàþòü îäíàêîâèìè. Äðóãîþ îñîáëèâîþ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ
º � �2 , â ÿê³é ñï³âïàäàþòü ô.ð. F F U x U x� �2 3 2 3� �, ( ) ( ). Öÿ òî÷êà áóäå çíàéäå-
íà ï³ä ÷àñ äîâåäåííÿ òðåòüî¿ ÷àñòèíè òåîðåìè 2.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî äëÿ ìíîãî÷ëåíà U x2 ( ) âèêîíóºòüñÿ äðóãà óìîâà òåîðåìè 1.

Íåõàé x m�[ , ]0 2 . Òîä³ (äèâ. (6)) {� � � �2 2 2 20 0 0 0 0 0( ) , ( ) , ( ) } ( )� � � �� 
 � �x x . Äëÿ
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� �x m2 : {� � �2 2 22 2 222 0 0 0( ) , ( ) , ( ) ,m x x
 � � � �� 
 � �� �2 20 0( ) } ( )x x . Îòæå,

äëÿ ìíîãî÷ëåíà U x2 ( ) âèêîíóþòüñÿ âñ³ íåîáõ³äí³ ³ äîñòàòí³ óìîâè òåîðåìè 1

³ íà â³äïîâ³äí³é éîìó ô.ð. F x�2 ( ) äîñÿãàºòüñÿ ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà

J F F E( ), [ ]� � � . Äðóãà ÷àñòèíà òåîðåìè 2 äîâåäåíà.

3. Äîâåäåìî òðåòþ ÷àñòèíó òåîðåìè 2. Äîñë³äæóºìî ô.ð. F x�3 ( )
³ â³äïîâ³äíèé ìíîãî÷ëåí U x3 ( ). Ô.ð. F x�3 ( ) ìàº äâ³ òî÷êè ðîñòó:

x m a x m13 13 0� � �( ), ( , )� � , ³ x m
a

m23 2� � 
( )
� � , ùî ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ

ð³âíîñòÿìè: B x x B x x( ) , ( )13 23 23 13� � , äå B x
s s x

s x
( ) �

�

�
2 1

1
. Êð³ì òîãî, âîíè çàäî-

âîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ

L x x g x g x
g x g x

x x
( , ) ( ) ( )

( ( ) ( ))
13 23 13 23

23 13

23
0

2
� � � � � �

�

� 13
0� .

Ðîçãëÿíåìî éîãî äåòàëüí³øå. Äëÿ öüîãî (äèâ. (5)) îá÷èñëèìî ð³âíÿííÿ

� � � � �g x g x
ma

( ) , ( )13 23

2

2
0

� �

, g x
ma

g x x x
a

a
( ) , ( ) ,

( )
23 13 23 13

2

1
1

� � � �
�

�

�

�

� .

Ï³ñëÿ òîòîæí³õ ïåðåòâîðåíü çíàõîäèìî

L x x ma ma a a( , )13 23
3 30 3 2 0 3

2
0� � � � � � � � ��

� �

.

Îòæå,
L x x a a( , )13 23

30 3
2

0� � � � �
� �

. (11)

Çà ôîðìóëàìè Êàðäàíî [7] öå êóá³÷íå ð³âíÿííÿ ìàº îäèí ä³éñíèé êîð³íü
³ äâà êîìïëåêñíèõ êîðåíÿ. Ä³éñíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä

a a� � � �
�

�

�
�

�

�

�
�

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

( )

/ /

�
� � � �

�

� � � �

1
1

1 1
1

1
2

1 3

2

1 3

. (12)

Çíàéäåìî �a ( )� � :

� � � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �

�

�

a ( ) ( )

/

�
�

�

�

�

�
�

�
�

�

�

�

�

1

3

1
1 1

1 1 2

2

2
2 3 2

2
��

2 1�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

� � �
�

�
�

�

�
� �

� �
�

�

�

�

�
1

3

1
1 1

1 1 2

2 1

2
2 3 2

2 2�
�

�

�

�

� ��
�

�

�

�

� �

( )

/

�
�

�

�

�
�
� �

� � � �
�

�
�

�

�
� �

� �

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
1

3

1
1 1

1 1

1

2
2 3 2

2 2�
�

�

� ��
�

�

� �

( )

/

�

� � �
�

�
�

�

�
�

� �

�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
1

3

1
1 1

1 1

1
02

2 3 2

2 2�
�

�

� ��
�

�

� �

( )

/

.
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Îòæå, � � �
��

a a( ) , lim ( )� ��
�

�
�

0 0.

Ó òðåò³é ÷àñòèí³ òåîðåìè 2 ïàðàìåòð � � çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³

� �� �2 � � � . Ó òî÷ö³ � �2 çá³ãàþòüñÿ ô.ð.: F F� �2 3� òà â³äïîâ³äí³ ¿ì ìíî-
ã î ÷ ëåíè : U x U x2 3( ) ( )� . ²íàêøå êàæó ÷è , ÿêùî � �� �� 2 , òî

x x m a12 13 0� � � � �� a
m

a� � �
�

� � . Òàêèì ÷èíîì, ìàºìî ð³âíÿííÿ

a � � � , ç ÿêîãî ìîæíà çíàéòè ÷èñëîâå çíà÷åííÿ � �2 . Ïåðåâ³ðèìî, ùî äëÿ
a � � � ìàºìî x x U U13 12 3 20 0 0 1� � � �, ( ) ( ) , � � � �U U3 20 0 0( ) ( ) , �� �U 3 0 0( ) ,

�� �U 2 0 0( ) . Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî â òî÷ö³ x � 0 îáèäâà ìíîãî÷ëåíè äîòèêàþòüñÿ
äî ôóíêö³¿ g x( ) ñïðàâà ³ ìàþòü â í³é ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ, ÿêå äîð³âíþº 1.

²ç (9) ³ ð³âíîñò³ � �U 2 0 0( ) çíàõîäèìî � � �g x a x( )22 2 222 a
m

s
2

4

4
22

 � �
� �

. Îòæå,

äëÿ � �� �� 2 ìàºìî ùå îäíå çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà a a2 2� * , ÿêå íå äîð³íþº (10).

Çíàéäåìî ñòàðøèé êîåô³ö³ºíò a3 ìíîãî÷ëåíà U x3 ( ) ³ ïîð³âíÿºìî éîãî ç

a
m

s
2

4

4
22

* � �
�

. Ìíîãî÷ëåí U x3 ( ) äîð³âíþº g x a x x( ) ( )13 3 13
2� � . Êîåô³ö³ºíò a3

çíàõîäèìî çà â³äîìîþ ôîðìóëîþ

a
g x g x

x x
a

ma

a
3

23 13

23 13
3

3

3 22 2 1
0�

� � �

�
� � �

�
�

( ) ( )

( ) ( )�
,

a a
m a

a

m

s

m a

a
3 2 3

3

2

3

2
3

3

2

3

22 1 2 1 1
� � �

�
� �

�
�

�

* ( ) ( )
� � �

�

�

�

�

.

²ç öüîãî ëàíöþæêà ð³âíîñòåé âèïëèâàº, ùî a a3 2�  òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè

! �� � a . Ùîá çíàéòè ÷èñëîâå çíà÷åííÿ � � , ÿêå ñï³âïàäàº ç a , ñêîðèñòàºìîñÿ
á³ëüø ïðîñòèì ð³âíÿííÿì (11) äëÿ a , ÿêîìó ïîâèííî çàäîâîëüíÿòè òå çíà÷åí-

íÿ � � , ùî äîð³âíþº a : � �
�

� �� �
�

� �
3 4 23

2
0 3 2 0� � � � � � � . Âèêîíàºìî

çàì³íó � �
2 � z ³ îäåðæèìî ð³âíÿííÿ z z2 3 2 0� � � , çâ³äêè z �

�
�

17 3

2

� �
��

�
�

�

�
�� �2

1 2
17 3

2

/

. Îòæå, çíàéäåíî ÷èñëîâå çíà÷åííÿ � � , â ÿêîìó çá³ãà-

þòüñÿ ô.ð.: F F� �2 3� .
Íàîñòàíîê äîâåäåìî âèêîíàííÿ óìîâè 2 òåîðåìè 1 äëÿ ìíîãî÷ëåíà U x3 ( ),

ÿêèé ðîçãëÿíåìî äåòàëüí³øå:U x a x x U x a x x3 3 13
2

3 3 131 2( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �

� �� � � � � �� �U x a x U x3 3 32 0 0( ) : ( ) , îñê³ëüêè a3 0� . ²ç U a x3 3 13
20 1( ) � � �

� � � 
�3 3 13
20 0( ) a x . Òîä³ ìàºìî

{� � � � �3 3 13 3 13 30 0 0 0 0 2( ) , ( ) ( ) , ( ) } [ , ]:
 � � � �� 
 � � �x x x x m 3 0( )x � .

Äëÿ âñ³õ x m m x x x x� 
 � � � �� 
 �2 2 0 0 03 3 23 3 23 3 3:{ ( ) , ( ) ( ) , ( ) } ( )� � � � � � 0.
Îòæå, âèêîíàíî âñ³ óìîâè òåîðåìè 1, òîìó ðîçãëÿíóòà ñ³ì’ÿ ô.ð. F x�3 ( )
º åêñòðåìàëüíîþ ³ äîñòàâëÿº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó J F( )� â ³íòåðâàë³
[ )� �� �2 � � � .

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.
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Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé � � �� . Òîä³ ³ç çðîñòàííÿì ïàðàìåòðà � � âåëè÷èíè

a ( )� � ³ � �çìåíøóþòüñÿ äî íóëÿ ³ òî÷êà x m a13 � � � ïðÿìóº äî m. Ñòðèáîê

â ö³é òî÷ö³ p
x m

x x
13

23

23 13
�

�

�
ïðÿìóº äî 1. Ñòðèáîê y òî÷ö³ x23 , ÿêùî x m13 � ,

p
m x

x x
23

13

23 13
�

�

�
ïðÿìóº äî íóëÿ. Òî÷êó x23 ìîæíà çíàéòè ç ð³âíÿííÿ

L x x( , )13 23 0� , ðîçâ’ÿçàâøè éîãî â³äíîñíî x23 , L x x( , )13 23 0� �
� � � � �m x x x m x m( ) ( ) ( )23 13 23 232 2 . ßêùî x m13 � , òî x m23 2 5� . . Òàêèì ÷è-
íîì, ÿêùî � � �� , òî ô.ð. F x�3 ( ) ïðÿìóº äî îäèíè÷íî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó
â òî÷ö³ s m1 � . Öå îçíà÷àº, ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü a ³ � � ì³í³ìàëüíà
éìîâ³ðí³ñòü âëó÷åííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè � â ³íòåðâàë øèðèíîþ 2m ìîæå
áóòè ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî 1.

Çàóâàæåííÿ 2. Çàçíà÷èìî òîé ôàêò, ùî íàéìåíø³ îö³íêè éìîâ³ðíîñò³
P m{ }0 2� �� íå çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà m, îñê³ëüêè âîíè îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîð-

ìóëàìè min
F E i

ij ijg x dF x g x p
�

�
�

�

�
	 "�( ) ( ) ( )
0 1

2
, äå j — íîìåð åêñòðåìàëüíî¿ ô.ð.

F xj� ( ), j �1 2 3, , . Êîæíà ç òðüîõ ô.ð. ìàº ò³ëüêè äâ³ òî÷êè ðîñòó xij ³ â³äïîâ³äí³
ñòðèáêè â íèõ äîð³âíþþòü pij (äèâ. òåîðåìó 2), à çíà÷åííÿ g xij( ) (äèâ. (5)) çàëå-

æàòü íå â³ä m, à ò³ëüêè â³ä �
�

�
�

�
m

.

Çàóâàæåííÿ 3. Âåðõíÿ îö³íêà éìîâ³ðíîñò³ P m{ }0 2� �� çàâæäè äîð³âíþº 1

³ äîñÿãàºòüñÿ íà îäèíè÷í³é ô.ð. F x�
* ( ) ç òî÷êîþ ðîñòó x m1

* � ³ ñòðèáêîì â í³é

p1 1* � . Öÿ ô.ð. çáåð³ãàº ò³ëüêè ïåðøèé ìîìåíò s m1 � , à äðóãèé ìîìåíò íå

çáåð³ãàº. Ãðàíè÷íèé åêñòðåìàëüíèé ìíîãî÷ëåí: � � �x U x0 1: ( )* .

Çàäà÷ó 2 ðîçâ’ÿçàíî.
Òåïåð ïåðåéäåìî äî ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàò³â ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ 1, ùî âèï-

ëèâàþòü ³ç ðåçóëüòàò³â ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ 2.
Çàóâàæèìî, ùî:

1) � � �
�

� � �
�

� �3
3

, ;

2) ³ç ïåðåòâîðåííÿ ç [2] dF x m x df x� �( ) ( ) ( )� � ³ õàðàêòåðèçàö³¿ êðàéí³õ òî-
÷îê ìíîæèíè [ ]E [3, 5] ëåãêî çíàéòè ñòðóêòóðó êðàéí³õ òî÷îê ìíîæèíè [ ]A .

²íàêøå êàæó÷è, ñõ³ä÷àñò³é ô.ð. F x E� ( ) [ ]� â³äïîâ³äàº êóñêîâî-ë³í³éíà ô.ð.
F x A� ( ) [ ]� , ùî ìàº êóñêîâî-ïîñò³éíó ù³ëüí³ñòü f x� ( ) ³ç ñòðèáêàìè â òî÷êàõ
ðîñòó ô.ð. F x E� ( ) [ ]� ³, ìîæëèâî, â òî÷ö³ m (ìîä³). ßêùî òî÷êà m çá³ãàºòüñÿ
ç îäí³ºþ ³ç òî÷îê ðîñòó F x E� ( ) [ ]� , òî â³äïîâ³äíà ôóíêö³ÿ F x� ( ) áóäå ìàòè
â òî÷ö³ m ñòðèáîê, à ù³ëüí³ñòü f x� ( ) — ìàòè �-ôóíêö³þ. Ôàêòè÷íî ³ç öüîãî çà-
óâàæåííÿ ³ òåîðåìè 2 âèïëèâàº òåîðåìà 3 ÿê íàñë³äîê òåîðåìè 2.

Òåîðåìà 3. 1. ßêùî ïàðàìåòð � � çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³

0 2 1 31 2� � �� � ( ) / , òî ³íô³ìóì ôóíêö³îíàëà I F( )� îá÷èñëþºòüñÿ íà ô.ð.

F x�1 ( ), ùî âèçíà÷àºòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

{F x
xp

m
x m F x p

x m p

x m
x� �1

11
1 11

21

21
0( ) , ( , ); ( )

( )
, (� � � �

�

�
� m x, )}21 ,

äå
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p p11 21
1 2

2 2

1

2 2
�

�

�
�

�
, , x x m11 210 2 2� � �, ( ),

inf ( ) inf ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]

I F I F I F dF x

F x A F x A

� � � �

� �� �

� � �1 1
0

2m

F m	 � � � ��1 2 2 2 1 0 82843( ) ( ) . .

Ïîçíà÷èìî � �1
1 22 1 3 11147� � �( ) ./ , � �2

1 2

3
17 3

2
1 297947�

��

�
�

�

�
� �

/

. .

2. ßêùî ïàðàìåòð � � çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³ � � �� � �1 2� � , òî ì³í³ìóì
ôóíêö³îíàëà I F( )� äîñÿãàºòüñÿ íà ô.ð. F x�2 ( ):

{F x
xp

m
x m F x p

x m p

x m
x� �2

12
2 12

22

22
0( ) , ( , ); ( )

( )
, (� � � �

�

�
� m x, )}22 ,

äå

p p12 2 22

2

2

1

1 1
�

�
�

��

�

��

�

�

, , x x
m

m
12 22

2 2

0� �
�

,
� � ,

min ( ) ( ) ( )
( )

I F I F F m p
mp

x m
F x A

� � �
�

�

�

�

� � � �
�

�
�

2 2 12
22

22

4

2
1

1 2�
�

� �

� �
�

�
�J F( ) .�

�

�

�

�
2

2
4

2
2

1

1
0 84233.

3. ßêùî ïàðàìåòð � � çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³ � �� �2 � � � , òî ³ç éîãî
çá³ëüøåííÿì â³ä � �2 êîæíîìó � � áóäå â³äïîâ³äàòè ñâîÿ (ºäèíà) åêñòðåìàëüíà
ô.ð. F x�3 ( ):

{ ( )
( )

, , ( , ); ( )F x
x x p

m x
x x x m F x� �3

13 13

13
13 13 30�

�

�
� � �

� �
�

�
�p

x m p

x m
x m x13

23

23
23

( )
, ( , )},

äå

x m a x m x m
a

m13 13 230 2� � � � � 
( ), ( , ); ( ) ;�
�

�
�

p
a

a
p

a

a
13

2

2 23

2

21 1
�

�
�

�
; ;

min I F I F F m
a

a
J F

F x A

( ) ( ) ( ) (
( ) [ ]*

� � �
�

�

�

�

�

� � �
�

�
�3 3

3

2 32
1

1
).

Ç òåîðåìè 3 îòðèìóºìî âàæëèâèé ðåçóëüòàò: inf ( ) inf ( )
( ) [ ] ( ) [ ]

I F J F

F x A F x E

� �

� �� �

� .

Äî òåîðåìè 3 ìîæíà äîäàòè òàê³ ñàì³ çàóâàæåííÿ, ÿê ³ äî òåîðåìè 2.
Ïðåäñòàâëåíà òóò òåîðåòè÷íà ÷àñòèíà ðîáîòè íàïèñàíà ïåðøèì àâòîðîì.

Äðóãèé àâòîð ö³º¿ ñòàòò³ ðîçðîáèâ ïðîãðàìó ï³ä íàçâîþ «Sigma», ùî áàçóºòüñÿ
íà â³äîìèõ ³äåÿõ ñòîõàñòè÷íîãî ³ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, çîêðåìà ñèì-
ïëåêñ-ìåòîäó [8, 9]. Öÿ ïðîãðàìà ðîçâ’ÿçóº çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ îö³íîê
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ë³í³éíèõ ôóíêö³îíàë³â, ùî ìàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä g x dH x( ) ( )
0

�

	 , äå ôóíêö³ÿ

g x( ) â³äîìà, à ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó H x( ) íàëåæèòü äî êëàñó ô.ð. ³ç çàäàíèìè äâîìà
ïåðøèìè ìîìåíòàìè. Ïðîãðàìà ðîçðîáëåíà â ñåðåäîâèù³ Visual Studio 2019, ìîâà
ïðîãðàìóâàííÿ c#. Äëÿ ïðîãðàìíî¿ ðåàë³çàö³¿¿ âèêîðèñòîâóâàëè á³áë³îòåêó
MathNet.Numerics 5.0.0 äëÿ ìàòðè÷íèõ îá÷èñëåíü, çíàõîäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ
ô.ð., ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîîãî â³äõèëåííÿ â³ä ìîäè òîùî.

Á³áë³îòåêó System.ValueTuple 4.4.0 âèêîðèñòîâóâàëè äëÿ ïîáóäîâè òà â³äîáðàæåí-
íÿ ãðàô³ê³â ôóíêö³é g x H x( ), ( ), à òàêîæ äëÿ ââåäåííÿ/âèâåäåííÿ, îáðîáëåííÿ,
çáåð³ãàííÿ ³ â³äîáðàæåííÿ äàíèõ ó ñòàíäàðòíîìó â³êí³ ÎÑ Windows. Ïðîãðàìà òàêîæ
ïåðåäáà÷àº ìîæëèâ³ñòü çáåð³ãàííÿ îá÷èñëåíü â òàáëèö³ Excel äëÿ ïîäàëüøîãî îáðîá-
ëåííÿ òà àíàë³çó. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóâàëè á³áë³îòåêó Microsoft.Office.Interop.Excel,
ÿêà ï³äêëþ÷åíà ÿê äîäàòîê Microsoft.Office.Interop.Excel.Application. Ïðîãðàìà
äîçâîëÿº çáåð³ãàòè ó ôàéë³ îá÷èñëåííÿ ç ð³çíèìè ïàðàìåòðàìè, áóäóâàòè ð³çí³
ãðàô³êè â îäíîìó â³êí³, âèâîäèòè ðîçðàõóíêîâ³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â òà ôóíêö³é
g x( ) ³ H x( ) ç óñ³ìà âõ³äíèìè çíà÷åííÿìè ÿê ââåäåíèìè â ðó÷íîìó ðåæèì³, òàê ³
çáåðåæåíèìè ó ôàéë³.

×ÈÑËÎÂÈÉ ÏÐÈÊËÀÄ

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî ðîçðàõóíêè çà ïðîãðàìîþ «Sigma», ùî ï³äòâåðäæóþòü
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ³ äåìîíñòðóþòü ïðîöåñ çá³ëüøåííÿ éìîâ³ðíîñò³ ïîïà-

äàííÿ ó ðàç³ çá³ëüøåííÿ â³äíîøåííÿ �
�

�
�

�
m

, äå m — ìîäà, à � � — ñå-

ðåäíº êâàäðàòè÷íå â³äõèëåííÿ â³ä ìîäè. Êð³ì òîãî, íàâåäåíî ðîçðàõóíêè äëÿ
çàäà÷³ 2; àëå òàáë. 1 ëåãêî òðàíñôîðìóâàòè äëÿ çàäà÷³ 1 âíàñë³äîê ïðîñòèõ
ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ ïàðàìåòðàìè ³ ôóíêö³îíàëàìè

� � �
�

� � �
�

� � �

�

� � � �
�

3
3

, , ( ) ( ), inf ( ) inf (
( ) [ ]

I F J F I F J F

F x A

�

�

)
( ) [ ]F x E�

.

Ì³í³ìóìè â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³îíàë³â íå çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà m s� 1.
Â³äì³òèìî äåÿê³ îñîáëèâîñò³ ðîçðàõóíê³â çà ïðîãðàìîþ «Sigma».
1. Ïðîãðàìà «Sigma» ðîçðàõîâàíà íà ïîøóê åêñòðåìàëüíèõ ô.ð. ç òðüîìà òî÷êà-

ìè ðîñòó X X X1 2 3, , òà â³äïîâ³äíèìè ¿ì ñòðèáêàìè P P P1 2 3, , (äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çà-
äà÷³ 2) äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà � � (òàáë. 1). Ç òåîðåìè 2 âèïëèâàº, ùî â çà-
äà÷³ 2 âñ³ òðè åêñòðåìàëüí³ ô.ð. ìàþòü ïî äâ³ òî÷êè ðîñòó. Òîìó ïðîãðàìà «ðîç-
äâîþº» îäíó ³ç äâîõ òî÷îê, ðîçì³ùóþ÷è ¿õ áëèçüêî îäíà â³ä îäíî¿ (ðÿäêè 2–10).

2. Ïîòðåáóº ïîÿñíåííÿ ïåðøèé ðÿäîê òàáë. 1. Éäåòüñÿ ïðî ô.ð. F x�1 ( ), ùî
º ãðàíèöåþ ïîñë³äîâíîñò³ ô.ð. F x nn� ( ), �� , ÿê³ ìàþòü òàê³ òî÷êè ðîñòó: x1 0� ,
x x x nn2 2 3� �, (äèâ. òåîðåìó 3, ï. 1). Â îá÷èñëåííÿõ ô³ãóðóº òî÷êà Q, ÿêó
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê Q n� . ²ç çá³ëüøåííÿì Q äðóãà òî÷êà ðîñòó x n2 íàáëè-
æóºòüñÿ äî x m22 2 2� �( ). Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ Q � 8000 ïðîãðàìà çóïè-

íÿºòüñÿ, îñê³ëüêè íå ìîæå âèêîíàòè ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä. ßêùî çàô³êñóâàòè

s s m2 21
2 2 2� � �( ), � �� �1

2
21

2
1

1 21 2� � � �s m m; ( ) / (ìîìåíòè ãðàíè÷íî¿

ô.ð. F�1 ) ³ çàñòîñóâàòè äî ðîçðàõóíêó áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ � � ³ç ³íòåðâàëó

( , ( ) )/0 2 1 1 2� , òî îòðèìàºìî åêñòðåìàëüíó ãðàíè÷íó ô.ð. F�1 .
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3. ×èñëà, ùî ô³ãóðóþòü â òàáë. 1 â äóæêàõ, îá÷èñëåíî çà ôîðìóëàìè òåîðå-
ìè 2 äëÿ ïîð³âíÿííÿ ç ðîçðàõóíêàìè çà ïðîãðàìîþ. Öå ñòîñóºòüñÿ ô.ð. F x�3 ( ),

ÿê³ ìàþòü òî÷êè ðîñòó x m a x m
a

13 23� � � ��
�

�
�, . Äëÿ öüîãî â òàáë. 1 íàâåäå-

íî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü a ³ � � äëÿ â³äïîâ³äíèõ � � .
4. ×èñëà � �1 ³ � �2 âèçíà÷àþòü óìîâè ³ñíóâàííÿ ô.ð. ßêùî � �� �� 1, òî

F x F x� �1 2( ) ( )� . ßêùî � �� �� 2 , òî F x F x� �2 3( ) ( )� . Öå òî÷êè ðîçáèòòÿ âñ³º¿ îá-

ëàñò³ ïàðàìåòðà � �� �:0� � � íà òðè ï³äîáëàñò³ ³ íå çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà m.

Â³ä m íå çàëåæàòü òàêîæ ñòðèáêè â òî÷êàõ ðîñòó åêñòðåìàëüíèõ ô.ð. ³ çíà÷åííÿ

g x( ) ó â³äïîâ³äíèõ òî÷êàõ ðîñòó. Çâ³äñè âèïëèâàº íåçàëåæí³ñòü â³ä m (à çà-

ëåæí³ñòü ò³ëüêè â³ä � �) âñ³õ â³äïîâ³äíèõ min P m{ }0 2� �� . Ó òàáë. 1 ïîêàçíèêè

� �1 ³ � �2 âèä³ëåí³ íàï³âæèðíèì øðèôòîì.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ðîçðàõóíê³â ç âèêîðèñòàííÿì ïîêàçíèê³â òàáë. 1.
Ïðèêëàä 1. Øèðèíà òàíêà äîð³âíþº 3.5 ì. ßêèì ìîæå áóòè ìàêñèìàëüíå

ñåðåäíº êâàäðàòè÷íå â³äõèëåííÿ � � â³ä òî÷êè ïðèö³ëó m äî òî÷êè ïîïàäàííÿ,
ùîá ñíàðÿä óëó÷èâ ó òàíê ç ³ìîâ³ðí³ñòþ min P � 0 894. ?

Ðîçâ’ÿçîê. Ç òàáë. 1 çíàõîäèìî â ñòîâïö³ min ÷èñëî 0.8941 ³ â³äïîâ³äíå
éîìó � � �1. Øèðèíà òàíêà âèçíà÷àº ìîäó m � �3 5 2 1 75. : . . Çà ôîðìóëîþ

�
�

�
�

� � �
m 1 75

1
1 75

.
. , �

�
�

�
� � �

3

1 75

3
1 01

.
. . Â³äïîâ³äü: 1.01ì.
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Íî-

ìåð

ðÿä-

êà

Ïàðà-
ìåòð

��

Â³ä-
õèëåííÿ

��

Ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ç òî÷êàìè ðîñòó X i

òà ñòðèáêàìè Pi

min

P { 0 � ��

� 2m}

Ïàðà-
ìåòð

a( )��X1 X 2 X 3 P1 P2 P3

1

0.64

(Q=

=2000)

15.625
0 34.6375 2000 0.709097 0.290903 9.94E-08 0.828442 —

2 0.643594 15.53775 0 34.14215 34.1875 0.707107 0.292906 -1.3E-05 0.828427 —

3 0,65 15.38462 0 33.66864 33.6709 0.702988 0.296785 0.000227 0.828475 —

4 0.74 13.51351 0 28.26151 28.2627 0.646162 0.35357 0.000268 0.839924 —

5 0.749 13.35113 0 27.82528 27.82617 0.640615 0.358862 0.000524 0.84223 —

6 0.749368 13.34458 0 27.80778 27.80859 0.640388 0.359789 -0.00018 0.84242 0.749368

7 0.7497 13.33867 (0.007789) (27.80588) 27.79297 (0.640543) (0.359457) 0.359791 0.842419 0.749116

8 0.76 13.1579 0.1875 0.25 27.75 0.039293 0.606072 0.354635 0.845159 0.741368

9 1 10 4 4.0625 26.78125 0.2620461 0.25377 0.48418 0.8941 0.596071

10 10 1 9.90625 9.9375 25.03125 0.128099 0.867495 0.004406 0.998525 0.066568

11 20 0.5 (9.9833) (25.00555) 25 (0.99889) (0.00110) 0.001109 0.999630 0.033321

12 40 0.25 (9.98334) (25.0015) 25 (0.9997) (0.000277) 0.000277 0.99990 0.016665

13 200 0.05 (9.99983) (25.0015) 25 (0.99999) (0.00001) 1.11E-05 0.999996 0.003333

14 1000 0.01 9.96875 10.00001 25 0.000516 0.999484 4.39E-07 1 0.000667

15 1000 0.01 (9.999993) (24.9925) 25 (0.9999995) (0.000000445) 0 (0.9999998) 0.000667

Ò à á ë è ö ÿ 1 . Åêñòðåìàëüí³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó òà íàéìåíø³ çíà÷åííÿ
éìîâ³ðíîñòåé P m{ }0 2� �� â çàëåæíîñò³ â³ä ïàðàìåòðà � � , ÿêùî m �10



Ïðèêëàä 2. Âèêîíóþòüñÿ òðè íåçàëåæíèõ ïîñòð³ëè ïî îá’ºêòó, ùî ìàº
âèãëÿä ïîëîñè øèðèíîþ 2m. Ç êîæíèì ïîñòð³ëîì ñåðåäíº êâàäðàòè÷íå â³äõèëåí-

íÿ â³ä òî÷êè âëó÷åííÿ ñíàðÿäó äî ìîäè m äîð³âíþº � � �
1

3
. Ç âèêîðèñòàííÿì

ïîêàçíèê³â òàáë. 1 çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü p âëó÷åííÿ ñíàðÿäó â îá’ºêò çà îäèí ïî-
ñòð³ë ³ éìîâ³ðíîñò³ òàêèõ ïîä³é:

A — õî÷à á îäíå âëó÷àííÿ ñíàðÿäó â îá’ºêò ç òðüîõ ïîñòð³ë³â.
B — íå ìåíøå äâîõ ïîïàäàíü ñíàðÿäó â îá’ºêò.

Ðîçâ’ÿçîê. Ç ð³âíîñò³ � � � � ��� � � � �
1

3
1 m âèïëèâàº

p p q� � � � �0 9985 1 0 0015. . . Çâ³äñè P A q( ) . ,� � �1 0 999999996633 P B( ) �

� � � � � �3 0 0044865 0 9955 0 99998652 3p q p P A. . . ( ).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçâ’ÿçàíî ñêëàäíó ïàðàìåòðè÷íó ìàòåìàòè÷íó çàäà÷ó äëÿ îö³íêè
éìîâ³ðíîñò³ âëó÷åííÿ ñíàðÿäà â ñìóãó çàäàíî¿ øèðèíè, ìàþ÷è ³íîôðìàö³þ
ò³ëüêè ïðî âåëè÷èíó ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî â³äõèëåííÿ � �. Ñòâîðåíî ïðî-
ãðàìó äëÿ ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíê³â äëÿ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â.
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L.S. Stoikova, V.E. Chevardin
ACCURATE ESTIMATES OF THE PROBABILITY OF A RANDOM VARIABLE
FALLING INTO A GIVEN INTERVAL IN ONE CLASS OF UNIMODAL DISTRIBUTIONS

Abstract. A class A of unimodal distribution functions is considered, for which only the first
two moments and the mode m, which coincides with the first moment, are known. In this
class, accurate estimates of the probability of a random variable � falling into the interval
( , )0 2m are found. Defined supplemental parameters �� and � � , changing from 0 to � , guide

the entire process of solving the problem: extremal distribution functions are found that give
accurate estimates to the corresponding functional; highlighting the areas of existence of these
distribution functions with numbers; the problem turns out to be solved for all possible values
of the mean square deviations � � of the random variable �. Unimodal extremal distribution
functions from class A were found in an explicit form.

Keywords: exact estimates, linear functionals, classes of unimodal distribution functions.
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