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Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî ìåòîä ïîáóäîâè äëÿ ìíîæèíè � �-ñë³â R , çàäàíî¿ � �-ðåãóëÿðíèì âè-
ðàçîì, ¿¿ ìàêñèìàëüíî¿ ïðåô³êñíî-çàìêíóòî¿ ï³äìíîæèíè. Öåé ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîáó-
äîâ³ ðîçì³÷åíîãî ãðàôó, íàçâàíîãî ãðàôîì åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, âåðøèíàìè ÿêîãî º
äåÿê³ � �-ðåãóëÿðí³ ï³äìíîæèíè ìíîæèíè R. Êîæí³é âåðøèí³ öüîãî ãðàôó ïîñòàâëåíî
ó â³äïîâ³äí³ñòü ë³í³éíå ð³âíÿííÿ íàä ìíîæèíàìè � �-ñë³â. Îòæå, ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðî-
äîâæåíü âèçíà÷àº ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü. Ó ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü
äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè ãðàôó îòðèìóºìî ìàêñèìàëüíó ïðåô³êñíî-çàìêíóòó â³äíîñíî R ï³ä-
ìíîæèíó ìíîæèíè � �-ñë³â, ÿêà â³äïîâ³äàº ö³é âåðøèí³ ãðàôó. Îá’ºäíàííÿ öèõ ï³äìíîæèí
äëÿ âñ³õ ïî÷àòêîâèõ âåðøèí ãðàôó, òîáòî âåðøèí, ç ÿêèõ ïî÷èíàþòü ïîáóäîâó ãðàôó,
º ìàêñèìàëüíîþ ïðåô³êñíî-çàìêíóòîþ ï³äìíîæèíîþ çàäàíî¿ ìíîæèíè R . Çàïðîïîíîâàíî
ìåòîä ïîáóäîâè òàêîãî ãðàôó, ÿêèé íàçâàíî ìåòîäîì íåïîâíèõ ïåðåòèí³â, òà ñïîñ³á ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, ÿêó âèçíà÷àº ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: � �-ñëîâî, � �-ðåãóëÿðíèé âèðàç, ïðåô³êñíî-çàìêíóòà ï³äìíîæèíà � �-ñë³â,
ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, ë³í³éíå ð³âíÿííÿ íàä � �-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè.

ÂÑÒÓÏ

Ó ðîáîò³ [1] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ñèíòåçó �-àâòîìàòà çà éîãî ñïåöèô³êàö³ºþ
â ëîã³÷í³é ìîâ³ LP. Âèêîðèñòàííÿ ó â³äïîâ³äíîìó àëãîðèòì³ ñèíòåçó çàì³ñòü
LP ôîðìóë âèãëÿäó F t( ) � �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â R F t( ( )), ÿê³ çàäàþòü ò³ ñàì³
ìíîæèíè � �-ñë³â (� �-ðåãóëÿðí³ ìîâè), ùî é LP ôîðìóëè F t( ), ÷àñòî ñïðî-
ùóº ïðîöåäóðó ñèíòåçó. ª òàêîæ ðîáîòè, ïðèñâÿ÷åí³ ñèíòåçó �-àâòîìàò³â çà
�-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè [2, 3]. Îòæå, çàäà÷à ïåðåõîäó â³ä ôîðìóë ìîâè LP
äî � �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â ìàº ñàìîñò³éíå çíà÷åííÿ. Â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ �-ðå-
ãóëÿðíèìè òà � �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè ðîçãëÿíóòî ó ðîçä. 1.

Â îñíîâó ïîáóäîâè ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó R F t( ( )), äå ôîðìóëà F t( )
ì³ñòèòü êâàíòîðè, ïîêëàäåíî îá÷èñëåííÿ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî çàäàº ìàê-
ñèìàëüíó ïðåô³êñíî-çàìêíóòó ï³äìíîæèíó äåÿêî¿ ìíîæèíè � �-ñë³â R. Öþ
ï³äìíîæèíó ïîçíà÷àòèìåìî�( )R [4]. Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàö³ÿ� íàä ìíîæèíàìè
� �-ñë³â â³äïîâ³äàº îïåðàö³¿ óí³âåðñàëüíî¿ êâàíòèô³êàö³¿ (�t) ó ëîã³÷íèõ ìîâàõ
ïåðøîãî ïîðÿäêó. Â [4] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä îá÷èñëåííÿ � �-ðåãóëÿðíîãî âèðà-
çó, ùî çàäàº ìíîæèíó �( )R , äå R çàäàíî � �-ðåãóëÿðíèì âèðàçîì, ÿêèé íå
ì³ñòèòü îïåðàö³¿ ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ (*). Ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîáóäîâ³ îð³ºíòî-
âàíîãî ðîçì³÷åíîãî ãðàôó, â ÿêîìó êîæíèé íåñê³í÷åííèé øëÿõ, ùî ïî÷èíàºòüñÿ
â ïî÷àòêîâ³é âåðøèí³, âèçíà÷àº � �-ñëîâî, ÿêå íàëåæèòü�( )R . Óñ³ òàê³ � �-ñëî-
âà óòâîðþþòü ìíîæèíó�( )R . Â³äïîâ³äíèé ðåãóëÿðíèé âèðàç îòðèìóþòü ðîçâ’ÿ-
çàííÿì ñèñòåìè ð³âíÿíü, ÿêó âèçíà÷àº öåé ãðàô.

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ïîøèðåííÿ öüîãî ìåòîäó íà äîâ³ëüí³ � �-ðåãóëÿðí³
âèðàçè. Öå óñêëàäíþº ÿê ïðîöåñ ïîáóäîâè ãðàôó, òàê ³ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè
ð³âíÿíü, ÿêó â³í âèçíà÷àº, îñê³ëüêè ó öüîìó âèïàäêó ó ãðàô³ ìîæóòü ³ñíóâàòè
íåñê³í÷åíí³ øëÿõè, ùî ïî÷èíàþòüñÿ â ïî÷àòêîâèõ âåðøèíàõ, àëå íå âèçíà÷àþòü
� �-ñë³â, ÿê³ íàëåæàòü�( )R . Êð³ì òîãî, ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè öüîãî ãðàôó ïîòð³áíî îá-
÷èñëþâàòè ïåðåòèí � �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. ßêùî ö³ âèðàçè ì³ñòÿòü îïåðàö³þ *,
öåé ïðîöåñ ìîæå âèÿâèòèñÿ äîñòàòíüî ñêëàäíèì. Òîìó çàïðîïîíîâàíî ïðîñò³øèé
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ìåòîä ïîáóäîâè ãðàôó, íàçâàíèé ìåòîäîì íåïîâíèõ ïåðåòèí³â. Òàêîæ íàäàíî
ñïîñ³á ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, ÿêó âèçíà÷àº îòðèìàíèé ãðàô.

Îñê³ëüêè ìîâà LP º ëîã³÷íîþ ìîâîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó, òî ¿¿ ôîðìóëàì âèã-
ëÿäó F t( ) â³äïîâ³äàþòü áåçç³ðî÷í³ � �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè [5, 6] (ùî íå îäíå é òå
ñàìå, ùî � �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè, ÿê³ íå ì³ñòÿòü *). Ïðîòå òàê³ âèðàçè çðó÷í³øå
ïîäàâàòè ó âèãëÿä³ âèðàç³â, ÿê³ ì³ñòÿòü îïåðàö³þ *. Òîìó â ö³é ðîáîò³ ââàæàòè-
ìåìî, ùî îïåðàö³þ � çàñòîñîâóþòü äî ìíîæèí � �-ñë³â, çàäàíèõ äîâ³ëüíèìè
� �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè.

1. ÎÑÍÎÂÍ² ÏÎÍßÒÒß, ÏÎÂ’ßÇÀÍ² Ç � � -ÐÅÃÓËßÐÍÈÌÈ ÂÈÐÀÇÀÌÈ

Íåõàé � — ñê³í÷åííèé àëôàâ³ò. Â³äîáðàæåííÿ r ìíîæèíè { }1, ,� n (n � 1) ó �

íàçèâàþòü ñëîâîì äîâæèíîþ n â àëôàâ³ò³ � ³ ïîçíà÷àþòü � � �1 2� n , äå � i r i� ( )
äëÿ âñ³õ 1 	 	i n. Ñëîâî äîâæèíîþ 0 (ïîðîæíº ñëîâî) ïîçíà÷àþòü �. Ìíîæèíó

íåäîäàòíèõ ö³ëèõ ÷èñåë ïîçíà÷èìî N �. Â³äîáðàæåííÿ g: N� 
 � íàçâåìî

��-ñëîâîì ³ ïîçíà÷àòèìåìî � � � �� �2 1 0 , äå � i g i� ( ) äëÿ i � �N . Ìíîæèíó âñ³õ

ñë³â â àëôàâ³ò³ � , âêëþ÷íî ç ïîðîæí³ì ñëîâîì, ïîçíà÷àòèìåìî �� , à ìíîæèíó

âñ³õ � �-ñë³â — ��� . Íà ìíîæèí³ � �� �
 � ó çâè÷àéíèé ñïîñ³á âèçíà÷åíà (÷àñ-

òêîâà) îïåðàö³ÿ êîíêàòåíàö³¿ ( )� , ÿêó ïîøèðèìî òàêîæ íà ï³äìíîæèíè ìíîæèí

�� , ��� . Íàäàë³ ñèìâîë êîíêàòåíàö³¿ áóäåìî âèïóñêàòè. Äëÿ � �-ñëîâà

g � � �� � � �2 1 0 íåñê³í÷åííèé éîãî â³äð³çîê � � � �� � � � �( ) ( )k k k2 1 ( , ,k � 0 1 �)
íàçèâàòèìåìî �k-ïðåô³êñîì, à â³äð³çîê � �� �( )k 1 0� ( k �1 2, ,�) — �k-ñóô³êñîì
� �-ñëîâà g . ßêùî çíà÷åííÿ ³íäåêñó i â � �-ñëîâ³ íåñóòòºâå, òî éòèìåòüñÿ ïðî-
ñòî ïðî ïðåô³êñ ³ ñóô³êñ � �-ñëîâà.

Íà ìíîæèíàõ ñë³â âèçíà÷èìî îïåðàö³¿ ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ (*) ³ íåñê³í÷åííî¿

³òåðàö³¿ (� � ). Íåõàé R � �� , îïåðàö³¿ ³òåðàö³¿ âèçíà÷åíî ó òàêèé ñïîñ³á:

R r r r n r Rn i
� � � �{ }1 2 0� | , , çàçíà÷èìî, ùî n � 0 â³äïîâ³äàº ïîðîæíüîìó

ñëîâó � ;

R r r r i r Ri
�

� �� 	 ��
�{ { }}� 2 1 0 0| , \ .

Äëÿ îïèñó ìíîæèí � �-ñë³â áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè � �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè, ÿê³ º

ñê³í÷åííèìè îá’ºäíàííÿìè âèðàç³â âèãëÿäó R U�� , äå R ³ U — ðåãóëÿðí³ âèðà-
çè, òîáòî âèðàçè, ïîáóäîâàí³ ³ç ñèìâîë³â àëôàâ³òó � çà äîïîìîãîþ îïåðàö³é
îá’ºäíàííÿ, êîíêàòåíàö³¿ òà ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿. Â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ � �-ðåãóëÿðíè-
ìè òà �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè [7] âèçíà÷àòèìåìî ïîíÿòòÿì îáåðíåííÿ ñëîâà

(íåñê³í÷åííîãî ñëîâà). Ñëîâî â àëôàâ³ò³ � , îáåðíåíå äî ñëîâà u , ïîçíà÷èìî uR .

Äëÿ � �� ìàºìî � �
R � . Íåõàé u r� � , äå r � �� , òîä³ u rR R� �. Îòæå,

( )aabc cbaaR � . Ïîíÿòòÿ îáåðíåííÿ äëÿ ìíîæèí ñë³â àáî íåñê³í÷åííèõ ñë³â âèç-

íà÷èìî ó òàêèé ñïîñ³á. Íåõàé Q � �� , òîä³ Q q q QR R� �{ }| . Äëÿ Q Q1 2, � ��

ìàºìî ( )Q Q Q QR R R
1 2 1 2
 � 
 , ( )Q Q Q QR R R

1 2 2 1� , ( ) ( )Q QR R� �� , ( )Q R� �

� �( )Q R � , ( ) ( )Q Q Q QR R R
1 2 2 1

� �� � .

Ìíîæèíè � �-ñë³â, ÿê³ ìîæíà çàäàòè � �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè, íàçèâàòè-
ìåìî � �-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è îäí³ é ò³ ñàì³ ñèìâîëè äëÿ
â³äïîâ³äíèõ îïåðàö³é íàä � �-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè ³ � �-ðåãóëÿðíèìè âèðà-
çàìè, à òàêîæ ò³ ñàì³ ñèìâîëè äëÿ â³äïîâ³äíèõ êîíñòàíò, à ñàìå 
 � �, , ,* , � ³ � ,
îòðèìàºìî òîòîæíó òðàíñëÿö³þ ìîâè � �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â ó ìîâó � �-ðåãóëÿð-
íèõ ìíîæèí. Òîìó äàë³ � �-ðåãóëÿðí³ âèðàçè îòîòîæíþâàòèìåìî ç � �-ðåãóëÿð-
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íèìè ìíîæèíàìè, ÿê³ âîíè çàäàþòü. Êð³ì òîãî, â îïèñ³ îäíîåëåìåíòíèõ ìíîæèí
âèïóñêàòèìåìî ô³ãóðí³ äóæêè, à ñê³í÷åííó ìíîæèíó âèãëÿäó { }a a an1 2, , ,� çà-
ïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿä³ ( )a a an1 2
 
 
� . Ìíîæèíà âñ³õ � �-ðåãóëÿðíèõ ìíî-
æèí º çàìêíóòîþ â³äíîñíî îïåðàö³¿ ïåðåòèíó (�), òîìó ³íîä³ äëÿ çàäàííÿ ��-ðå-
ãóëÿðíèõ ìíîæèí ïîðÿä ç � �-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî âèðà-
çè, ÿê³ ì³ñòÿòü îïåðàö³þ � . Ï³ä ÷àñ òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü òàêèõ âèðàç³â
çàñòîñîâóâàòèìåìî âñ³ âëàñòèâîñò³ îïåðàö³é íàä ìíîæèíàìè, íàïðèêëàä, äèñòðè-
áóòèâí³ñòü ïåðåòèíó â³äíîñíî îá’ºäíàííÿ òîùî.

Íàäàë³ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî àëôàâ³ò �', ÿêèé óòâîðåíî äîäàâàííÿì äî àë-
ôàâ³òó � ñèìâîëó �, òîáòî � � �' � 
{ { }}.

Âèðàç âèãëÿäó U V�� , äå U � �( )�' , à V ïîáóäîâàíî çà äîïîìîãîþ êîíêàòå-

íàö³¿ ³ç âèðàç³â âèãëÿäó S * (S � ( ' )*� ) òà ñèìâîë³â àëôàâ³òó �', íàçèâàòèìå-

ìî òåðìîì. Ñèìâîë �, ùî ì³ñòèòüñÿ â òåðìàõ, ó ðàç³ ¿õíüîãî ïåðåòèíó ðîçãëÿäà-
òèìåìî ÿê ìíîæèíó âñ³õ ñèìâîë³â àëôàâ³òó �, â ³íøèõ ñèòóàö³ÿõ ðîçãëÿäàòèìå-
ìî éîãî ÿê ñèìâîë àëôàâ³òó �'. Íàïðèêëàä, âèðàç bc b
 �* çàäàº òàêó ìíîæèíó
ñë³â { }bc b b b, , , ,� �� � . Òåðì, ÿêèé çàê³í÷óºòüñÿ ñèìâîëîì � ��', íàçâåìî íîð-
ìàëüíèì. Êîæíèé òåðì t ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ ìíîæèíè íîðìàëüíèõ
òåðì³â { }t tk1, ,� , òàêî¿, ùî t t tk� 
 
1 � (ðîçêëàä íà íîðìàëüí³ ñêëà-
äîâ³). Òåðìè ti íàçâåìî êîìïîíåíòàìè öüîãî ðîçêëàäó. Äëÿ îòðèìàííÿ òàêîãî
ðîçêëàäó âèêîðèñòîâóþòü òîòîæíîñò³ R R R� ��� � òà RS R RS S� �� 
 , ÿê³ çà-

ñòîñîâóþòü, äîïîêè íå áóäå îòðèìàíî îá’ºäíàííÿ íîðìàëüíèõ òåðì³â. Íàïðèê-
ëàä, òåðì ( )a bc
 � �� ïåðåòâîðþºòüñÿ ó ìíîæèíó íîðìàëüíèõ òåðì³â

( )a bc a
 � �� , ( )a bc b
 � �� , ( ) }a bc bc c
 � � �� .

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ ðîçêëàäó òåðìó q íà íîðìàëüí³ ñêëàäîâ³.
1. Êîæíèé òåðì ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ éîãî ðîçêëàäó íà

íîðìàëüí³ ñêëàäîâ³.
2. Íåõàé � �1, ,� k — óñ³ ñèìâîëè, ÿêèìè çàê³í÷óþòüñÿ ��-ñëîâà â àë-

ôàâ³ò³ �', ùî íàëåæàòü òåðìó q . Äëÿ êîæíîãî ç öèõ ñèìâîë³â ðîçêëàä òåðìó q

íà íîðìàëüí³ ñêëàäîâ³ ì³ñòèòü òåðì, ÿêèé çàê³í÷óºòüñÿ öèì ñèìâîëîì.
Äëÿ íîðìàëüíèõ òåðì³â q q1 1 1� �� ³ q q2 2 2� � � , äå � �1 2, ��', âèçíà÷èìî îïå-

ðàö³þ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó ó òàêèé ñïîñ³á. Åëåìåíòàðíèé ïåðåòèí
� � �q q1 1 2 2� � äîð³âíþº ( )( )� � � �q q1 2 1 2� � , ÿêùî � �1 2� àáî îäèí ³ç öèõ ñèì-

âîë³â äîð³âíþº � , ³ äîð³âíþº � ó ïðîòèëåæíîìó ðàç³. Äëÿ íîðìàëüíèõ òåðì³â
ðîçãëÿäàòèìåìî ò³ëüêè åëåìåíòàðí³ ïåðåòèíè, òîìó äëÿ ö³º¿ îïåðàö³¿ âèêîðèñòà-
íî òîé ñàìèé ñèìâîë, ùî ³ äëÿ çâè÷àéíî¿ îïåðàö³¿ ïåðåòèíó.

2. ÌÅÒÎÄ ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈÕ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÜ

Íåõàé R — öå � �-ðåãóëÿðíèé âèðàç. Ïîçíà÷èìî T R( ) òàêó ìíîæèíó òåðì³â,
ùî îá’ºäíàííÿ � �-ñë³â, ÿê³ âîíè çàäàþòü, çá³ãàºòüñÿ ç ìíîæèíîþ � �-ñë³â, ÿêà
çàäàº R . Î÷åâèäíî, ùî çàäàíîìó R ìîæóòü â³äïîâ³äàòè ð³çí³ ìíîæèíè T R( ) .
Ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ �( )R ìíîæèíó R ïðåäñòàâëÿþòü ó âèãëÿä³ ìíîæèíè T R( ),
ùî ñêëàäàºòüñÿ ç íîðìàëüíèõ òåðì³â, ÿê³ íàçèâàòèìåìî ïåðâèííèìè. Äëÿ âè-

ðàç³â R a bc1 � 
� �� � ( ) ³ R a bc2 � 
 � �( ) � ìíîæèíè ïåðâèííèõ òåðì³â çàçâè-

÷àé ìàþòü âèãëÿä
T R a b bc c( ) , ,1 � � � � �{ }� � �� � � ,

T R a bc a a bc b a bc bc c( ) ( ) , ( ) , ( )2 � 
 
 
� � � � � � �{ }� � � .

ßêùî � �-ñëîâî íàëåæèòü �( )R , òî êîæíèé éîãî ïðåô³êñ íàëåæèòü ìíî-
æèí³ � �-ñë³â, çàäàí³é äåÿêèì òåðìîì ³ç T R( ). Äëÿ òåðìó q R� ïîçíà÷èìî
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�R q( ) ï³äìíîæèíó âñ³õ òàêèõ � �-ñë³â, ùî íàëåæàòü q , êîæíèé ïðåô³êñ ÿêèõ
íàëåæèòü ìíîæèí³ � �-ñë³â, çàäàí³é äåÿêèì òåðìîì ³ç T R( ) .

Íåõàé T R q qk( ) , ,� { }1 � . Î÷åâèäíî, ùî � ��

�

R
i

i

k

q R( ) ( )
1

� . Ðîçãëÿíåìî ïî-

áóäîâó � �-ñëîâà, ùî íàëåæèòü �R q( ), äå q T R� ( ) .

Íåõàé q q� �0 0� , äå � 0 ��'. Ïîáóäîâó òàêîãî ��-ñëîâà ïî÷èíàþòü ç òåðìó
t q0 0 0� � � . Âîíà º íåñê³í÷åííèì ïîêðîêîâèì ïðîöåñîì, íà k-ìó êðîö³ ÿêîãî
( , , )k �1 2 � óòâîðþºòüñÿ òåðì tk âèãëÿäó �qk k� �� 0 , äå � i ��' (i k� 0, ... , ). Öåé
òåðì âèçíà÷àº � �( )k 1 -ñóô³êñ � �k� 0 � �-ñëîâà, ÿêå áóäóþòü.

Ïåðâèííèé òåðì t º çàñòîñîâíèì äî òåðìó �, ÿêùî � � � �t . Éîãî çàñòîñó-
âàííÿ äàº ïðåäñòàâëåííÿ ðåçóëüòàòó öüîãî ïåðåòèíó ó âèãëÿä³ ìíîæèíè íîð-
ìàëüíèõ òåðì³â.

Âèêîíàííÿ k-ãî êðîêó öüîãî ïðîöåñó ïîëÿãàº ó çàñòîñóâàíí³ äåÿêîãî ïåð-
âèííîãî òåðìó ç T R( ) äî âèðàçó � �qk 1 ó òåðì³ tk�1, âèáîð³ ç îòðèìàíî¿ ìíîæèíè
íîðìàëüíèõ òåðì³â îäíîãî òåðìó, ³ çàì³í³ öèì òåðìîì òåðìó � �qk 1. Ó ðåçóëüòàò³
îòðèìàºìî òåðì � �qk k k� � �1 0� . Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïåðåòèíó òåðì³â ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè àëãîðèòì ç [8].

Îïåðàö³ÿ ïåðåòèíó ñêëàäíèõ òåðì³â ìîæå âèÿâèòèñÿ äîâîë³ ãðîì³çäêîþ, ùî
ñóòòºâî óñêëàäíþº ðîçãëÿäóâàíèé ïðîöåñ. Òîìó çàïðîïîíîâàíî ïåðåòèíè, âèêî-
íóâàí³ íà êîæíîìó êðîö³, îáìåæèòè ò³ëüêè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòèíàìè íîðìàëü-
íèõ òåðì³â. Äëÿ öüîãî ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñêëàäåíîãî òåðìó. Òàêèé òåðì º ïåðåòè-
íîì äåê³ëüêîõ òåðì³â, íàïðèêëàä � �1 � �� k . Ñêëàäåíèé òåðì íàçèâàòèìåìî
íîðìàëüíèì, ÿêùî âñ³ òåðìè � i çàê³í÷óþòüñÿ îäíèì ³ òèì ñàìèì ñèìâîëîì � ��'.
Íîðìàëüíèé ñêëàäåíèé òåðì ïðåäñòàâëÿòèìåìî ó âèãëÿä³ ( )� � �1 � �� k , äå
( )� �1 � �� k íàçèâàòèìåìî éîãî ïðåô³êñîì. Òåðì ��, ïðåô³êñ � ÿêîãî íå ì³ñòèòü
îïåðàö³é ïåðåòèíó, íàçèâàòèìåìî ïðîñòèì. Çàçíà÷èìî, ùî ïðîñòèé òåðì º îêðå-
ìèì âèïàäêîì ñêëàäåíîãî òåðìó.

Ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ k-ãî êðîêó ðîçãëÿäóâàíîãî ïðîöåñó, àíàëîã³÷íî òîìó, ÿê
öå áóëî îïèñàíî âèùå, ïåðâèííèé òåðì t çàñòîñîâóþòü äî ïðåô³êñà � �qk 1 òåðìó
tk�1. Öåé ïðåô³êñ ïðåäñòàâëÿþòü ó âèãëÿä³ ìíîæèíè (îá’ºäíàííÿ) íîðìàëüíèõ
ñêëàäåíèõ òåðì³â. Ç ö³º¿ ìíîæèíè âèáèðàþòü îäèí òåðì ³ âèêîíóþòü éîãî åëå-
ìåíòàðíèé ïåðåòèí ç ïåðâèííèì òåðìîì t. Îòðèìàíèé ó ðåçóëüòàò³ òåðì
çàì³íþº � �qk 1, ùî äàº òåðì t qk k k k� � �� � �1 0� . Ï³ä ÷àñ öèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ ð³âíîñèëüíîñò³ äëÿ ìíîæèí: A A C A1 1� 
 �( ) òà
A A C A
 � �( )1 , äå A A1 � . ßêùî â ðåçóëüòàò³ çàñòîñóâàííÿ ïåðâèííîãî òåð-
ìó äî ïðåô³êñà ñêëàäåíîãî òåðìó � ðåçóëüòàòè âñ³õ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòèí³â áó-
äóòü ïîðîæí³ìè, òî öåé ïåðâèííèé òåðì íå º çàñòîñîâíèì äî ïðåô³êñà òåðìó �.

Ðåçóëüòàò íåïîâíîãî ïåðåòèíó òåðìó �qk ç ïåðâèííèì òåðìîì t (ÿêùî öåé
ïåðåòèí íå º ïîðîæí³ì) õàðàêòåðèçóºòüñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî t t� �� (� � �), òî âñ³ � �-ñëîâà, ùî íàëåæàòü ïåðåòèíó

� �q tk , çàê³í÷óþòüñÿ ñèìâîëîì �. ßêùî t t� � � , à � �1, ,� k — óñ³ ñèìâîëè,
ÿêèìè çàê³í÷óþòüñÿ íîðìàëüí³ ñêëàäîâ³ òåðìó �qk , òî äëÿ êîæíîãî ç öèõ ñèì-
âîë³â íåïîâíèé ïåðåòèí ì³ñòèòü òåðì, ùî çàê³í÷óºòüñÿ öèì ñèìâîëîì.

Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâàº ç âëàñòèâîñòåé ðîçêëàäó òåðìó íà íîðìàëüí³ ñêëàäîâ³.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåðìó t R bc� �
1 � � äî òåðìó

� � ��q R bc R1 2� , äå R a bc1 � 
 � �( )� � , R ab c2 � 
 �( ) � . Ïåðåòâîðèìî �q â îá’-

ºäíàííÿ íîðìàëüíèõ òåðì³â, çàñòîñóâàâøè òîòîæí³ñòü RS R RS S* *� 
 äî òåðìó

R bc1 �* òà òîòîæí³ñòü R R R� ��� � äî òåðìó R2 , ùî äàº ( )*R bc R bc1 1
 �� �
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� 
 � � 
 � 
 �� �R ab c R b R c R bc R a b R bc R c2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )� � . Äëÿ êîæíîãî

ç îòðèìàíèõ íîðìàëüíèõ ñêëàäåíèõ òåðì³â âèêîíàºìî éîãî åëåìåíòàðíèé ïåðå-

òèí ç òåðìîì R bc1 � �� . Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ( )R b R R bc c1 2 1� � 
��


 � 
 �� �( ) ( )R bc R a b R bc R c1 2 1 2� � . Çàñòîñóâàííÿ ð³âíîñèëüíîñò³ A A C A
 � �( )

äàº ( )R bc R a b1 2�� � 
 ( )R bc R c1 2�� � .

Âèðàç t qk k k� � � �� 0 (k �1 2, ,� ), îòðèìàíèé ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè � �-ñëîâà, ùî

íàëåæèòü � �R q( )0 0� , íàçèâàòèìåìî k-ïðîäîâæåííÿì òåðìó �q0 0� . Î÷åâèäíî, ùî

t tk k� �1 . ²ç öüîãî âèïëèâàº, ùî êîæíå � �-ñëîâî, ÿêå íàëåæèòü k-ïðîäîâæåííþ
òåðìó �q0 0� , ì³ñòèòüñÿ ó ìíîæèí³ � �-ñë³â, çàäàí³é òåðìîì �q0 0� . Îïèñàíèé
íåñê³í÷åííèé ïðîöåñ âèçíà÷àº äåÿêå � �-ñëîâî � � � �� �2 1 0 , ïðîòå íå êîæíå òàêå

��-ñëîâî íàëåæèòü �q0 0� , à â³äïîâ³äíî, é� �R q( )0 0� . ßê âèïëèâàº ç [9, 10], äîñòàò-

íüî ðîçãëÿäàòè ò³ëüêè êâàç³ïåð³îäè÷í³ � �-ñëîâà, ÿê³ ïîðîäæåíî ó òàêèé ñïîñ³á.
Êîæíîìó k-ïðîäîâæåííþ (k �1 2, ,� ) òåðìó �q0 0� â³äïîâ³äàº ïîñë³äîâí³ñòü

çàñòîñîâàíèõ ïåðâèííèõ òåðì³â ³ âèá³ð òåðì³â ³ç ðåçóëüòàò³â ¿õíüîãî çàñòîñóâàí-
íÿ. Íåõàé ó ïîñë³äîâíîñò³ k-ïðîäîâæåíü (k �1 2, ,� ) º äâà òàê³ âèðàçè ti ³ t j

(i j� ), ùî � � � � �q q qi i j j� � �, ùî, ÿê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, çàâæäè º ìîæëèâèì
÷åðåç ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ òåðì³â âèãëÿäó �qk k� . Òåðì � � �qk k1 1� íàçâåìî
åëåìåíòàðíèì ïðîäîâæåííÿì òåðìó �qk . Ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè
ïîñë³äîâí³ñòü åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü òåðì³â � � �q qi j, ,� 1 íàäàë³ áóäå
ïåð³îäè÷íî ïîâòîðþâàòèñÿ, òîáòî äëÿ êîæíîãî k i� åëåìåíòàðíå ïðîäîâæåííÿ
òåðìó �qk äîð³âíþº åëåìåíòàðíîìó ïðîäîâæåííþ òåðìó � � �qk j i( ) . Âèðàç t j ìàº
âèãëÿä �q pr� , äå p j i� �� �1� , r i i� �� �1� . Ó öüîìó ïðîöåñ³ êîæíå

i j i n� �( ) -ïðîäîâæåííÿ òåðìó �q0 0� (n �1 2, ,� ) ìàº âèãëÿä �q p rn
� , ùî ó ðàç³

n 
 � äàº êâàç³ïåð³îäè÷íå � �-ñëîâî p r�� . Õî÷à êîæíå k-ïðîäîâæåííÿ

( , ,k �1 2 � ) òåðìó �q0 0� º ï³äìíîæèíîþ ìíîæèíè � �-ñë³â, ÿêà çàäàíà òåðìîì

�q0 0� , � �-ñëîâî p r�� ìîæå íå íàëåæàòè �q0 0� , à â³äïîâ³äíî, ³ ìíîæèí³

� �R q( )0 0� . Öå ìîæå áóòè ò³ëüêè â òîìó ðàç³, ÿêùî p q� � ��
�. ßêùî p q� � ��

�,

òî ê³ëüê³ñòü ïîñë³äîâíèõ ïîâòîðåíü â³äð³çêà p ó ïîðîäæóâàíîìó � �-ñëîâ³ ìîæå
áóòè ò³ëüêè ñê³í÷åííîþ, ³ ï³ñëÿ äîâ³ëüíîãî ñê³í÷åííîãî ÷èñëà òàêèõ ïîâòîðåíü
ïðîöåñ ïîáóäîâè � �-ñëîâà ïðîäîâæóºòüñÿ.

Óñ³ � �-ñëîâà, ÿê³ ìîæóòü áóòè ïîðîäæåí³ îïèñàíèì ïðîöåñîì, ïî÷èíàþ÷è
ç òåðìó q q� �0 0� , ³ íàëåæàòü ìíîæèí³ � �-ñë³â, çàäàí³é öèì òåðìîì, íàçâåìî ïðè-
ïóñòèìèìè ïðîäîâæåííÿìè òåðìó q. Îòæå, êîæíå ïðèïóñòèìå ïåð³îäè÷íå ïðî-

äîâæåííÿ òåðìó �q0 0� ìàº âèãëÿä p�� , äå p q� � ��
�0 0 . ×àñòî çàì³ñòü ö³º¿ óìîâè

ïðèïóñòèìîñò³ çðó÷í³øå âèêîðèñòîâóâàòè äåùî â³äì³ííó óìîâó. Íåõàé p p� �� 0 .

Î÷åâèäíî, ùî ( ) ( )� � �� �p p� � �
� �

0 0 0 . Îòæå, ÿêùî ( )� � �
�

0 0 0 0� � ��p q , òî

( ' ) '�
�

0 0p q� � .

Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî îá’ºäíàííÿ âñ³õ ïðèïóñòèìèõ ïðîäîâæåíü òåðìó

q q� �0 0� äîð³âíþº ìíîæèí³� �R q( )0 0� . Ä³éñíî, íåõàé g � � �� � � �2 1 0 íàëåæèòü

� �R q( )0 0� , òîä³ ³ñíóº òàêà ïîñë³äîâí³ñòü ïåðâèííèõ òåðì³â � �1 2, ,� , ùî

� i-ïðåô³êñ � �-ñëîâà g íàëåæèòü òåðìó � i . Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ ïîáóäîâè ïðîäîâ-
æåííÿ òåðìó �q0 0� , â ÿêîìó íà k-ìó êðîö³ (k �1 2, ,� ) çàñòîñîâóâàòèìåìî òåðì �k .
Çàçíà÷èìî, ùî íà ï³äñòàâ³ òâåðäæåííÿ 1 íåïîâíèé ïåðåòèí òåðì³â �k ³ � �qk 1 ì³ñòèòü
íîðìàëüíèé òåðì, ÿêèé çàê³í÷óºòüñÿ ñèìâîëîì � �k . Ç öèõ òåðì³â âèáèðàþòü òàêèé,
ùî éîãî ïåðåòèí ç �k�1 íå º ïîðîæí³ì. Î÷åâèäíî, ùî ïðîäîâæåííÿ, ÿêå îòðèìóþòü
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ó òàêèé ñïîñ³á, çá³ãàºòüñÿ ç ��-ñëîâîì g , à îñê³ëüêè âîíî íàëåæèòü ìíîæèí³
� �-ñë³â, çàäàí³é òåðìîì �q0 0� , òî öå ïðîäîâæåííÿ º ïðèïóñòèìèì.

Ìåòîä ïîáóäîâè ��-ñëîâà ç�R
iq( ), â ÿêîìó âèêîðèñòîâóþòü íåïîâí³ ïå-

ðåòèíè, íàçâåìî ìåòîäîì íåïîâíèõ ïåðåòèí³â.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé T R a b b a( ) ,� � � � �{ }� � � �� � . Ïîáóäóºìî ïðîäîâæåííÿ

òåðìó � � � �q a b0 0�
�� � . Òóò � � � �q a0 � �� , à � 0 � b. Äî �q0 çàñòîñîâí³ îáèäâà

ïåðâèíí³ òåðìè. Ïåðåòèí � �� ��a ç � �� ��a b äàº îäèí òåðì � �� ��a b, îòæå,
1-ïðîäîâæåííÿ òåðìó �q0 0� äîð³âíþº � �� ��a bb . Íà öüîìó ïðîöåñ ìîæíà çàâåð-

øèòè, ÷îìó â³äïîâ³äàº ïîâòîðþâàíèé â³äð³çîê b. Îñê³ëüêè ��-ñëîâî b�� íå íàëå-

æèòü � �� ��a b, òî âîíî íå º ïðèïóñòèìèì ïðîäîâæåííÿì öüîãî òåðìó. ßêùî äî

�q0 çàñòîñóâàòè òåðì � �� ��b a , îòðèìàºìî � �� ��b a , îòæå, 1-ïðîäîâæåííÿ

äîð³âíþº � �� ��b ab. Çàñòîñóâàâøè äî � �� ��b çíîâó òåðì � �� ��b a , îòðèìàºìî

2-ïðîäîâæåííÿ � �� ��b aab . Çàñòîñóâàâøè äî � �� ��b òåðì � �� ��a b , îòðè-

ìàºìî 3-ïðîäîâæåííÿ � �� ��a baab . Îòæå, ìàºìî ïîâòîðþâàíèé â³äð³çîê aab.

Îñê³ëüêè ( )aab a b� � ��� �� � , òî öå ��-ñëîâî º ïðèïóñòèìèì ïðîäîâæåííÿì òåð-

ìó � �� ��a b. Âèêîðèñòîâóþ÷è ³íøèé êðèòåð³é ïðèïóñòèìîñò³, îòðèìàºìî ïîâòî-

ðþâàíèé â³äð³çîê baa, îñê³ëüêè ( )baa a� � ��� �� � , òî ( )baa b�� º ïðèïóñòèìèì

ïðîäîâæåííÿì òåðìó � �� ��a b. Î÷åâèäíî, ùî ( ) ( )aab baa b� ��� � .

3. ÃÐÀÔ ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈÕ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÜ

Äëÿ îòðèìàííÿ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ÿêèé çàäàº ìíîæèíó ��-ñë³â �( )R ,
äå R ïîäàíî ó âèãëÿä³ T R( ), íà îñíîâ³ îïèñàíî¿ òåõí³êè áóäóºòüñÿ îð³ºíòîâà-
íèé ðîçì³÷åíèé ãðàô, ÿêèé íàçâàíî ãðàôîì åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü. Âåð-
øèíàìè öüîãî ãðàôó º íîðìàëüí³ òåðìè âèãëÿäó �q �, äå �q íàçèâàòèìåìî ïðå-
ô³êñîì âåðøèíè, à � ��' — ¿¿ ïîçíà÷êîþ. Äëÿ íàî÷íîñò³ íàäàë³ ïðåô³êñ ³ ïî-
çíà÷êó âåðøèíè ðîçä³ëÿòèìåìî êðàïêîþ. Âåðøèíè, â ÿê³ ç âåðøèíè �q .�
âåäóòü äóãè, âèçíà÷àþòü ó òàêèé ñïîñ³á. Äî ïðåô³êñà �q âåðøèíè �q .�
âèêîðèñòîâóþòü âñ³ çàñòîñîâí³ äî íüîãî ïåðâèíí³ òåðìè. Ó ðåçóëüòàò³ îòðè-
ìóþòü ìíîæèíó íîðìàëüíèõ òåðì³â �qi i� (i �1 2, , ... ), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü âåðøè-
íàì, â êîæíó ç ÿêèõ ³ç âåðøèíè �q .� âåäå äóãà, ùî â³äçíà÷åíà ñèìâîëîì � i .

Ïîáóäîâó ãðàôó ïî÷èíàþòü ç âåðøèí, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ïåðâèííèì òåðìàì. Ö³
âåðøèíè íàçèâàòèìåìî ïî÷àòêîâèìè. Ïðîöåñ çàâåðøóþòü òîä³, êîëè âæå íå áóäóòü
ç’ÿâëÿòèñÿ íîâ³ âåðøèíè. Ïîêàæåìî, ùî ê³ëüê³ñòü âåðøèí ó òàêîìó ãðàô³ ñê³í÷åííà.

Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ïîíÿòòÿ ïðåô³êñà ïðîñòîãî òåðìó q � �� � .
1. Êîæíèé òåðì º ñâî¿ì ïðåô³êñîì.
2. ßêùî òåðì q íîðìàëüíèé, òîáòî ìàº âèãëÿä �q �, òî �q — éîãî ïðåô³êñ.
3. ßêùî òåðì q íå º íîðìàëüíèì, òî âñ³ òåðìè, ùî íàëåæàòü éîãî ðîçêëàäó

íà íîðìàëüí³ ñêëàäîâ³, º éîãî ïðåô³êñàìè.
4. Ïðåô³êñ êîæíîãî ïðåô³êñà òåðìó º éîãî ïðåô³êñîì.
Ìíîæèíó âñ³õ íîðìàëüíèõ ïðåô³êñ³â òåðìó q ïîçíà÷èìî Prefn ( )q . Íàïðèê-

ëàä, äëÿ òåðìó q a bc� 
 � �( )� � ìàºìî Prefn { }( ) , , ,q qa qbc qb qbc� �� � . Ââàæà-
òèìåìî, ùî Prefn Prefn Prefn( ) ( ) ( )q q q q1 2 1 2
 � 
 .

Äâà íîðìàëüí³ ïðîñò³ òåðìè �q1 1� òà �q2 2� , äå � �1 2, ��', íàçâåìî óçãîäæå-
íèìè, ÿêùî � �1 2� àáî îäèí ³ç öèõ ñèìâîë³â º � . Êîìïîíåíòè ñêëàäåíîãî òåð-
ìó, ùî â³äïîâ³äàº âåðøèí³ ãðàôó, óòâîðþþòü ìíîæèíó ïîïàðíî óçãîäæåíèõ
òåðì³â, ÿê³ íàëåæàòü Prefn ( ( ))T R . Îòæå, ê³ëüê³ñòü âåðøèí ãðàôó íå ïåðåâèùóº
ê³ëüêîñò³ óñ³õ ï³äìíîæèí ìíîæèíè Prefn ( ( ))T R , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
ïîïàðíî¿ óçãîäæåíîñò³.
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Ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñê³í÷åííèé àâòîìàò.
Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è àâòîìàòíó òåðì³íîëîã³þ, äóãó ( , , )q q1 2� ó ãðàô³ åëåìåí-
òàðíèõ ïðîäîâæåíü, íàçèâàòèìåìî ïåðåõîäîì ç ïîçíà÷êîþ �, ùî âåäå ç q1 ó q2 .

Íåõàé ç âåðøèíè q º äâà ïåðåõîäè: ( , , )q q� 1 ³ ( , , )q q� 2 . Ïåðåõ³ä ( , , )q q� 2 íà-
çèâàòèìåìî íåñóòòºâèì, ÿêùî q q2 1� , òîáòî ìíîæèíà ��-ñë³â, ùî çàäàíà âèðàçîì
q2 , º ï³äìíîæèíîþ ìíîæèíè, ÿêà çàäàíà âèðàçîì q1. Öå âèçíà÷åííÿ â³äïîâ³äàº
òîìó, ùî ìíîæèíà ïðèïóñòèìèõ ïðîäîâæåíü âåðøèíè q2 ì³ñòèòüñÿ ó ìíîæèí³
ïðèïóñòèìèõ ïðîäîâæåíü âåðøèíè q1, òîìó ïåðåõ³ä ( , , )q q� 2 ìîæíà âèäàëèòè.

Âåðøèíè q1 ³ q2 ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü íàçèâàòèìåìî åêâ³âàëåí-
òíèìè, ÿêùî ïåðåõîäè ç íèõ âåäóòü â îäíó é òó ñàìó ìíîæèíó âåðøèí.
Îá’ºäíàííÿ åêâ³âàëåíòíèõ âåðøèí º åêâ³âàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì ãðàôó, îäíàê
éîãî íå çàâæäè äîö³ëüíî âèêîíóâàòè.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî � �-ñëîâî � � � �� �2 1 0 ïðåäñòàâëåíî âåðøèíîþ q ãðàôó,
ÿêùî ³ñíóº òàêà ïîñë³äîâí³ñòü âåðøèí q q q0 1 2� , äå q q0 � , ùî äëÿ êîæíîãî
i � 0 1 2, , ,� ç âåðøèíè qi ó âåðøèíó qi�1 âåäå äóãà, ÿêà â³äçíà÷åíà ñèìâîëîì � � i .

Ç êîæíîþ âåðøèíîþ q ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü àñîö³þºòüñÿ ìíî-
æèíà W q( ) óñ³õ � �-ñë³â, ïðåäñòàâëåíèõ âåðøèíîþ q . ßêùî âåðøèíà q ìàº ïî-
çíà÷êó �, òî ìíîæèíó W q( )� íàçèâàòèìåìî ìíîæèíîþ � �-ñë³â, ùî
çàê³í÷óþòüñÿ ó âåðøèí³ q .

Ç âèçíà÷åííÿ W q( ) âèïëèâàº òàêå: ÿêùî ãðàô ìàº ïåðåõ³ä ( , , )q q1 2� , òî
W q W q( ) ( )2 1� � .

4. ÑÈÑÒÅÌÀ Ð²ÂÍßÍÜ, ßÊÓ ÂÈÇÍÀ×Àª ÃÐÀÔ ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈÕ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÜ

ßêùî âñ³ äóãè, ùî âèõîäÿòü ç âåðøèíè q ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, âå-
äóòü äî âåðøèí q qk1, ,� ³ â³äçíà÷åí³ â³äïîâ³äíî ñèìâîëàìè � �1, ,� k , òîä³
W q W q W qk k( ) ( ) ( )� 
 
1 1� �� . Îòæå, âåðøèíè ãðàôó âèçíà÷àþòü ñèñòåìó
ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç íåâ³äîìèìè W q W qn( ), ... , ( )1 , äå n — ê³ëüê³ñòü âåðøèí
ó ãðàô³. ²íòåðåñ ñòàíîâèòü íå äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè [11], à ðîçâ’ÿçîê,
ùî çàäàº ìíîæèíè âñ³õ � �-ñë³â, ïðåäñòàâëåíèõ êîæíîþ âåðøèíîþ êîíêðåòíîãî
ãðàôó. Öå ñóòòºâî îáìåæóº ìíîæèíó ìîæëèâèõ ðîçâ’ÿçê³â ³, ÿê íàñë³äîê, äàº
ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. Ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàí-
íÿ ð³âíÿíü âèãëÿäó R RS� àáî R RS R� 
 1 ç îäí³ºþ íåâ³äîìîþ R , äå R ,
R1 � �� � , S � �� . Ïåðøå ð³âíÿííÿ ìàº ðîçâ’ÿçîê S �� , à äðóãå — R S S1

� �
 � ,

ùî ëåãêî ïåðåâ³ðèòè ï³äñòàâëåííÿì ðîçâ’ÿçêó â ð³âíÿííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó ìíî-
æèíè W qi( ) íå çàëåæàòü â³ä òåðì³â, ùî â³äïîâ³äàþòü âåðøèíàì.

ßêùî ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèçíà÷åííÿ ìíîæè-
íè �( )R , ñóòòºâå çíà÷åííÿ ìàº âèãëÿä òåðì³â, ùî â³äïîâ³äàþòü âåðøèíàì ãðàôó,
îñê³ëüêè íå êîæíå � �-ñëîâî, ùî çàê³í÷óºòüñÿ ó âåðøèí³ q q� �.�, ìîæå íàëåæàòè
� �R q( )� . ßê ïîêàçàíî âèùå, äëÿ âèäàëåííÿ � �-ñë³â, ÿê³ íå íàëåæàòü � �R q( )� ,

ïîòð³áíî ïåðåâ³ðÿòè âèêîíóâàí³ñòü âêëþ÷åíü âèãëÿäó p q� ��
�' , äå p � �( )�' .

Äëÿ âåðøèíè q q� �.� ìíîæèíó� �R q( )� ïîçíà÷èìî Q , à â³äïîâ³äíó ìíîæèíó
� �-ñë³â, ïðåäñòàâëåíèõ âåðøèíîþ q — �Q . Îòæå, Q Q� ��. Î÷åâèäíî, ùî ð³âíÿííÿ
çàëèøàþòüñÿ ä³éñíèìè, ÿêùî â íèõ íåâ³äîì³ W qi( ) çàì³íèòè íà �Qi . Íàÿâí³ñòü
ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ äëÿ �Qi âèðàçó �Qi � ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî �Qi ìîæå ì³ñòèòè
ïåð³îäè÷íå � �-ñëîâî �

�� . Íåõàé òåðì, ùî â³äïîâ³äàº âåðøèí³ qi ãðàôó åëåìåí-

òàðíèõ ïðîäîâæåíü, ìàº âèãëÿä q qi i i� �� . Îñê³ëüêè êîæíå � �-ñëîâî ç ìíîæèíè �Qi
íàëåæèòü �qi , òî ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü íåîáõ³äíî ïåðåâ³ðÿòè âèêîíó-
âàí³ñòü âêëþ÷åííÿ �

�� � �qi . Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ó ïðàâ³é ÷àñ-

òèí³ ð³âíÿííÿ äëÿ �Qi ìîæå ç’ÿâèòèñÿ âèðàç âèãëÿäó �Q Si ( ( ) )S � ��' , äëÿ ÿêîãî

òàêîæ ñë³ä ïåðåâ³ðÿòè âèêîíóâàí³ñòü âêëþ÷åííÿ ( )S qi
� � �� .
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Íàâåäåìî ðîçâ’ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óêàçàí³ îáìåæåííÿ, äëÿ òàêèõ ÷î-
òèðüîõ òèï³â ð³âíÿíü. Íåõàé q q� ��, S S1 2, ( )� ��' , R1 � �� � .

1. Äëÿ ð³âíÿííÿ � � �Q Q S ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä � � �Q S � , ÿêùî S q� � �� ,
³íàêøå � � �Q .

2. Äëÿ ð³âíÿííÿ � � � 
 �Q Q S Q S1 2 ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä � � 
 �Q S S( )1 2
� ,

ÿêùî ( ) , ( )S S q1 2
� � � �� � , ³ � � � �Q S S( ( ) )1 2

� , ÿêùî ( )S q1
� � �� , à ( )S q2

� � �� ,

ñèòóàö³ÿ ( ) , ( )S S q1 2
� � � �� � âèíèêàº ó ðàç³ îá’ºäíàííÿ åêâ³âàëåíòíèõ âåðøèí,

ÿêå ó öüîìó âèïàäêó ðîáèòè íåäîö³ëüíî.
3. Äëÿ ð³âíÿííÿ � � � 
Q Q S R1 ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä � � 
� �Q R S S1

� , ÿêùî

S q� � �� , ³íàêøå � � �Q R S1 .

4. Äëÿ ð³âíÿííÿ � � � 
 � 
Q Q S Q S R1 2 1 ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä

� � 
 
 
� �Q R S S S S1 1 2 1 2( ) ( ) � , ÿêùî ( ) , ( )S S q1 2
� � � �� � ,

� � 
 
� � �Q R S S S S1 1 2 1 2( ) ( ( ) ) � , ÿêùî ( )S q1
� � �� , ( )S q2

� � �� ,

� � 
 �Q R S S1 1 2( ) , ÿêùî ( ) , ( )S S q1 2
� � � �� � .

Íàâåäåìî äåê³ëüêà çàóâàæåíü ùîäî öèõ ðîçâ’ÿçê³â. Îñê³ëüêè çì³ííèìè
º ìíîæèíè �Qi , ÿê³ â³äïîâ³äàþòü âåðøèíàì q qi i i� �� , òî âêëþ÷åííÿ, ÿê³ ïå-
ðåâ³ðÿþòü, ìàþòü âèãëÿä S qi

� � �� . ßêùî S qi
� � �� , òî ê³ëüê³ñòü ïîñë³äîâíèõ

ïîâòîðåíü S ìîæå áóòè ò³ëüêè ñê³í÷åííîþ, ÷îìó â³äïîâ³äàº S � . Ââàæàòèìåìî,
ùî ç ( ) , ( )S S q1 2

� � � �� � âèïëèâàº ( )S S q1 2
 � ��� .

Ï³ä ÷àñ îö³íþâàííÿ âèêîíóâàíîñò³ â³äíîøåííÿ � äëÿ ñêëàäåíèõ òåðì³â âè-
êîðèñòîâóþòü òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: Q R Q� � ; Q R Q R� � �1 2 , ÿêùî
R R1 2� ; Q R Q R1 1 2 2� � � , ÿêùî Q Q1 2� ³ R R1 2� .

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü â³äíîñíî íåâ³äîìèõ �Qi , ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ïî÷àò-
êîâèì âåðøèíàì ãðàôó, âèçíà÷àº ìíîæèíó âñ³õ ïðèïóñòèìèõ ïðîäîâæåíü ïåð-
âèííèõ òåðì³â, òîáòî � � 
 
 � � 
 
 �( )R Q Q Q Qk k k1 1 1� �� � , äå q qk1, ,� —
óñ³ ïî÷àòêîâ³ âåðøèíè, à � �1, ,� k — â³äïîâ³äíî ¿õí³ ïîçíà÷êè.

Ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè �( )R ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òâåðäæåííÿ, â³äïîâ³äíå
òâåðäæåííþ 1 [4], ÿêå â öüîìó âèïàäêó ìàº òàêèé âèãëÿä.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé q qk1, ,� — óñ³ ïî÷àòêîâ³ âåðøèíè, â ÿê³ âåäóòü äóãè ç

ïî÷àòêîâî¿ âåðøèíè q. Òîä³ ó âèðàç³�( )R çàì³ñòü Q Qk1 
 
� ìîæíà âèêîðèñòîâó-
âàòè �Q . Çîêðåìà, ÿêùî q qk1, ,� — óñ³ ïî÷àòêîâ³ âåðøèíè, òîáòî q q qk�{ }1, ,� ³
äóãà, ÿêà âåäå ç q â q , â³äçíà÷åíà ïîçíà÷êîþ ö³º¿ âåðøèíè, òîä³ � � �( )R Q .

Ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü ìåòîäîì íåïîâíèõ ïåðå-
òèí³â âèíèêàº çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ïîðîæíîñò³ âåðøèí, ÿê³ º ñêëàäåíèìè òåðìà-
ìè. Öÿ çàäà÷à ÷àñòêîâî ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíà ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè ãðàôó åëåìåí-
òàðíèõ ïðîäîâæåíü. Òàê, áóäü ÿêà âåðøèíà, ç ÿêî¿ º äîñÿæíîþ íåïîðîæíÿ âåð-
øèíà, íàïðèêëàä âåðøèíà, ùî â³äïîâ³äàº ïðîñòîìó òåðìó, º íåïîðîæíüîþ.
Òîìó ïîðîæí³ìè ìîæóòü áóòè ò³ëüêè âåðøèíè, ùî íàëåæàòü ìíîæèí³ âåðøèí
ãðàôó, ç ÿêèõ íå º äîñÿæíîþ æîäíà ïðîñòà âåðøèíà. Îòæå, ÿêùî ó ãðàô³ íåìàº
òàêî¿ ìíîæèíè âåðøèí, òî â íüîìó íåìàº é ïîðîæí³õ âåðøèí. Ïîðîæí³ñòü âåð-
øèí, ÿê³ íàëåæàòü òàê³é ìíîæèí³ âåðøèí, âèçíà÷àþòü ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòå-
ìè ð³âíÿíü, ùî â³äïîâ³äàº ãðàôó.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ïîáóäîâè ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü òà ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ð³âíÿíü, ÿê³ â³í âèçíà÷àº.

Ïðèêëàä 2. Âèçíà÷èìî�( )R äëÿ R ba a b� 
 � �( )� � . Òóò T R Rba Ra b( ) ,� �{ }� ,

³ ãðàô ìàº äâ³ ïî÷àòêîâ³ âåðøèíè q Rb a1 � . òà q Ra b2 � �� . .
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Ðîçãëÿíåìî ïåðåõîäè ç âåðøèíè Rb a. . Äî Rb çàñòîñîâíèé ò³ëüêè ïåðâèííèé
òåðì Ra b�� . Íåïîâíèé ïåðåòèí Rb Ra b� �* äàº âåðøèíó q R Ra b3 � �( ).*� .

Îòæå, ìàºìî ïåðåõ³ä ( , , )q b q1 3 .
Ïîáóäóºìî ïåðåõîäè ç q Ra b2 � �� . . Äî Ra�* çàñòîñîâí³ îáèäâà ïåðâèíí³

òåðìè. Â³äïîâ³äí³ ïåðåòèíè ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

Ra Rba Ra Ra Rba R Rb a Ra Rb a� � � �� � �� � 
 � � � 
 �( ) ( ). ( ). ;

Ra Ra b Ra b� � �� � �� � . .

Îòæå, ìàºìî ïåðåõîäè: ( , , )q a q2 4 , ( , , )q a q2 5 òà ( , , )q b q2 2 , äå q R Rb a4 � �( ). ,
q Ra Rb a5 � �( ).*� .

Ïîáóäóºìî ïåðåõîäè ç q R Ra b3 � �( ).*� . Äî ( )*R Ra� � çàñòîñîâí³ îáèäâà

ïåðâèíí³ òåðìè. Â³äïîâ³äí³ ïåðåòèíè ìàþòü âèãëÿä ( )*R Ra Rba� �� òà

( )* *R Ra Ra b� �� � . Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî ( )*R Ra� � â îá’ºäíàííÿ íîðìàëüíèõ

ñêëàäåíèõ òåðì³â: ( ) ( ) ( ) ( )*R Ra Rba Ra b Ra Ra Rb R a� � 
 � 
 � � 
� �� � � �


 � 
� �( )Rb Ra a Ra b� � . Íåïîâíèé ïåðåòèí öüîãî âèðàçó ç Rba äàº

( ). ( ).Rb R a Rb Ra a� 
 � �� , à ïåðåòèí ç Ra b�� äàº Ra b�� . . Îòæå, ìàºìî ïåðåõî-
äè: ( , , )q a q3 4 , ( , , )q a q3 5 ³ ( , , )q b q3 2 .

Ïîáóäóºìî ïåðåõîäè ç q R Rb a4 � �( ). . Äî ( )R Rb� çàñòîñîâíèé ò³ëüêè òåðì
Ra b�� . Â³äïîâ³äíèé ïåðåòèí ìàº âèãëÿä R Rb Ra b Rba Ra b� � � 
 �� �� �( )

� � � � � �� � �Rb Ra b Rb Ra b R Ra b� � �( ). . Îòæå, ìàºìî ïåðåõ³ä ( , , )q b q4 3 .

Ïîáóäóºìî ïåðåõîäè ç q Ra Rb a5 � ��( ) .� . Äî ( )Ra Rb�� � çàñòîñîâíèé ò³ëüêè

ïåðâèííèé òåðì Ra b�� . Â³äïîâ³äíèé ïåðåòèí ìàº âèãëÿä Rb Ra Ra b� � �� �� �

� � � �� �Rb Ra b R Ra b� �( ). , ùî äàº ïåðåõ³ä ( , , )q b q5 3 .

Ç îòðèìàíèõ ïåðåõîä³â âèïëèâàº, ùî âåðøè-
íà q3 åêâ³âàëåíòíà q2 , à âåðøèíè q4 ³ q5 åêâ³âà-
ëåíòí³ q1. Îá’ºäíàâøè åêâ³âàëåíòí³ âåðøèíè, îò-
ðèìàºìî ãðàô, íàâåäåíèé íà ðèñ. 1.

Ð³âíÿííÿ, ÿê³ âèçíà÷àº öåé ãðàô, ìàþòü òàêèé
âèãëÿä: � � �Q Q b1 2 , �Q2 � � 
 �Q a Q b1 2 . Îòæå, � �Q2

� � 
 �Q ba Q b2 2 . Îñê³ëüêè ( ) *ba Ra� �� � , à b Ra� ��� � , òî � � � �Q bab2 ( ) � .

Â³äïîâ³äíî äî òâåðäæåííÿ 2 ìàºìî � � � � � �( ) ( )R Q bab2
� .

Ïðèêëàä 3. Âèçíà÷èìî �( )R äëÿ R d c� � � �� � �� . Òóò T R( ) �

� � � � � �{ }� � � � � �� �d c d c, , ³ ãðàô ìàº äâ³ ïî÷àòêîâ³ âåðøèíè: q d c1 � � �� �� . òà

q d c2 � � � �� � � �� . . Íàäàë³ äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ïðåô³êñ ��� ó òåðìàõ âèã-

ëÿäó ���V âèïóùåíî.
Ïîáóäóºìî ïåðåõîäè ç q1. Äî d�� çàñòîñîâí³ îáèäâà ïåðâèíí³ òåðìè. Â³äïîâ³äí³

ïåðåòèíè ìàþòü òàêèé âèãëÿä: d d c d c� � �� � �� � . ; d d c� � � �� � �� �

� 
 � � 
 �� � � � � � � �( ) . ( ).d d d c d c d d d c� � � � � � � � � � � . Îòæå, ìàºìî ïåðåõî-

äè ( , , )q c q1 1 , ( , , )q d q1 3 òà ( , , )q q1 4� , äå q d c d3 � � �� � . , q d d c4 � �� � �( ).� � � � .

Ïîáóäóºìî ïåðåõîäè ç q2 . Äî d c� �� � çàñòîñîâí³ îáèäâà ïåðâèíí³ òåðìè. Â³äïîâ³ä-

í³ ïåðåòèíè ìàþòü âèãëÿä: d c d c d c d c d c d c� � � � � � � � �� � � � � � � �� � 
 � �( ) . ;

d c d c d c� � � � � � � �� � � � � �� � . . Îòæå, ìàºìî ïåðåõîäè ( , , )q c q2 1 , ( , , )q q2 2� .

Âåðøèíà q3 åêâ³âàëåíòíà q2 , îñê³ëüêè ¿õí³ ïðåô³êñè çá³ãàþòüñÿ, òîæ ìàºìî
ïåðåõîäè ( , , )q c q3 1 òà ( , , )q q3 2� .
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Ïîáóäóºìî ïåðåõîäè ç q d d c4 � �� � �( ).� � � �. Äî ( )d d c� � �� � �� çàñòî-
ñîâí³ îáèäâà ïåðâèíí³ òåðìè. Ï³ñëÿ ïåðåòâîðåííÿ ( )d d c� � �� � �� â îá’ºäíàííÿ
íîðìàëüíèõ òåðì³â îòðèìàºìî d c d d c d d c� � � � � � �� � � � � �
 
 �( ) . Íåïîâíèé
ïåðåòèí öèõ íîðìàëüíèõ òåðì³â ç ïåðâèííèìè òåðìàìè d c�� òà d c� � �� � äàº
òàê³ ïåðåõîäè: ( , , . )q c d c4 �� , ( , , . )q d d c d4 � �� � , ( , , ( ). )q d d c4 � � � � �� � �� òà
( , , ( ). )q c d d c c4 � � �� � �� . Îñòàíí³é ç öèõ ïåðåõîä³â íåñóòòºâèé. Îòæå, ìàºìî
ïåðåõîäè ( , , )q c q4 1 , ( , , )q d q4 3 òà ( , , )q q4 4� .

Îòðèìàí³ ïåðåõîäè ï³ñëÿ îá’ºä-
íàííÿ âåðøèí q2 ³ q3 âèçíà÷àþòü
ãðàô, íàâåäåíèé íà ðèñ. 2.

Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî ó ðàç³ îá’-
ºäíàííÿ åêâ³âàëåíòíèõ âåðøèí äî-
ìîâëåí³ñòü ùîäî ¿õí³õ ïîçíà÷îê
â³äïîâ³äàº òîìó, ÿê öå âèçíà÷åíî
â [4]. ²íàêøå êàæó÷è, âåðøèíè, ÿê³ íå
º ïî÷àòêîâèìè, ìàþòü ïîçíà÷êó � ³
ó ðàç³ îá’ºäíàííÿ åêâ³âàëåíòíèõ âåð-
øèí ¿õí³ ïîçíà÷êè îá’ºäíóþòü. Çã³äíî
ç öèì âåðøèíà q2 ó ãðàô³, ÿêà º

îá’ºäíàííÿì âåðøèí q2 ³ q3 , ìàº ïîçíà÷êó � .

Ð³âíÿííÿ, ÿê³ âèçíà÷àº öåé ãðàô, ìàþòü òàêèé âèãëÿä: � � � 
 � 
 �Q Q c Q d Q1 1 2 4� ,
� � � 
 �Q Q Q c2 2 1� , � � � 
 � 
 �Q Q c Q d Q4 1 2 4� . Îòæå, � � � �Q Q c2 1 � . Ï³äñòàâèâøè âèðàç

äëÿ �Q2 ó ð³âíÿííÿ äëÿ �Q4 , îòðèìàºìî � � � 
 � 
 ��Q Q c Q c d Q4 1 1 4� � . Îòæå,

� � � 
 � � �Q Q c Q c d4 1 1( )� � . Ï³äñòàâèâøè âèðàçè äëÿ �Q2 ³ �Q4 ó ð³âíÿííÿ äëÿ �Q1, îò-

ðèìàºìî � � � 
 � 
 � 
 � � � 
 �� � � � �Q Q c Q c d Q c Q c d Q c Q c d1 1 1 1 1 1 1� � � � � � �( ) � . Î÷å-

âèäíî, ùî ( )c d� �� � ��� , à ( )c d d� � �� � � ��� , òîìó � � � � � � �Q c d c1 ( ( ) )� � � � .
Çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 2 ìàºìî � � �( )R Q1.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïîáóäîâè äëÿ ìíîæèíè � �-ñë³â R, ÿêó çàäàíî � �-ðåãóëÿðíèì
âèðàçîì, ¿¿ ìàêñèìàëüíî¿ ïðåô³êñíî-çàìêíóòî¿ ï³äìíîæèíè �( )R . Àíàëîã³÷íó çà-
äà÷ó ðîçãëÿíóòî â [4] äëÿ âèïàäêó, êîëè � �-ðåãóëÿðíèé âèðàç, ÿêèé çàäàº R, íå
ì³ñòèòü îïåðàö³¿ *, ùî ñóòòºâî ñïðîùóº ïîáóäîâó ìíîæèíè �( )R . Çàïðîïîíîâàíî
ïîáóäîâó �( )R äëÿ äîâ³ëüíèõ � �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. Öåé ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà
ïîáóäîâ³ ðîçì³÷åíîãî ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü ç ïîäàëüøèì ðîçâ’ÿçàííÿì
ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä � �-ìíîæèíàìè, ÿêó âèçíà÷àº öåé ãðàô. Îñíîâí³
òðóäíîù³ ïîáóäîâè òàêîãî ãðàôó ïîëÿãàþòü â îá÷èñëåíí³ ïåðåòèíó òåðì³â (òîáòî
ìíîæèí � �-ñë³â, ÿê³ âîíè çàäàþòü). Òîìó çàïðîïîíîâàíî ìåòîä íåïîâíèõ ïåðå-
òèí³â, ÿêèé çâîäèòüñÿ äî åëåìåíòàðíèõ ïåðåòèí³â. Äëÿ öüîãî ââåäåíî ïîíÿòòÿ
ñêëàäåíîãî òåðìó, â ÿêîìó â³äïîâ³äíèé ðåãóëÿðíèé âèðàç ðîçøèðåíî îïåðàö³ºþ
ïåðåòèíó. Öå çóìîâëåíî òèì, ùî ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâ-
æåíü íå ïîòð³áíî çíàòè êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ìíîæèí � �-ñë³â, ÿê³ çàäàí³ òåðìàìè,
îòðèìàíèìè â ðåçóëüòàò³ âèêîíàííÿ ïåðåòèí³â, à äîñòàòíüî äëÿ êîæíî¿ ö³º¿ ìíî-
æèíè çíàòè ò³ëüêè ñèìâîë, ÿêèì çàê³í÷óþòüñÿ âñ³ � �-ñëîâà ç ö³º¿ ìíîæèíè.
Ö³ ñèìâîëè º ïîçíà÷êàìè âåðøèí, ùî â³äïîâ³äàþòü ñêëàäåíèì òåðìàì. Ó ðåçóëü-
òàò³ íå âèíèêàº ïîòðåáà ó ðîçâ’ÿçàíí³ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïåðå-
òèíó òåðì³â, à òàêîæ íå ïîñòàº ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñò³ ïðåäñòàâëåííÿ ðåçóëüòà-
òó ïåðåòèíó. Öÿ ïðîáëåìà ïîâ’ÿçàíà ç ïîãëèíàííÿì òåðì³â ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïå-
ðåòèíó, âíàñë³äîê ÷îãî ó ãðàô³ ìîæóòü áóòè â³äñóòí³ìè ïîòð³áí³ âåðøèíè.

Íàÿâí³ñòü ó òåðìàõ îïåðàö³¿ «ç³ðî÷êà» óñêëàäíþº ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè
ð³âíÿíü, ÿêó âèçíà÷àº ãðàô. Öå çóìîâëåíî òèì, ùî ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè
ð³âíÿíü ïîòð³áíî ïåðåâ³ðÿòè âèêîíóâàí³ñòü âêëþ÷åíü âèãëÿäó S q� � �� , äå �q —
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ïðåô³êñ ðîçãëÿäóâàíî¿ âåðøèíè. Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ñôîðìóëüîâàíî ïðàâèëà
ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ ð³âíÿíü.

Ç îïèñó â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ � �-ðåãóëÿðíèìè òà �-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè
âèïëèâàº, ùî ïðåô³êñíî-çàìêíóò³é ï³äìíîæèí³ � �-ðåãóëÿðíî¿ ìíîæèíè
â³äïîâ³äàº ñóô³êñíî-çàìêíóòà ï³äìíîæèíà �-ðåãóëÿðíî¿ ìíîæèíè. Îòæå, îòðè-
ìàí³ ðåçóëüòàòè ìîæíà ñèìåòðè÷íî ïåðåíåñòè íà îá÷èñëåííÿ ñóô³êñíî-çàìêíó-
òî¿ ï³äìíîæèíè �-ðåãóëÿðíî¿ ìíîæèíè.
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A.N. Chebotarev
CONSTRUCTING THE MAXIMUM PREFIX-CLOSED SUBSET FOR A SET
OF � �-WORDS DEFINED BY A � �-REGULAR EXPRESSION

Abstract. We present a method for constructing the maximum prefix-closed subset of a set of
� �-words R defined by a � �-regular expression. This method is based on constructing a labeled
graph, called a graph of elementary extensions, whose vertices are some � �-regular subsets of
the set R. We associate every vertex of this graph with a linear equation over sets of � �-words.
Thus, the graph of elementary extensions determines a system of linear equations. As a result of
its solution, for each vertex of the graph, we obtain the maximum prefix-closed (with respect to R)
subset of the set of � �-words corresponding to this vertex. The union of such subsets that
correspond to all initial vertices of the graph, i.e., the vertices from which constructing the graph
starts, is the maximum prefix-closed subset of the given set R. We propose a method for
constructing such a graph, called the method of incomplete intersections, and propose how to
solve the system of equations determined by the graph of elementary extensions.

Keywords: � �-word, � �-regular expression, prefix-closed set of � �-words, graph of
elementary extensions, linear equations over � �-regular sets.
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