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ÎÄÍÅ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ARIMA-ÌÎÄÅË² ÍÀ ÍÅË²Í²ÉÍÈÉ
ÒÀ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÉ ÂÈÏÀÄÊÈ

Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî îäèí ìåòîä ðîçøèðåííÿ êëàñè÷íèõ ARIMA- òà GARCH-ìîäåëåé íà
íåïåðåðâíèé òà íåë³í³éíèé âèïàäêè. ßê ðîçøèðåí³ ìîäåë³ ðîçãëÿíóòî ñòîõàñòè÷í³ äèôå-
ðåíö³àëüíî-ôóíêö³îíàëüí³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ º ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ñóì íåçàëåæíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí. Çàïðîïîíîâàíî íîâó ìîäåëü ³ â³äïîâ³äíó îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó îö³íþ-
âàííÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³, ïðè÷îìó íåïàðàìåòðè÷íó çàäà÷ó çâåäåíî äî ïàðàìåòðè÷íî¿.
Íîâó ìîäåëü ïðîòåñòîâàíî íà ðåàëüíèõ äàíèõ òà çðîáëåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðåçóëü-
òàò³â ïðîãíîçóâàííÿ ³ êëàñè÷íèõ ìîäåëåé.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñòîõàñòè÷í³ äèôåðåíö³àëüíî-ôóíêö³îíàëüí³ ð³âíÿííÿ, ãåíåòè÷íèé àëãî-
ðèòì, ïðîãíîçóâàííÿ ô³íàíñîâèõ ïðîöåñ³â, ñòîõàñòè÷íà îïòèì³çàö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Àíàë³ç òà ïðîãíîçóâàííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì º îäí³ºþ ³ç íàéá³ëüø äîñë³äæóâà-

íèõ çàäà÷ ð³çíèõ ïðèêëàäíèõ ãàëóçåé ìàòåìàòèêè [1–7]. Ðîçãëÿíåìî íàéá³ëüø

âèâ÷åí³ ìîäåë³, ùî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ äîñë³äæåííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì. Öå íà-

ñàìïåðåä ÷àñîâ³ ðÿäè, ÿê³ º îäí³ºþ ç íàéïîøèðåí³øèõ ñòðóêòóð äàíèõ äëÿ

ìîäåëþâàííÿ [8, 9]. Âèêîðèñòàííÿ ÷àñîâèõ ðÿä³â çóìîâëåíå ïðîñòîòîþ çàäàí-

íÿ ìîäåë³ òà ³íòåðïðåòàö³ºþ ðåçóëüòàò³â îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ [10],

ùî âêëþ÷àº â ñåáå ÷èìàëî òåñò³â äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíîñò³ äîñë³äæóâà-

íîãî ïðîöåñó, íàÿâíîñò³ îäèíè÷íîãî êîðåíÿ, ïåðåâ³ðêè ãîìîñêåäàñòè÷íîñò³ çà-

ëèøê³â òîùî. Áåçñóìí³âíî, âèêîðèñòàííÿ ñàìå ÷àñîâèõ ðÿä³â ³ ñòàëî ïî÷àòêîì

ðîçðîáëåííÿ áàãàòüîõ ³íøèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿê³ ïåâíîþ ì³ðîþ ðîç-

øèðþþòü ñôåðó çàñòîñóâàííÿ îñòàíí³õ.

ÎÃËßÄ ÎÑÍÎÂÍÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Íàñàìïåðåä ðîçãëÿíåìî, òàê çâàí³ íåïåðåðâí³ àâòîðåãðåñ³éí³ ìîäåë³ (continuous

autoregressive models, CAR model) àáî íåïåðåðâí³ àâòîðåãðåñ³éí³ ìîäåë³ ðóõî-

ìîãî ñåðåäíüîãî (continuous parameter ARMA, CARMA model) [8–14], ÿê³ áàçó-

þòüñÿ íà ïðèïóùåíí³ ïðî íåïåðåðâí³ñòü äîñë³äæóâàíîãî ïðîöåñó. Íàé÷àñò³øå

òàê³ ïðîöåñè îïèñóþòü çà äîïîìîãîþ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü

²òî, îñê³ëüêè ö³ ð³âíÿííÿ º ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëü-

íèõ ð³âíÿíü òà ì³ñòÿòü âèïàäêîâîñò³ ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà ²òî. Íàïðèêëàä, ó [12]

îñíîâíå ïðèïóùåííÿ ïîëÿãàº â òîìó, ùî ðåàëüíèé ïðîöåñ îïèñóþòü çà äîïî-

ìîãîþ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ²òî

dr t t r t dt t r t dW t( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )� �� � , (1)

äå W t( ), t � 0 , — ñòàíäàðòíèé Â³íåð³â ïðîöåñ â³äíîñíî ô³ëüòðàö³¿ F Ft t� �{ } 0 .

Ó [12] ðîçãëÿíóòî ìîäåë³ Êîêñà–Ðîññà–²íòåðñîëëà, Õîëëà–Óàéòà òà äåÿê³ ìî-

äåë³ òèïó ïðîöåñ³â Îðíøòåéíà–Óëåíáåêà.
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Ó [10] íàâåäåíî CARMA-ìîäåë³, ùî ìàþòü âèãëÿä
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äå B — ëàãîâèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäàíî ñï³ââ³äíîøåííÿì Bx t x t( ) ( )� �1 .

Çàóâàæèìî, ùî ð³âíÿííÿ (2) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ âåêòîðíîãî ð³âíÿííÿ (1),

ïðè÷îìó êîåô³ö³ºíò á³ëÿ dt áóäå ë³í³éíèì ôóíêö³îíàëîì â³ä ðîçâ’ÿçêó x íà ³íòåð-

âàë³ [ , ]t p t� . Óíàñë³äîê ë³í³éíîñò³ öüîãî êîåô³ö³ºíòà ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2) ìàº

íèçêó âëàñòèâîñòåé, ùî õàðàêòåðèçóþòü ÷èìàëî ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â íà ô³íàíñîâîìó

ðèíêó. Íàïðèêëàä, êîâàð³àö³éíó ôóíêö³þ äëÿ ïðîöåñó (2) ìîæíà âèçíà÷èòè

ñï³ââ³äíîøåííÿì
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äå � i — âëàñí³ çíà÷åííÿ äîïîì³æíî¿ ìàòðèö³ äî ð³âíÿííÿ (2), � i , i p�1, ,� , —

äåÿê³ êîåô³ö³ºíòè. Íà â³äì³íó â³ä [9], ó [8] ðîçãëÿíóòî ìîäåë³ òèïó Îðíøòåé-

íà–Óëåíáåêà

B x t a B x t a x t W tp p
p( ) ( ) ( ) ( )� � � ��

1
1

� � . (3)

Òàêîæ äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî ìåòîäè îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ (3), âëàñòè-

âîñò³ êîðåëÿö³éíî¿ ìàòðèö³, ìåòîäè îö³íþâàííÿ íåâ³äîìîãî ïàðàìåòðà p,

îö³íêà ÿêîãî º ïåðøèì êðîêîì äî îòðèìàííÿ îö³íêè ARIMA-ìîäåëåé àáî

¿õí³õ ìîäèô³êàö³é.

Ó [13] îñíîâíîþ º ìîäåëü âèãëÿäó

x t h t s dW s( ) ( ; ) ( )� �

��
� �

0

, (4)

äå h t s( ; )� � — äåÿêà â³äîìà ôóíêö³ÿ, çàëåæíà â³ä â³äîìîãî ïàðàìåòðà �. Òà-

êèì ÷èíîì, ð³âíÿííÿ (4) ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê ðîçøèðåííÿ ð³âíÿííÿ (2) íà

íåïåðåðâíèé âèïàäîê ôóíêö³¿ h t s( ; )� � . Ó [13] ïðèä³ëåíî óâàãó îö³íþâàííþ

íåâ³äîìîãî ïàðàìåòðà � íà îñíîâ³ ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³.

Äåùî ³íøèé ï³äõ³ä, ùî â³äîáðàæàº âðàõóâàííÿ åêçîãåííèõ çì³ííèõ ÿê äî-

äàòêîâîãî äæåðåëà íåâèçíà÷åíîñò³, íàâåäåíî â [8, 15]. Òàê, ó [8] êëàñè÷íó

ARMA-ìîäåëü ðîçâèíóòî äî ARMA-ìîäåë³ ³ç âðàõóâàííÿì ïðèõîâàíèõ ìàðêî-

âñüêèõ ïðîöåñ³â, òîáòî ðîçãëÿíóòî ÷àñîâèé ðÿä
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1 0

, (5)

äå 	 t — äèñêðåòíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ç ìàòðèöåþ ïåðåõîäó çà îäèí êðîê P,

à åëåìåíòè ìàòðèö³ P âèçíà÷àþòü ÿê ³ìîâ³ðíîñò³

P P j i i j Sij t t� � � 	�( | ), ,	 	 1 .

Òóò S — ìíîæèíà ñòàí³â äèñêðåòíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà 	 t . Òàêèì ÷èíîì,

ó ðîçøèðåí³é ìîäåë³ (5) âðàõîâàíî ïåðåêëþ÷åííÿ, ÿê³ ³íêîëè íàçèâàþòü

çîâí³øí³ìè äî çàëèøê³â ìîäåë³ 
 j .

Ó [15] ðîçøèðåíî ïîíÿòòÿ êëàñè÷íî¿ ARIMA-ìîäåë³ íà ïðîöåñè Ëåâ³.

Àíàëîã³÷íèé ï³äõ³ä, ïðîòå ³ç íàï³âìàðêîâñüêèìè ïðîöåñàìè, çàïðîïîíîâàíî ó [16].

Ùå îäíèì íàïðÿìîì ðîçøèðåííÿ ìîäåëåé ÷àñîâèõ ðÿä³â ìîæíà ââàæàòè áàãà-
òîøàðîâ³ ìîäåë³, â ÿêèõ ïðîãíîçóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâ³ áàãàòîð³âíåâèõ ìî-
äåëåé àáî íåéðîííèõ ìåðåæ. Ó [17] ðîçðîáëåíî íåéðîííó ìåðåæó, çâ’ÿçêè ó ÿê³é
ÿâëÿþòü ñîáîþ íå êëàñè÷í³ ë³í³éí³ ìîäåë³ ³ç ôóíêö³ÿìè àêòèâàö³¿, à ç âèïàäêîâèìè
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ïðîöåñàìè, ïàðàìåòðè ÿêèõ çàëåæàòü â³ä îö³íþâàíèõ ïðîöåñ³â ó ïîïåðåäí³ ìîìåíòè
÷àñó. Îòæå, ó [17] îïèñàíî êîìïîçèö³þ íåéðîííèõ ìåðåæ ³ç ÷àñîâèìè ðÿäàìè, íà-
âåäåíî àëãîðèòì îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ òà äîâåäåíî äîñòàòí³ óìîâè
çá³æíîñò³ â³äïîâ³äíîãî àëãîðèòìó, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà Áàºñîâîìó ï³äõîä³. Àâòîðè
â [17] òàêîæ çâåðíóëè óâàãó íà îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ÷àñîâèõ ðÿä³â, ùî ðàçîì ³ç
íåéðîííèìè ìåðåæàìè äàþòü çìîãó áóäóâàòè äîñòàòíüî òî÷í³ ïðîãíîçè äëÿ äåÿêèõ
ðåàëüíèõ ô³íàíñîâèõ ðèíê³â. Çàóâàæèìî, ùî â [17] âèáðàíî ìîäåë³, áëèçüê³ äî ðîç-
øèðåíèõ ô³ëüòð³â Êàëìàíà òà Êàëìàíà–Áþñ³, ïðîòå äëÿ îö³íþâàííÿ ¿õí³õ ïàðà-
ìåòð³â âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè bootstrap.

Ó [18] äîñë³äæåíî òåñòè íà ïåðåâ³ðêó ë³í³éíîñò³ ìîäåëåé ÷àñîâèõ ðÿä³â, ùî

âèêîðèñòîâóþòü â íåéðîííèõ ìåðåæàõ.

Ç îãëÿäó íà âèêëàäåíå ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ïåðåõ³ä â³ä êëàñè÷íèõ

äèñêðåòíèõ ìîäåëåé äî á³ëüø çàãàëüíèõ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé â³äáóâàºòüñÿ

ç âèêîðèñòàííÿì ð³çíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âêëþ÷íî ç³ ñòîõàñòè÷íèìè äè-

ôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè òà ìîäåëÿìè íåéðîííèõ ìåðåæ. Íàéá³ëüøîþ ïåðå-

âàãîþ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé º â³äñóòí³ñòü ïðèïóùåííÿ ïðî îäíàêîâ³ ïðîì³æêè

÷àñó ì³æ ñïîñòåðåæåííÿìè ïðîöåñó. Òîáòî äëÿ îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â àáî

ã³ïåðïàðàìåòð³â íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé ÷àñè ñïîñòåðåæåíü x t x t N( ), , ( )1 � íå ïî-

âèíí³ çàäîâîëüíÿòè êëàñè÷íîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ t t t tn n m m� � �� �1 1, n m
 , ùî

äàº çìîãó ðîçãëÿäàòè äàí³ ç ïðîïóñêàìè (gaps). Êð³ì òîãî, ñó÷àñí³ ìåòîäè

îö³íþâàííÿ âàðòîñò³ àêòèâ³â äàþòü çìîãó â³äñë³äêîâóâàòè ¿õíþ äèíàì³êó ìàéæå

íåïåðåðâíî, ùî òàêîæ º ï³äñòàâîþ äëÿ âèêîðèñòàííÿ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé.

ÎÑÍÎÂÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÒÀ ÄÎÏÎÌ²ÆÍÈÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Íàéá³ëüø ïîøèðåíèìè äëÿ äîñë³äæåííÿ º ìîäåë³ ë³í³éíèõ ÷àñîâèõ ðÿä³â,

îñîáëèâî ARMA-ìîäåëü òà ¿¿ ìîäèô³êàö³¿ [19], òîáòî äîñë³äæóâàíèé ïðîöåñ

x t t( ), � 0, çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ

x t m x t i mi

i

p

j

j

q

j( ) ( ( ) )� � � � �
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1 0

,

äå � i , � j , m R	 ; p, q — â³äîì³ ïàðàìåòðè ARMA-ìîäåë³; 
 j — íåçàëåæí³

îäíàêîâî ðîçïîä³ëåí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ³ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïî-

ä³âàííÿì òà ñê³í÷åííîþ äèñïåðñ³ºþ � 2 � � .

Ïðîòå, ÿê áóëî ïîêàçàíî â áàãàòüîõ äîñë³äæåííÿõ, êëàñè÷íà ARMA( , )p q -

ìîäåëü íåäîñòàòíüî òî÷íî âèçíà÷àº äèíàì³êó ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â, îñê³ëüêè ïîðó-

øóþòüñÿ óìîâè ãîìîñêåäàñòè÷íîñò³ äèñïåðñ³¿, íåçàëåæíîñò³ çàëèøê³â òîùî.

Êð³ì òîãî, ARMA( , )p q -ìîäåëü º ë³í³éíîþ, ùî óñêëàäíþº âèá³ð ìîäåë³ äëÿ ðå-

àëüíèõ íåë³í³éíèõ ñèñòåì.

Ïðîàíàë³çóºìî îñíîâíó ìîäåëü, íà áàç³ ÿêî¿ áóäåìî ðîçãëÿäàòè îö³íþâàííÿ

òà ïîáóäîâó ïðîãíîç³â äëÿ ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â. Îñíîâíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåë-

ëþ, íàâåäåíîþ â ö³é ðîáîò³, º íåë³í³éíå ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíö³àëüíî-ôóíê-

ö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ ²òî, ÿêå çàäàíå ñï³ââ³äíîøåííÿì

dx t Lx dt Gx dW tt t( ) ( )� � (6)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

x t x t t h( ) ( ), [ , ]� 	 �0 0 , (7)

äå x t R d( ) 	 , W — îäíîâèì³ðíèé ñòàíäàðòíèé Â³íåð³â ïðîöåñ, L, G : C h([ , ])� �0

� R d — ôóíêö³îíàëè, ùî çàçâè÷àé âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåííÿ,

Lu l t s u t s dst

h

� �

�
� ( , , ( ))

0

, Gu g t s u t s dst

h

� �

�
� ( , , ( ))

0

.
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ßêùî ôóíêö³ÿ l ë³í³éíà çà òðåò³ì àðãóìåíòîì, îòðèìóºìî ë³í³éíèé âèïàäîê.

Ïðîáëåìà âèáîðó ìîäåë³ (1) áàçóºòüñÿ íà îö³íþâàíí³ íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â h, l

òà g. Ïàðàìåòð h â³ä³ãðàº ðîëü ìàêñèìàëüíîãî çàï³çíåííÿ àáî ïåðåä³ñòîð³¿, íà

îñíîâ³ ÿêî¿ êîíñòðóþºòüñÿ çíà÷åííÿ ïðîöåñó x t( ) çã³äíî ç ñï³ââ³äíîøåííÿì (6).

Äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó âèçíà÷èìî äåòåðì³íîâàíèé ïðîöåñ y t Ex t( ) ( ),� ÿêèé

çàäîâîëüíÿº äèôåðåíö³àëüíî-ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ

dy t Ly dtt( ) � . (8)

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíî-ôóíêö³îíàëüíèõ

ð³âíÿíü (6), (8). Ïåðøà âëàñòèâ³ñòü ñòîñóºòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿí-

íÿ (6) íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (8).

Ëåìà 1. Íåõàé l t s x( , , ) º ë³í³éíîþ ôóíêö³þ çà òðåò³ì àðãóìåíòîì òà íå çàëå-

æèòü â³ä ïåðøîãî àðãóìåíòó t. Òîä³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (6), (7) ìàº òàêèé âèãëÿä:

x t y t X t s Gx dW ss

t

( ) ( ) ( ) ( )� � ��
0

, (9)

äå y t( ) — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (7), (8), X t( ) — ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (8) çà

ïî÷àòêîâî¿ óìîâè

X t
t h

t
( )

, [ , ),

, .
�

	 �

�



�
�

0 0

1 0

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíö³àë âèïàäêîâîãî ïðîöåñó (9), âèêîðèñòî-

âóþ÷è ë³í³éí³ñòü ôóíêö³îíàëà L,

dx t d y t X t s Gx dW ss

t

( ) ( ) ( ) ( )� � �
�

�

�
�

�

�

�
��

0

� � �
�

�

�
�

�

�

�
��dy t d X t s Gx dW ss

t

( ) ( ) ( )

0

.

Çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ ³íòåãðàëà ²òî, çàïèøåìî äèôåðåíö³àë â³ä äðóãîãî

äîäàíêà ó âèãëÿä³

d X t s Gx dW ss

t

( ) ( )�
�

�

�
�

�

�

�
��

0

� � � � ��X t t Gx dW t dX t s Gx dW st s

t

( ) ( ) ( ) ( )

0

� � ��Gx dW t LX Gx dW s dtt t s s

t

( ) ( )

0

.

Çã³äíî ç ïðèïóùåííÿì ïðî ë³í³éí³ñòü ôóíêö³îíàëà L ôîðìàë³çóºìî âèðàç

LX Gx dW s L X Gx dW st s s

t

t s s

t

� �� ��( ) ( )

0 0

.

Îòæå,

dx t dy t Gx dW t L X Gx dW s dtt t s s

t

( ) ( ) ( ) ( )� � � ���
0

� � � ���Ly dt Gx dW t L X Gx dW s dtt t t s s

t

( ) ( )

0

� �
�

�

�
�

�

�

�
� � ���Ly L X Gx dW s dt Gx dW tt t s s

t

t( ) ( )

0

� �
�

�

�
�

�

�

�
� ���L y X Gx dW s dt Gx dW tt t s s

t

t( ) ( )

0

� �Lx dt Gx dW tt t ( ) ,

ùî ³ äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè 1.
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Ëåìó 1 áóäå âèêîðèñòàíî äëÿ àíàë³çó òà îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â çàïðîïîíî-

âàíî¿ ìîäåë³. Äàë³ ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ñòîõàñòè÷í³ äèôåðåíö³àëüíî-ôóíêö³î-

íàëüí³ ð³âíÿííÿìè (6), ÿê³ áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè ëåìè 1. Òîáòî,

ôóíêö³îíàë L ìàòèìå âèãëÿä

Lu l s u t s ds l s u t s dst

h h

� � � �

� �
� �( , ( )) ( ) ( )

0 0

. (10)

Ó ïîäàëüøîìó áóäåìî äîñë³äæóâàòè îö³íêó ìîäåë³ (1), à ñàìå îö³íêó íåâ³äî-

ìî¿ òð³éêè

( , ( ), ( , , ))h l s g t s x (11)

íà îñíîâ³ ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³îíàëà ÿêîñò³

I h l g
T

E x t x t dt h

T

( , , ) ( ( ) ( ))� � ��
1 2

0

sample , (12)

äå x tsample ( ) — çíà÷åííÿ ñïîñòåðåæóâàíîãî ïðîöåñó, [ , ]0 T — ÷àñ ñïîñòåðå-

æåííÿ. Ïîáóäîâà ôóíêö³îíàëà ÿêîñò³ (12) çà óìîâè ë³í³éíîñò³ (10) áàçóºòüñÿ

íà ïîáóäîâ³ êâàäðàòè÷íîãî â³äõèëåííÿ â³ä ñïîñòåðåæóâàíîãî çíà÷åííÿ òà âðà-

õóâàíí³ âåëè÷èíè çàï³çíåííÿ h. Àíàëîã³÷íèé ï³äõ³ä òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü

äëÿ ïîáóäîâè ³íôîðìàö³éíèõ êðèòåð³¿â Àêà¿êå òà Øâàðöà.

ÌÅÒÎÄ ÎÖ²ÍÞÂÀÍÍß ÍÅÂ²ÄÎÌÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â

Çã³äíî ç ïîáóäîâîþ ôóíêö³îíàë³â L , G òà ðåçóëüòàòîì ëåìè 1 ìîæíà îö³íþ-

âàòè ïàðàìåòðè (11) íà îñíîâ³ óòî÷íåííÿ êëàñ³â ôóíêö³é l s( ) òà g t s x( , , ).

Îäíèì ³ç íàéá³ëüø çàãàëüíèõ º ïðèïóùåííÿ ïðî íåïåðåðâí³ñòü ôóíêö³é çà

âñ³ìà çì³ííèìè, òîáòî

l C h g C T h R d	 � 	 � � �[ , ], ([ , ) [ , ] )0 0 0 .

Ïðîòå ö³ êëàñè º çàíàäòî øèðîêèìè äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ. Òîìó

äàë³ áóäåìî âèáèðàòè ïðîñò³ø³ êëàñè, ÿê³ ÷àñò³øå çàñòîñîâóþòü â ïðîãíîçóâàíí³

ô³íàíñîâèõ àêòèâ³â

l l C h l s l l s l sn m n
n	 � 	 � � � � � �L , , ,([ , ]) : ( ){ 0 0 1 1 1�

� � � � �l s l sm
2 1 2 11 1, ,log ( ) log ( )� },

g g C T h R g t s xn m n m k
d

t t s s
	 �




�
�

��
	 � � �G , , , , ([ , ) [ , ] ) : ( , ,0 0 ) �

� � �
� � �

� � �x g t g t
k

k

k

k n

t

n

n
n

m

m

k m

t m
t t

0

0
0 0

0

1

0 1

2 1
,

,

,

, log ( )
�

�

�
�

�

�

�
�

�

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

� �
� �
n

n

k n

s n

m

m

k m

s m
s s

g s g s

0

1

1

2

0 0

1
,

,

,

, log ( ) �
�

��
.

Ðîçì³ðíîñò³ ðîçãëÿíóòèõ ïðîñòîð³â òàê³:

dim ( ),Ln m n m� � �1,

dim ( ) ( )( )( ), , , ,Gn m n m k t t s st t s s
k n m n m� � � � � �1 1 1 .
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Øóêàþ÷è ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà ÿêîñò³ íà ïðîñòîðàõ Ln m, ,

Gn m n m kt t s s, , , , , çâîäèìî ðîçãëÿäóâàíó çàäà÷ó äî ïàðàìåòðè÷íî¿ çàäà÷³

îïòèì³çàö³¿ íà â³äì³íó â³ä íåïàðàìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ íà øèðøèõ ïðî-

ñòîðàõ C h([ , ])� 0 òà C T h R d([ , ) [ , ] )0 0� � � â³äïîâ³äíî. Îòæå, çâóçèâøè ïðîñòî-

ðè ïîøóêó, ïåðåéäåìî äî ïàðàìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿, ùî çíà÷íî ïîëåã-

øóº íàñòóïíå îö³íþâàííÿ. Êð³ì òîãî, äëÿ îáìåæåíèõ çíà÷åíü x R d	 ìîæíà

ñòâåðäæóâàòè, ùî îá’ºäíàííÿ ìíîæèí Ln m, òà Gn m n m kt t s s, , , , º âñþäè ù³ëüíèìè

â C h([ , ])� 0 òà C T h x x K([ , ) [ , ] : | | )0 0� � � �{ } â³äïîâ³äíî äëÿ äîâ³ëüíîãî

0 � � �K . ²íàêøå êàæó÷è, äëÿ äîâ³ëüíîãî 
 � 0 òà äîâ³ëüíèõ u C h1 0	 �([ , ]),

u C h x x K2 0 0	 � � � � �([ , ) [ , ] : | | ){ } ³ñíóþòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â

( , , , , , , )n m n m n m kt t s s òà â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é ~
,u n m1 	L òà ~

, , , ,u n m n m kt t s s2 	G ,

äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ | ~ |u ui i� � 
, i �1 2, .

Äëÿ îö³íþâàííÿ íåâ³äîìîãî âåêòîðà ïàðàìåòð³â

par l l l l g gn
t

m k

s

s

� ( , , ..., , , , , , ), , , ,
,

,

,
0 1 1 1 2 1 0 0

1 2
� �

äàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä ðîþ ÷àñòèíîê [6], îñê³ëüêè â³í âèÿâèâñÿ

íàéá³ëüø òî÷íèì äëÿ äîñë³äæóâàíèõ äàíèõ.

ÀÍÀË²Ç ÐÅÀËÜÍÈÕ ÄÀÍÈÕ

Äëÿ àíàë³çó íîâî¿ ìîäåë³ âèêîðèñòàºìî òðè ÷àñîâ³ ðÿäè, ÿê³ â³äîáðàæàþòü äè-

íàì³êó òðüîõ ô³íàíñîâèõ ïðîöåñ³â:

1) âàðò³ñòü àêö³é êîìïàí³¿ Apple (äàí³ çà äîáó ó ïåð³îä ç 1.05.2022 ïî

1.05.2023, 250 âèì³ðþâàíü);

2) îáì³ííèé êóðñ BTC/USD (äàí³ çà äîáó ó ïåð³îä ç 1.05.2022 ïî 1.05.2023,

261 âèì³ðþâàíü);

3) îáì³ííèé êóðñ EUR/USD (äàí³ çà äîáó ó ïåð³îä ç 1.05.2022 ïî 1.05.2023,

366 âèì³ðþâàíü).

Äèíàì³êó ðîçãëÿíóòèõ ïðîöåñ³â ïðî³ëþñòðîâàíî íà ðèñ. 1–3. Âîäíî÷àñ ç äè-
íàì³êîþ â³äïîâ³äíèõ ïðîöåñ³â íàâåäåíî òàêîæ çíà÷åííÿ àâòîêîðåëÿö³éíèõ
ôóíêö³é (ACF) òà ÷àñòèííèõ àâòîêîðåëÿö³éíèõ ôóíêö³é (PACF). Çàçíà÷èìî, ùî
ó âñ³õ òðüîõ âèïàäêàõ ïðîöåñè º íåñòàö³îíàðíèìè, ïðî öå ñâ³ä÷àòü ðåçóëüòàòè
òåñò³â Ä³ê³–Ôóëëåðà, Ëüþíãà–Áîêñà òà Êâÿòêîâñüêîãî–Ô³ëë³ïñà–Øì³äòà–Øèíà.
Äëÿ ïåðøîãî (Apple) òà äðóãîãî (îáì³ííèé êóðñ BTC/USD) ïðîöåñ³â ïîðÿäîê
³íòåãðîâíîñò³ ñòàíîâèòü d �1, äëÿ òðåòüîãî ïðîöåñó (îáì³ííèé êóðñ EUR/USD)
çíà÷åííÿ ïîðÿäêó ³íòåãðîâíîñò³ d � 2.

Ó çàïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ á³ëüøå óâàãè ïðèä³ëåíî ñàìå îö³íþâàííþ ìîäåë³

çà äàíèìè, à íå âðàõóâàííþ ê³ëüêîñò³ ïàðàìåòð³â ó ìîäåë³, òîìó äëÿ ïåðåâ³ðêè

òî÷íîñò³ ìîäåëåé íà íàâ÷àëüíèõ äàíèõ òà ïîð³âíÿííÿ ïðîãíîç³â ìîäåëåé íà òåñ-

òîâèõ äàíèõ âèêîðèñòàíî òðè îñíîâí³ ïîêàçíèêè:

RMSE � �
�
�

1 2

1T
y yt t

t

T

( � ) ,

MAE � �
�
�

1

1T
y yt t

t

T

| � | , MAPE �
�

�
�
�

1
100

1T

y y

y

t t

tt

T
�

%,

äå T — ê³ëüê³ñòü ñïîñòåðåæåíü, yt — ðåàëüí³ çíà÷åííÿ ïðîöåñó ó ÷àñ t, �yt —

íàáëèæåííÿ yt çà ìîäåëëþ àáî ïðîãíîç ó ÷àñ t.

Äëÿ àíàë³çó âèáðàíî îïòèìàëüíó ARIMA-ìîäåëü òà äâ³ GARCH-ñïåöè-
ô³êàö³¿: ñïðîùåíó ìóëüòèâàð³àíòíó sGARCH òà óçàãàëüíåíó ³ç ðîçðèâíèìè äèñ-
ïåðñ³ÿìè gjrGARCH. Ö³ äâ³ GARCH-ñïåöèô³êàö³¿ âèÿâèëèñÿ íàéá³ëüø îïòè-
ìàëüíèìè, îñê³ëüêè ì³í³ì³çóþòü çíà÷åííÿ RMSE, MAE, MAPE. Äàí³ ðîçä³ëåíî
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íà äâà ³íòåðâàëè: íàâ÷àëüíèé ó ïåð³îä ç 1.05.2022 ïî 31.03.2023 òà òåñòîâèé
ç 1.04.2023 ïî 1.05.2023. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ìîäåëåé íà íàâ÷àëüíèõ äàíèõ áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè òàáë. 1. ßê âèäíî ç òàáë. 1 íà íàâ÷àëüíèõ äàíèõ óñ³ òðè ìîäåë³
äàþòü ïðèáëèçíî îäíàêîâèé ðåçóëüòàò, ùî ìîæå áóòè ³íòåðïðåòîâàíå ÿê ñïå-
öèô³÷íèé âèá³ð ìîäåë³ äëÿ ñåðåäíüîãî â GARCH-ìîäåë³, ùî çá³ãàºòüñÿ ç îïòè-
ìàëüíîþ ARIMA-ìîäåëëþ. Ïðîòå àíàë³ç ïîêàçóº, ùî íà íàâ÷àëüíèõ äàíèõ çíà-
÷åííÿ RMSE, MAE, MAPE â³äð³çíÿþòüñÿ á³ëüø ñóòòºâî.
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Ðèñ. 1. Âàðò³ñòü àêö³é êîìïàí³é Apple ó ïåð³îä ç 1.05.2022 ïî 1.05.2023 ðàçîì ³ç àâòîêîðåëÿö³é-
íîþ ôóíêö³ºþ (ACF) òà ÷àñòèííîþ àâòîêîðåëÿö³éíîþ ôóíêö³ºþ (PACF)

Lag Lag

A
C

F

P
A

C
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Â
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ü
,

ä
î
ë
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Ðèñ. 2. Îáì³ííèé êóðñ BTC/USD ó ïåð³îä ç 1.05.2022 ïî 1.05.2023 ðàçîì ³ç àâòîêîðåëÿö³éíîþ
ôóíêö³ºþ (ACF) òà ÷àñòèííîþ àâòîêîðåëÿö³éíîþ ôóíêö³ºþ (PACF)
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D



Ðîçãëÿíåìî òåïåð àíàë³ç íàâåäåíèõ ìîäåëåé òà íîâî¿ çàïðîïîíîâàíî¿ ìî-

äåë³ (6) äëÿ Ln m, òà Gn m n m kt t s s, , , , , ïðè÷îìó áóäåìî ââàæàòè ùî âñ³ êîíñòàíòè

â öèõ ïðîñòîðàõ îäíàêîâ³, òîáòî

n m n m n m kt t s s� � � � � � 	{ }1 2 3 4, , , .
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Ðèñ. 3. Îáì³ííèé êóðñ EUR/USD ó ïåð³îä ç 1.05.2022 ïî 1.05.2023 ðàçîì ³ç àâòîêîðåëÿö³éíîþ
ôóíêö³þ (ACF) òà ÷àñòèííîþ àâòîêîðåëÿö³éíîþ ôóíêö³þ (PACF)

LagLag

P
A

C
F

A
C

F
E

U
R

/U
S

D

Ò à á ë è ö ÿ 1. ×èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ òðüîõ ïðîöåñ³â íà íàâ÷àëüíèõ

âèá³ðêàõ

Apple

Ìîäåë³ RMSE MAE MAPE (%) logLik

ARIMA(4,1,1) 3.014875 2.234123 1.51676 � 587.93

sGARCH(4,1,1)(1,1) 3.025881 2.222184 1.510279 � 586.3425

gjrGARCH(4,1,1)(1,1) 3.025102 2.223523 1.511729 � 585.1905

BTC/USD

Ìîäåë³ RMSE MAE MAPE (%) logLik

ARIMA(0,2,1) 741.3196 463.484 2.030672 � 2690.52

sGARCH(0,2,1)(1,1) 745.9248 458.2985 2.014739 � 2662.567

gjrGARCH(0,2,1)(1,1) 744.017 457.5174 2.012519 � 2661.796

EUR/USD

Ìîäåë³ RMSE MAE MAPE (%) logLik

ARIMA(0,1,0) 0.006248042 0.004683876 0.4534139 855.18

sGARCH(0,1,0)(1,1) 0.006246513 0.004674132 0.4535177 855.2357

gjrGARCH(0,1,0)(1,1) 0.006246636 0.004676206 0.4537088 856.1199



Ðåçóëüòàòè îö³íþâàííÿ ïîêàçíèê³â ÿêîñò³ ìîäåë³ RMSE, MAE, MAPE íà

òåñòîâ³é âèá³ðö³ ïîêàçàíî â òàáë. 2. ßê áà÷èìî ³ç òàáë. 2, ç âèêîðèñòàííÿì íîâî-

ãî ìåòîäó ïðîãíîçè º á³ëüø òî÷íèìè, à òàêîæ îö³íêè òî÷íîñò³ äëÿ n � 3 òà n � 4

ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ, òîáòî âèêîðèñòàííÿ ïðîñòîð³â Ln m, òà Gn m n m kt t s s, , , , ³ç

îäíî÷àñíèì çá³ëüøåííÿì âñ³õ ðîçì³ðíîñòåé º íåäîö³ëüíèì. Êð³ì òîãî, äëÿ ïåð-

øîãî ïðîöåñó (âàðò³ñòü àêö³é êîìïàí³¿ Apple) äëÿ n � 2 òî÷í³ñòü º çíà÷íî

ã³ðøîþ í³æ äëÿ êëàñè÷íèõ ë³í³éíèõ ìîäåëåé. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî îïòè-

ìàëüíà ARIMA-ìîäåëü òà ¿¿ GARCH-ìîäèô³êàö³¿ ìàþòü âèñîêèé ð³âåíü çàëåæ-

íîñò³ â³ä ïåðåä³ñòîð³¿, òîáòî ïîðÿäêó àâòîêîðåëÿö³¿ p � 4 . Òîìó äëÿ äîñÿãíåííÿ

òî÷íîñò³ êëàñè÷íèõ ìîäåëåé ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè ïðîñòîðè á³ëüø âèñîêèõ

ðîçì³ðíîñòåé. Ïðîòå äëÿ n � 4 òî÷í³ñòü ó âñ³õ ðîçãëÿíóòèõ ðåàëüíèõ ïðîöåñàõ

ïåðåâèùóº òî÷í³ñòü êëàñè÷íèõ ARIMA- òà GARCH-ìîäåëåé.
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Ò à á ë è ö ÿ 2. ×èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ òðüîõ ïðîöåñ³â íà íàâ÷àëüíèõ

âèá³ðêàõ

Apple

Ìîäåë³ RMSE MAE MAPE (%)

ARIMA(4,1,1) 3.683801 3.238859 1.9497963

sGARCH(4,1,1)(1,1) 2.253259 1.712294 1.0455451

gjrGARCH(4,1,1)(1,1) 2.161535 1.620379 0.9864241

Íîâà ìîäåëü, n � 1 4.4890 4.21678 2.45854

Íîâà ìîäåëü, n � 2 4.00785 2.148923 1.843941

Íîâà ìîäåëü, n � 3 2.047652 1.634870 0.978273

Íîâà ìîäåëü, n � 4 1.622162 1.100354 0.835698

BTC/USD

Ìîäåë³ RMSE MAE MAPE (%)

ARIMA(0,2,1) 1771.8733 1438.0472 5.063041

sGARCH(0,2,1)(1,1) 1963.9042 1590.3372 5.613335

gjrGARCH(0,2,1)(1,1) 989.8264 886.2989 3.067350

Íîâà ìîäåëü, n � 1 2851.3414 2051.3746 11.35465

Íîâà ìîäåëü, n � 2 845.3452 765.4656 2.93745

Íîâà ìîäåëü, n � 3 841.2938 753.3984 2.87374

Íîâà ìîäåëü, n � 4 841.2938 753.3984 2.87374

EUR/USD

Ìîäåë³ RMSE MAE MAPE (%)

ARIMA(0,1,0) 0.01297121 0.011561217 1.0525709

sGARCH(0,1,0)(1,1) 0.01089572 0.009608173 0.8746997

gjrGARCH(0,1,0)(1,1) 0.01151610 0.010181460 0.9268951

Íîâà ìîäåëü, n � 1 0.164759 0.163545 3.4657567

Íîâà ìîäåëü, n � 2 0.009845 0.009154 0.852643

Íîâà ìîäåëü, n � 3 0.008754 0.008765 0.828991

Íîâà ìîäåëü, n � 4 0.008754 0.008765 0.828991



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî íîâèé ìåòîä îö³íþâàííÿ ïðîãíîçó ïðîöåñ³â ô³íàíñîâèõ

ðèíê³â, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿííÿõ ³ç çàï³ç-

íåííÿì. Ó òåîð³¿ ÷àñîâèõ ðÿä³â íà îñíîâ³ öüîãî ï³äõîäó áóäóþòü íåë³í³éí³ ìî-

äåë³ òà íåïåðåðâí³ ìîäåë³, ùî äàº çìîãó ñêëàäàòè òî÷í³øèé ïðîãíîç äëÿ äàíèõ

³ç çàì³ðþâàííÿìè ÷åðåç íåð³âíîì³ðí³ ³íòåðâàëè ÷àñó. Äëÿ îñíîâíèõ êëàñè÷íèõ

ìîäåëåé ÷àñîâèõ ðÿä³â ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â, ïðîòå äëÿ

íåë³í³éíèõ ìîäåëåé ñòâîðåííÿ àíàëîã³÷íèõ àëãîðèòì³â óñêëàäíþºòüñÿ ôîðìîþ

íåë³í³éíîñò³. Òîìó äëÿ îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ âèêîðèñòàíî ãåíåòè÷íèé

àëãîðèòì, à ñàìå ìåòîä ðîþ ÷àñòèíîê, îñê³ëüêè îñòàíí³é âèÿâèâñÿ íàéá³ëüø

îïòèìàëüíèì äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³. Çàóâàæèìî, ùî ìåòîäè ïîñë³äîâíèõ íà-

áëèæåíü (äèâ., íàïðèêëàä, [20]) íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ äëÿ ö³º¿ çàäà÷³.

Ó ðîáîò³ âêàçàíî îäèí ³ç ï³äõîä³â ïåðåõîäó â³ä îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ çà êëà-

ñîì ôóíêö³é äî ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³, ùî äàº çìîãó åôåêòèâí³øå

âèêîðèñòîâóâàòè ãåíåòè÷í³ àëãîðèòìè ïîøóêó îïòèìàëüíèõ ïàðàìåòð³â. Êð³ì

òîãî, íà îñíîâ³ ëåìè 1 ìîæíà îö³íþâàòè ïàðàìåòðè ôóíêö³îíàë³â L òà G çà òàêèì

àëãîðèòìîì: ñïî÷àòêó îö³íþâàòè ôóíêö³îíàë L, âèêîðèñòîâóþ÷è äåòåðì³íîâàíå

ð³âíÿííÿ ç g � 0, ïîò³ì — ôóíêö³îíàë G ç âèêîðèñòàííÿì äèñïåðñ³¿ ðåàëüíîãî

ïðîöåñó.

Îòðèìàí³ òåîðåòè÷í³ ðåçóëüòàòè ïðîòåñòîâàíî íà ðåàëüíèõ äàíèõ ³ç âèêî-

ðèñòàííÿì äèíàì³êè òðüîõ ðåàëüíèõ ô³íàíñîâèõ ïðîöåñ³â. Ðåçóëüòàòè òåñòóâàí-

íÿ ïîêàçàëè, ùî íîâà ìîäåëü êðàùå àïðîêñèìóº ðåàëüí³ ô³íàíñîâ³ ïðîöåñè,

îñê³ëüêè âðàõîâóº ÿê íåë³í³éíîñò³ ìîäåëåé, òàê ³ íåðåãóëÿðí³ñòü ì³æ çàì³ðàìè

ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â.

ßê çàçíà÷åíî, ðîçðîáëåíà ìîäåëü ì³ñòèòü íèçêó íåäîë³ê³â. Îñíîâíèé ç íèõ

ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïåðåõ³ä â³ä äèñêðåòíî¿ äî íåïåðåðâíî¿ ìîäåë³ ÷àñòî çàëåæèòü

â³ä äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü ùîäî âëàñòèâîñòåé òåîðåòè÷íîãî íàáëèæåííÿ.

²íøèé íåäîë³ê ìîäåë³ ïîëÿãàº ó â³äñóòíîñò³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó îö³íþâàííÿ

ïàðàìåòð³â, òîìó ó ðîáîò³ âèêîðèñòàíî ãåíåòè÷í³ àëãîðèòìè äëÿ îö³íþâàííÿ

íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â íîâî¿ ìîäåë³.

Ó ïîäàëüøîìó ïëàíóºòüñÿ âèêîðèñòàòè öåé ï³äõ³ä äëÿ ïîáóäîâè íîâèõ ìîäåëåé

íà îñíîâ³ íåéðîííèõ ìåðåæ, äå ïåðåõîäè áóäóòü ´ðóíòóâàòèñÿ íà îñíîâ³ ìîäåë³ (6).
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M. Kushnir, K. Tokarieva
A GENERALIZATION OF THE ARIMA MODEL TO THE NONLINEAR
AND CONTINUOUS CASES

Abstract. A method of extending the classical ARIMA and GARCH models to the continuous
and nonlinear cases is considered. Stochastic functional differential equations, which are
a natural generalization of the sums of independent random variables, are considered extended
models. Along with the new model, a relevant optimization problem for estimating model
parameters is considered, and the non-parametric problem is reduced to a parametric one. The
new model was tested on real data, and the forecast results were compared with classical
models.

Keywords: stochastic functional differential equations, genetic algorithm, forecasting of
financial processes, stochastic optimization.
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