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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòàõ ïî îïòèìèçàöèè àêàäåìèê Í.Ç. Øîð íàðÿäó ñ èññëåäîâàíèåì äåòåðìèíè-

ðîâàííûõ ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, â òîì ÷èñëå r-àëãîðèòìîâ,

èíòåðåñîâàëñÿ è ðàçðàáàòûâàë ñ êîëëåãàìè òàêæå ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçà-

öèè [1, 2]. Îáçîð îñíîâîïîëàãàþùèõ ïóáëèêàöèé ïî îïòèìèçàöèè âìåñòå ñ áèáëèîã-

ðàôèÿìè ðàáîò äî 2000 ãîäà ïðåäñòàâëåí â ñòàòüÿõ [3, 4]. Èññëåäîâàíèÿ àêàäåìèêîâ

È.Í. Êîâàëåíêî [5], Á.Í. Ïøåíè÷íîãî [6], ÷ë.-êîðð. ÍÀÍÓ Ì.Â. Ìèõàëåâè÷à [7], èõ

ó÷åíèêîâ è êîëëåã ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíò êèåâñêîé øêîëû òåîðèè îïòèìèçàöèè, çà-

ëîæåííûé ó÷åíûìè Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [8], â êîòîðîé ðàññìîòðåíû

ýêîíîìíûå ìåòîäû ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îñíîâàí-

íûå íà àðèôìåòè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ [9]. Ýòè ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåàëèçà-

öèè, à òàêæå è ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëóæàò îñíîâîé

ïðÿìûõ ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Ðàçâèâàÿ íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû [8],

ìû ïðèâîäèì òðè êëàññà ìåòîäîâ ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òåé, îñíîâàííûå íà àðèôìåòè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ [9, ñ. 190–266]. Äëÿ êðàòêîñòè

ìåòîäû ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îñíîâàííûå íà àðèô-

ìåòè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ, ìû íàçûâàåì ïðîöåññàìè. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðî-

öåññû Ñàòî–Òýéòà, Êëîñòåðìàíà è Ëèííèêà–Êóáèëþñà.

Í.Ç. Øîð ââåë è ðàçðàáîòàë ñ êîëëåãàìè ïîíÿòèå r-àëãîðèòìà [10]. Ïðè ýòîì

îí îáðàùàë âíèìàíèå íà íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè r-àëãîðèò-

ìîâ ê íîâûì êëàññàì çàäà÷ ñ âîçìîæíûì ïðè ýòîì ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ r-àëãî-

ðèòìà, íàïðèìåð çàäà÷àì ìàòðè÷íîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå â áîëüøèíñòâå ÿâëÿ-

þòñÿ çàäà÷àìè íåäèôôåðåíöèðóåìîé ìèíèìèçàöèè. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ êëàññ

çàäà÷ ìàòðè÷íîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûé ñ ïðîáëåìîé çà-

ïîëíåíèÿ ìàòðèöû ïî âûáîðêå åå ýëåìåíòîâ ñ óñëîâèåì ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé

ôóíêöèè îò ìàòðèöû. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû ïî âûáîðêå åå ýëåìåíòîâ

ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ

ïðèìåíåíèå r-àëãîðèòìîâ. Ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ñõåìà. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ

ìàòðèöû ïî âûáîðêå åå ýëåìåíòîâ âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ïðè-

êëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Íàçîâåì ñëåäóþùèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è: áàçû äàííûõ;

òðèàíãóëÿöèÿ ïî íåïîëíûì äàííûì; ñæèìàåìîå îïîçíàâàíèå (Compressed

Sensing); ìàøèííîå îáó÷åíèå (Machine Learning).

Áàçû äàííûõ. Ïóñòü â ìàòðèöå M (òàáëèöå) ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ïîëüçî-

âàòåëÿì, à ñòîëáöû — âîïðîñàì. Äàííûå íàêàïëèâàþòñÿ â ýòîé òàáëèöå, íî îáû÷-

íî ìíîãèå âîïðîñû îñòàþòñÿ áåç îòâåòà. Ìîæíî ëè ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ òî÷-

íîñòè âîññòàíîâèòü îïóùåííûå îòâåòû?
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Òðèàíãóëÿöèÿ ïî íåïîëíûì äàííûì. Èìååòñÿ ÷àñòè÷íàÿ èíôîðìàöèÿ î

ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó òî÷êàìè íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ìîæíî ëè âîññòà-

íîâèòü ãåîìåòðèþ îáëàñòè ïî ýòèì íåïîëíûì äàííûì? Çäåñü ìàòðèöà ðàíãà 2,

åñëè îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, è ðàíãà 3, åñëè îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå.

Ìàøèííîå îáó÷åíèå — ïðîöåññ îòîáðàæåíèÿ äàííûõ íèçêîãî óðîâíÿ

â äðóãèå ôîðìàòû, â êîòîðûõ ýòè äàííûå ìîãóò áûòü áîëåå êîìïàêòíûìè, áîëåå

àáñòðàêòíûìè èëè áîëåå ïîëåçíûìè. Ñæèìàåìîå îïîçíàâàíèå ðàññìîòðåíî íèæå.

Îäíà èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëèðîâîê ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷ èìååò

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

min rank ( )X ïðè X M i jij ij� �( , ) �,

ãäå X — èñêîìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n n M ij1 2� , — íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû â âûáîðêå íîìåðîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ ( , )i j �� åå ýëåìåíòîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, êàê äîêàçàíî â [11], â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ñóïåðýêñïîíåíöè-

àëüíà ïî ñëîæíîñòè. Ïóñòü X * — ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ê X . Èçâåñòíî, ÷òî íå-

íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö XX * è X X* ñîâïàäàþò è ïîëîæèòåëüíû.

Àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé èç îáùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ìàòðèö XX * è X X* íàçûâàþò ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû X . Äàëåå ïîëà-

ãàåì, ÷òî � k åñòü k-å ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû X è ÷òî ýòè ñèíãóëÿðíûå çíà-

÷åíèÿ çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ � � �1 2 0� � � �� n , ãäå � n — íàè-

ìåíüøåå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå. Ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ � n	1� ïîëàãàþò íóëåâûìè.

Îïðåäåëåíèå. ßäåðíîé íîðìîé ìàòðèöû X íàçûâàþò âåëè÷èíó | | | |
*

X �

�
�

 � k

k

n

X( )

1

, ãäå � k X( ) åñòü k-å ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå X . Â ðàáîòå [28] ïðåäëî-

æåíî èññëåäîâàòü çàäà÷ó (ñ ÿäåðíîé íîðìîé): min | | | |*X ïðè X M i jij ij� �( , ) �.

Èñïîëüçîâàíèå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû X ïîçâîëÿåò ðàññìàòðè-

âàòü ýòó çàäà÷å êàê çàäà÷ó ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1]. Äëÿ åå ðå-

øåíèÿ, ñëåäóÿ [1], ïðåäëàãàåòñÿ ìàòðè÷íîå ðàñøèðåíèå r-àëãîðèòìà Í.Ç. Øîðà.

Îòíîñèòåëüíî r-àëãîðèòìîâ î ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû ïðåäâàðèòåëüíî äîêëàäûâàëè

íà êîíôåðåíöèè â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà, ïîñâÿùåííîé

50-ëåòèþ òåîðèè è ïðàêòèêå r-àëãîðèòìîâ. Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, àâòîð âûðàæàåò

ïðèçíàòåëüíîñòü Ï.È. Ñòåöþêó çà ïðèãëàøåíèå ïðèíÿòü ó÷àñòèå è âûñòóïèòü

ñ äîêëàäîì, à òàêæå âñåì ó÷àñòíèêàì çà îáñóæäåíèå è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÈÏÀ ÑÀÒÎ–ÒÝÉÒÀ

Ïóñòü E y x ax b a b Z: , ,2 3� 	 	 � — ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä êîëüöîì öåëûõ

÷èñåë �. Âíå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ, ÿâëÿþùèõñÿ äåëèòåëÿìè äèñêðè-

ìèíàíòà, êðèâàÿ E èìååò õîðîøóþ ðåäóêöèþ â ïðîñòîì êîíå÷íîì ïîëå Fp .

×èñëî òî÷åê # ( )E pF ïðîåêòèâíîãî çàìûêàíèÿ êðèâîé E ïðè ëîêàëèçàöèè ïî

mod p âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé # E p ap p� 	 �1 , ãäå a pp p� 2 cos � , à ñàìà

êðèâàÿ E ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîåêòèâíàÿ. Ãèïîòåçà Ñàòî–Òýéòà [12] óòâåðæäà-

åò, ÷òî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé áåç êîìïëåêñíûõ óìíîæåíèé óãëû � p ,

ñîîòâåòñòâóþùèå a p , ðàâíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå [ , )0 � ñ ïëîòíîñòüþ

( / )sin2 2� t . Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò íîðìàëèçîâàííîå çíà÷åíèå a
p

ap p
norm �

1

2
,

êîòîðîå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó [ , ]�1 1 , a p p
norm � cos � . Â ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåçà

Ñàòî–Òýéòà ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ, ÷òî a p
norm ðàâíî ðàñïðåäåëåíû íà [ , ]�1 1 ñ âå-
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ðîÿòíîñòíîé ìåðîé ïëîòíîñòè
2

1 2

�
� t . Ðàññìîòðèì ïðîöåññû Áåð÷à, ïðîöåñ-

ñû Èîøèäû [14], ïðîöåññû Ñàòî–Òýéòà ïî Êëîçåëþ–Õàððèñó–Øåôôåðäó–Áàð-

ðîíó–Òýéëîðó (Clozel, Harris, Shepherd-Barron, Taylor), êîòîðûå íåäàâíî ïîëó-

÷èëè ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ñàòî–Òýéòà [15, 16].

Ïðîöåññû Áåð÷à. Á. Áåð÷ ðàññìîòðåë ñèòóàöèþ, êîãäà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-

âàÿ íàä Fp ïðè p � 5 çàäàíà óðàâíåíèåì zy x axz bz2 3 3� 	 	 . Âûáèðàÿ âîçðàñòàþ-

ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ, ñòðåìÿùóþñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, äëÿ êàæäîãî

ïðîñòîãî p èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî êðèâûõ óêà-

çàííîãî âèäà, èìåþùèõ1	 �p a p òî÷åê â Fp . Èñïîëüçóÿ ìîìåíòû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå sin 2-ðàñïðåäåëåíèþ, à òàêæå îïåðàòîðû Ãåêêå, äåéñòâóþùèå íà ïðîñòðàíñòâå

ïàðàáîëè÷åñêèõ ôîðì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì, äîêàçàíî, ÷òî àíà-

ëîã ãèïîòåçû Ñàòî–Òýéòà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè èñòèíåí (ïîäðîáíîñòè â [13]).

Ïðîöåññû Èîøèäû. Õ. Èîøèäà ðàññìîòðåë àíàëîã ãèïîòåçû Ñàòî–Òýéòà

ïðè ðåäóêöèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ äëÿ ëþáûõ ïðîñòûõ p â ñëó÷àå ðàññìîòðå-

íèÿ ìíîæåñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì F
pm

. Êàæäàÿ òàêàÿ ýëëèïòè÷åñ-

êàÿ êðèâàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ìîäóëÿðíûì èíâàðèàíòîì j
pm

�F .

Ðàññìàòðèâàÿ ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ñ j
pm

� �F { }0 1, , Èîøèäà ïîëó÷àåò äëÿ ìíî-

æåñòâ óãëîâ S m j j j j� � � �{ }� � � � � �, , , óòâåðæäåíèå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè { }S m m�
�

1 ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè åñòü � ��1 2(sin ) , ò.å. äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà

ãèïîòåçû Ñàòî–Òýéòà [14].

Ïðîöåññû Ñàòî–Òýéòà. Ïóñòü E — ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ áåç êîìïëåêñíûõ óìíî-

æåíèé íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë �. Èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà Ëàíãëåíäñà [17] â ñëó÷àå

ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ óòâåðæäàåò, ÷òî íåêîòîðûå ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåíè L-ôóíêöèé

ïðîäîëæàþòñÿ äî öåëûõ ôóíêöèé è ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûìè L-ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 1 (Êëîçåë–Õàððèñ–Øåôôåðä-Áàððîí–Òýéëîð). Ïóñòü E — ýëëèï-

òè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä � ñ íåöåëûì j-èíâàðèàíòîì. Òîãäà äëÿ âñåõ n� 0 ôóíêöèÿ

L s E n( , , )Sym ïðîäîëæàåòñÿ äî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãîëî-

ìîðôíîé è íå îáðàùàþùåéñÿ â íîëü ïðè Re s n� 	1 2/ .

Ýòèõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Ñàòî–Òýéòà.

Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

òåîðåìû, è âûáðàâ âîçðàñòàþùóþ äî áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-

ñòûõ ÷èñåë áåç ïðîñòûõ, äåëÿùèõ äèñêðèìèíàíò êðèâîé E (íàïîìíèì, ÷òî ïðî-

ñòûõ äåëèòåëåé äèñêðèìèíàíòà — êîíå÷íîå ÷èñëî), â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííîé

â ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèÿõ ãèïîòåçîé Ñàòî–Òýéòà ïîëó÷èì ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííóþ ñ ïëîòíîñòüþ � ��1 2(sin ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óãëîâ �p .

ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÈÏÀ ÊËÎÑÒÅÐÌÀÍÀ

Ðàññìîòðèì

y y cx d x c dp � � 	 �/ , , Z, c d, íå ñðàâíèìû ñ 0 ( )mod p , (1)

íàêðûòèå Àðòèíà–Øðàéåðà [18] íàä ïîëåì F
pr r( )� 1 — êîíå÷íûì ðàñøèðåíè-

åì ïîëÿ Fp .

Ïóñòü

f t t a t a t an n
n n( ) � 	 	 	 	�
�1

1
1� (2)

— ìíîãî÷ëåí èç F
pr t[ ] ñ an 
 0 â Fp . Â íåêîòîðîì êîíå÷íîì ðàñøèðåíèè k ïîëÿ
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Fp èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå f t t t n( ) ( ) ( )� � �� �1 � . Ïîëîæèì l f( ) �
� 	 	 	 	 	c dn n( ) ( / / )� � � �1 11 1� � , ãäå � �1, ,� n — êîðíè (2). Äëÿ ìíî-

ãî÷ëåíîâ âèäà (2) èìååò ìåñòî

l f f l f l f( ) ( ) ( )1 2 1 2� 	 . (3)

Ïóñòü tr:F F
p pr � — îòîáðàæåíèå ñëåäà. Òîãäà â óñëîâèÿõ âûïîëíåíèÿ (3)

Tr Tr Tr( ( )) ( ( )) ( ( ))l f f l f l f1 2 1 2� 	 .

Äëÿ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà âèäà (2) îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ [9, c. 18–25] õà-

ðàêòåð � � �( ) ( ( ))/f e i Tr l f p� 2 , ãäå � — îäíî èç ÷èñåë ìíîæåñòâà 0 1 2 1, , , ,� p� ,

�( )f � 0, åñëè an � 0 â Fp .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî � � �( ) ( ) ( )f f f f1 2 1 2� .

Äëÿ íàêðûòèÿ âèäà (1) íàä F
pr L-ôóíêöèþ îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâîì

L z
p t z m

p tm

( , )
( ( ( )) )( )

�
�

�
�

��
�

� 1

11

, (4)

ãäå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå íåïðèâîäèìûå â F
pr

t[ ]

ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 1, � � . Ïðè � � 0 ôóíêöèÿ

L z p zr( , ) ( )�0
11� � � .

Ïîëîæèì T c d er

i
c d

p( ; , )

( / )

�
� �

� �

�

�

	



2

Tr

, � �� �0 1 2 1, , , , ,� p ïðîáåãàåò ýëå-

ìåíòû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F
pr , T c d ep

i
cx d x

p

x

p

( , )

/

�

	

�

�



2

1

1 �

(ñóììà

Êëîñòåðìàíà).

Çàìå÷àíèå 1. T c d T c dp1 ( ; , ) ( , )� � ïðè � � �0 1 2 1, , , ,� p .

Òåîðåìà 2. Ïðîèçâåäåíèå (4) ñõîäèòñÿ ïðè | | /z pr� 1 . Ôóíêöèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè è èìååò âèä L z T c d z p zr
r( , ) ( ; , )� �� � 	 	1 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â [19].

Ïîëîæèì

W z Lp p

p

( ) �
�

�

�
� 1

1

. (5)

Òåîðåìà 3. Êîðíè (5) èìåþò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ 1/ p.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå îöåíîê À. Âåéëÿ [20]

èëè ìåòîäà Ñ.À. Ñòåïàíîâà [21] è ïðèâåäåíî â [19].

Ñëåäñòâèå 1. T c d p c dp ( , ) cos ( , )� 2 	 .

Àâòîð èññëåäîâîâàë ðàñïðåäåëåíèå óãëîâ 	p ñóìì Êëîñòåðìàíà íà èíòåðâà-

ëå [ , ]0 � â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ.

1. Äîêàçàííûé Í. Êàöåì [22] è À. Àäîëüôñîíîì [23] ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ

óãëîâ ñóìì Êëîñòåðìàíà

T c d ep

i
cx d x

p

x

p

( , )

/

�

	

�

�



2

1

1 �

ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ( / )sin2 2� t â ñëó÷àå, êîãäà c d, íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò

Fp , cd íå äåëèòñÿ íà p, à p ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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2. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû äëÿ ñóììû T c d ep

i
cx d x

p

x

p

( , )

( / )

�

	

�

�



2

1

1 �

, c d� �1 , íà âû-

áîðêå èç 1600 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ, êîãäà ñóììà ôèêñèðîâàíà (ôèêñèðîâà-

íû ïàðàìåòðû c è d).

Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé òåïåðü

óæå èçâåñòíîãî ñëó÷àÿ 1 è ïðåäïîëàãàåìîãî, íî íå äîêàçàííîãî ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 2.

ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ È ÈÕ ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ

Â ïðîöåññå ñ÷åòà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p âû÷èñëÿëèñü çíà÷åíèÿ Tp , cos 	 p ,

	 p . Çàïèøåì ïðèìåðû àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé cos 	 p ñóìì Êîñòåðìàíà Tp äëÿ

ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ p (òàáë. 1).

Èíòåðâàë [ , ]0 � ðàçáèâàåì íà 20 ïîäûíòåðâàëîâ: U
i i

i �
��

�
�

�

�
�

( )
,

1

20 20

� �
,

i �1 2 20, , ,� , i — íîìåð èíòåðâàëà U i , �( )U i — êîëè÷åñòâî óãëîâ 	 j (ãäå j:

1� �j n, — íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîñòîãî), ïîïàâøèõ â èíòåðâàë U i ,

h U i( ) — ãèïîòåòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî óãëîâ 	 j , ñîäåðæàùèõñÿ â èíòåðâàëå U i

äëÿ äàííîé âûáîðêè ïðè sin 2 t ðàñïðåäåëåíèè, p tdti � �
2 2

�
sin , h U npi i( ) | | | |� ,

ãäå | | | |� — áëèæàéøåå öåëîå ê �, n — ÷èñëî ýëåìåíòîâ â âûáîðêå.

Ñëó÷àé À. Âû÷èñëåíèÿ è òåîðèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé

óãëîâ 	 p c d( , ) ñóìì T c d ep

i
cx d x

p

x

p

( , )

( / )

�

	

�

�



2

1

1 �

ïî èíòåðâàëàì U
i i

i �
��

�
�

�

�
�

( )
,

1

20 20

� �
,

i �1 2 20, , ,� , ïðè c � const, 1 1� � �d p , îäèíàêîâî ïðè ðàçëè÷íûõ 1 1� � �c p .

Ââèäó ýòîãî äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ

ñóìì T c dp ( , ) ïðè c � const, 1 1� � �d p . Òàê, äëÿ p �1597, c � 890, 1 1� � �d p ðå-

çóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñóììèðóþòñÿ â òàáë. 2, îáîçíà÷åíèÿ îïèñàíû âûøå.

Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ïî �2 — êðèòåðèþ Ïèðñîíà [24], âåðîÿòíîñòü îòâåðã-

íóòü ãèïîòåçó î sin 2 t ðàñïðåäåëåíèè, èñïîëüçóÿ äàííûå òàáëèöû. Ïîñêîëüêó

â êàæäûé èíòåðâàë äîëæíî ïîïàäàòü íå ìåíüøå äåñÿòè çíà÷åíèé, îáúåäèíÿåì

èíòåðâàëû U 1, U 2 è U 3 è èíòåðâàëû U 19 è U 20 .

Óòâåðæäåíèå 1. Â ñëó÷àå À äëÿ òàáë. 2 ñ 16-þ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû �2 7 52� , .

Ñëó÷àé Á. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé íà âûáîðêå èç 1600 ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðîñòûõ îò 2 äî 13499 ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ïî �2 êðèòåðèþ Ïèðñîíà àíàëîãè÷íà

ñëó÷àþ À). Òàê êàê â êàæäûé èíòåðâàë äîëæíî ïîïàäàòü íå ìåíüøå äåñÿòè çíà÷å-

íèé, îáúåäèíÿåì èíòåðâàëû U 1, U 2 è U 3 è èíòåðâàëû U 18 , U 19 è U 20 .

Óòâåðæäåíèå 2. Â ñëó÷àå Á ñ 15-þ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû �2 101806� , .
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Áîëüøèå
çíà÷åíèÿ

p 2 7 29 103 1549 3041 5059 7537 10181 13171

cos	 p ,35355 ,38721 ,47823 ,52564 ,66391 ,75232 ,78164 ,85773 ,95269 ,96537

Ìàëûå
çíà÷åíèÿ

p 2 41 97 383 487 709 1613 2161 3719 10889

cos	 p ,35355 ,31430 ,10634 ,08503 ,05637 ,04543 ,03436 ,02577 ,01499 ,00499

Ò à á ë è ö à 1 . Àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ cos 	p



Ñîïîñòàâëÿÿ âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå �2 ñ òàáëèöàìè äëÿ �2-ðàñïðåäåëåíèÿ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ãèïîòåçà î ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòè óãëîâ 	 p íà èíòåðâàëå [ , ]0 �

ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè
2 2

�

�

�
�

�

�
�sin t (5-ïðîöåíòíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïî �2-êðè-

òåðèþ Ïèðñîíà) âåðíà.

ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÈÏÀ ËÈÍÍÈÊÀ–ÊÓÁÈËÞÑÀ

Ïðèâåäåì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ êîíñòðóêöèé Ëèííèêà–Êóáèëþñà, èñïîëüçóÿ

îáîçíà÷åíèÿ èç [25, ãë. Õ]. Òàì æå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ñëó÷àè. Ïóñòü

N u { }� îáîçíà÷àåò ÷èñëî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n u� , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-

ÿì, óêàçàííûì â ñêîáêàõ.

Ïðîöåññû Äàâåíïîðòà–Ýðäåøà. Ïóñòü p — íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, âå-

ùåñòâåííîå h� 0, ( )
a

p
— ñèìâîë Ëåæàíäðà, m — öåëîå ÷èñëî, S m hp ( , ) �

�
	�

�
��

�

�
���


1

h

m n

pn h
— íîðìèðîâàííûå ñóììû. Äàâåíïîðò è Ýðäåø â ðàáîòå [26]

ïîêàçàëè, ÷òî ïðè p � �, h h p� � �( ) , log h p/ log � 0 ñóììû S m hp ( ; ),

1� �m p, ðàñïðåäåëåíû àñèìïòîòè÷åñêè ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó

1 1

2

2

2

p
N S m h x e dup p

u
x

{ }( ; )� �
�

����
.
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i v U i( ) h U i( ) i v U i( ) h U i( )

1 0 1 11 154 158

2 6 9 12 158 151

3 29 24 13 141 136

4 51 44 14 109 116

5 65 67 15 99 92

6 90 92 16 70 67

7 111 116 17 44 44

8 134 136 18 18 24

9 154 151 19 7 9

10 153 158 20 3 1

Âñåãî 793 803

Ò à á ë è ö à 2 . Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ 	 p c d( , ) ïðè

p �1597, c � 890 , 1 1� � �d p

i v U i( ) h U i( ) i v U i( ) h U i( )

1 0 1 11 164 159

2 7 9 12 141 151

3 25 24 13 150 136

4 41 44 14 128 116

5 66 68 15 106 92

6 98 92 16 67 68

7 99 116 17 40 44

8 132 136 18 25 24

9 152 151 19 2 9

10 156 159 20 1 1

Âñåãî 776 824

Ò à á ë è ö à 3 . Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ äëÿ 1600
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ îò 2 äî 13499



Ïðîöåññû Ëèííèêà–Êóáèëþñà. Â [25, ãë. Õ] Ëèííèê è Êóáèëþñ ðàññìàò-

ðèâàþò áîëåå îáùèå ñóììû ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà (îáîçíà÷åíèÿ òå æå âèäà

S m t h
h

m n

p
p n ht

( , ; ) �
	�

�
��

�

�
���


1
), ãäå t � 0 âåùåñòâåííîå, è, îáîáùàÿ ìåòîä ðàáî-

òû [26], äîêàçûâàþò, ÷òî ñóììû S m t hp ( , ; ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â ïðåäåëå áðîó-

íîâñêîå äâèæåíèå. Äàëåå îíè îáîáùàþò ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ñîñòàâíûõ p,

ââîäÿ ñèìâîë ßêîáè
a

P

�

�
�

�

�
� , ãäå P �1— íå÷åòíîå áåñêâàäðàòíîå ÷èñëî, è ñóììû

S m s t h
h

m n

p
s tp hs n ht

( , , ; ) ,�
	�

�
��

�

�
�� � �

� �

1

0 .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ âòîðîé èç êëàññîâ ïðîöåññîâ Ëèííèêà–Êóáèëþñà ïî-

ðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: P ïðîáåãàåò ëþáóþ âîçðàñòàþùóþ áåñêîíå÷-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå÷åòíûõ áåñêâàäðàòíûõ ÷èñåë òàêóþ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî

ôèêñèðîâàííîãî c � 0 , 1 1�
�

�
��

�

�
����

c

pp P|
ïðè P � �, h h P� � �( ) , log h p/ log �

� 0 , a âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç S m s t hp ( , , ; ) ïðèðàùåíèå ñóìì S m t hp ( , ; ) �
�S m s hp ( , ; ), 0 � �s t, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûì ñ ïàðàìåòðàìè 0,

t s� :
1 1

2

2

2

p
N S m s t h x

t s
e dup p

u

t sx
{ }( ; , ; )

( )

( )� �
�

�
�

����
,

à ïðèðàùåíèÿ S m t h S m s hp k p k( , ; ) ( , ; )� , 0 � �s tk k ( , , )k r�1 � — àñèìïòîòè-

÷åñêè íåçàâèñèìûìè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåð-

âàëîâ ( , ), , ( , )s t s tr r1 1 � :

1 1
1 1 1

p
N S m s t h x

p
N S m s t h xp p p p r r r{ } { }( , , ; ) , , ( , , ; )� �

 
!
"

�

#
$
%
�

� �
���

� lim ( , , ; )
P

p p k k k

k

r

P
N S m s t h x

1

1

{ }

ÑÆÈÌÀÞÙÈÅ ÂÛÁÎÐÎ×ÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ È r-ÀËÃÎÐÈÒÌÛ

Îïèøåì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû ïî âûáîðêå åå ýëåìåíòîâ êàê çàäà÷ó âû-
ïóêëîé îïòèìèçàöèè è ìåòîä åå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûì r-àëãîðèòìîì. Çàäà÷à âîññòà-
íîâëåíèÿ ìàòðèöû ïî âûáîðêå åå ýëåìåíòîâ âîçíèêàåò âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è
ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ [27, 28]. Íàïðèìåð, ïóñòü íà ïëîñêîñòè èëè â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè íà íåïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, óñòàíîâëåíû ñåíñîðû,
êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå äî ñåíñîðîâ, áëèæàéøèõ ê íåìó.
Òðåáóåòñÿ óêàçàòü âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óñòàíîâëåííûìè ñåíñîðàìè, ò.å. ðåêîíñòðó-
èðîâàòü ãåîìåòðèþ, îïèñûâàþùóþ èõ ðàñïîëîæåíèå (ïðîâåñòè òðèàíãóëÿöèþ).

Àâòîð âïåðâûå ñòîëêíóëñÿ ñ ïîäîáíîé çàäà÷åé ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ

çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåííûõ â [29].

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ ñæèìàåìîãî îïîçíàâàíèÿ (compressed sensing) èç ðà-

áîò [28, 30–32]. Ñæèìàåìîå îïîçíàâàíèå (ÑÎ) åñòü ïîäõîä, â êîòîðîì èçìåðåíèå

ñèãíàëà âûïîëíÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåáîëüøîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè ìåòî-

äàìè ÷èñëà èçìåðåíèé [30, 31]. Ñæèìàåìîå îïîçíàâàíèå, èëè ñæàòàÿ âûáîðêà

(compressive sensing) åñòü íîâàÿ ïàðàäèãìà äîáûâàíèÿ èíôîðìàöèè îá ïðåäñòàâëÿ-

þùåì èíòåðåñ îáúåêòå ïîñðåäñòâîì âåñüìà íåïîëíîãî ìíîæåñòâà èçìåðåíèé [32].

Îòìåòèì, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå (è íåêîòîðûå äðóãèå) îïðåäåëåíèÿ ÑÎ ñâÿçàíû

ñ èçìåðåíèÿìè è ñæàòèåì èíôîðìàöèè. Áîëüøèíñòâî ïîäõîäîâ ê ÑÎ çàâèñÿò òàêæå îò

åùå îäíîãî ñïåöèôè÷åñêîãî äîïóùåíèÿ, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, âûïîëíÿåòñÿ âî ìíî-
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ãèõ çàäà÷àõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé: ýòî ïðèíöèï ðàçðåæåííîñòè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ [30], ÷òî â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè îçíà÷àåò ðàçðåæåííîñòü ìàòðèö.

Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è â íåêîòîðûõ ìåòîäàõ íàðÿäó ñ ðàáîòîé

[1] ìû ñëåäóåì ðàáîòå [32], â êîòîðîé ïðîâîäèëè âû÷èñëåíèÿ íà SDP ñîëâåðå

SDPT3 [33] â ðàìêàõ ñèñòåìû MATLAB. Ê ñîæàëåíèþ, òðóäíî îöåíèòü ýôôåê-

òèâíîñòü ìåòîäîâ ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåàëèçîâàííûõ â [33];

áîëåå òîãî, çàòðóäíèòåëüíî âîîáùå îïðåäåëèòü èñïîëüçóåìûå â SDPT3 ìåòîäû.

Íàïîìíèì, ÷òî èññëåäóåìàÿ çàäà÷à íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàíã

èññëåäóåìîé ìàòðèöû, êàê è ÷èñëî åå ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

÷èñëàìè, ò.å. îíè — íåäèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ýòî

îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè.

Íîðìû. Äëÿ âåêòîðîâ x y, ��
n

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , )x y áóäåì

èñïîëüçîâàòü eâêëèäîâó l2 íîðìó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì | | | | ( , )x x x� . Äëÿ ìàòðèö

X Y X, , 0 èç �
n n1 2�

÷åðåç ( , ) ( )*X Y X Y� tr îáîçíà÷àåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

â �
n n1 2�

. Åâêëèäîâó íîðìó ìàòðèöû X îáîçíà÷àåì | | | | ( , ) /X X XE � 1 2 . Ñïåê-

òðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû X ðàâíà íàèáîëüøåìó ñèíãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ ìàòðè-
öû X è îáîçíà÷àåòñÿ | | | |X . ßäåðíàÿ íîðìà X åñòü | | | |*X .

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ìàòðèöû A
n n� �

� 1 2

| | | | ( ) ( )* / * /

/

A AA A AE i

i

n

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

tr tr1 2 1 2 2

1

1 2

� ,

ãäå � � �1 2, , ,� n — íåíóëåâûå ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.

Ñóáãðàäèåíò. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñóáãðàäèåíòà âûïóêëîé ôóíêöèè

f
n n

:� �1 2� � .

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà g Xf ( )0 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

f X f X g X X Xf( ) ( ) ( ( ), )� � �0 0 0

äëÿ âñåõ X
n n� �

� 1 2 , íàçûâàåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì f â X 0 .

Ìíîæåñòâî

& � � � � ��
f X X f X f X X X X

n n
( ) | ( ) ( ) ( , )* *

0 0 0
1 2{ }�

íàçûâàþò ñóáäèôôåðåíöèàëîì f â òî÷êå X 0 .

Ïóñòü A B' — òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå (ïðîèçâåäåíèå Êðîíåêåðà) äâóõ

ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íèæå áóäåì èñïîëüçî-

âàòü åãî â îñíîâíîì äëÿ âåêòîðîâ.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü A
n n� �

� 1 2 — ìàòðèöà ðàíãà r ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæå-

íèåì âèäà A u vi i ii r
� '

� �
 � *
1

. Òîãäà ñóáãðàäèåíò ÿäåðíîé íîðìû A èçâåñòåí

è èìååò ïðåäñòàâëåíèå g A u v Wi ii r*
*( ) � ' 	

� �
1
. Ìàòðèöà W óäîâëåòâîðÿåò

èçâåñòíûì ñâîéñòâàì (â ÷àñòíîñòè, | | | |W � 1).

r-aëãîðèòì. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóå-
ìîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñóáãðàäèåíòíîãî òèïà ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàí-
ñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòîâ [1]. Íèæå
ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìàòðè÷íûõ r-àëãîðèòìîâ ê çàäà÷àì ñæèìàåìîãî

îïîçíàâàíèÿ. Ìû ñëåäóåì [1]. Òàê êàê �
n n1 2�

— åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû �
n n1 2�

êàê ýëåìåíòû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E n , ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîòîðîì îáîçíà÷àåì (, ). Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà â íàïðàâëåíèè � ñ êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ � îáîçíà÷àåì R� �( ). Ýòîò
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îïåðàòîð ïðè ïðèìåíåíèè åãî ê ýëåìåíòó x èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E n ðàñòÿ-
ãèâàåò â � ðàç ( , )x � � è íå ìåíÿåò x x� ( , )� �.

Ïóñòü f — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà E n òàêàÿ, ÷òî f � �, êîãäà | | | |x � �,

x E n
0 � — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è B0 — íåîñîáàÿ n n� -ìàòðèöà (íàïðèìåð,

B I n0 � (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà)), h0 0� — øàãîâûé ìíîæèòåëü. Íàäëåæàùèé âû-

áîð èñïîëüçóåìûõ íèæå øàãîâûõ ìíîæèòåëåé h h h0 1 2, , ,� è îáðàòíûõ çíà÷åíèé

êîýôôèöèåíòîâ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà 
 

�
, ,2 � îïèñàí â [1].

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì g g x g B gf
T

0 0 0 0 0� �( ); ; �0
0

0

�
g

g| | | |
, x x h B1 0 0 0� � �.

Ïîñëå k-ãî øàãà ïîëó÷àåì x E g x Ek
n

f k
n� ��, ( )1 , Bk�1 — n n� -ìàòðèöà.

Øàã k 	 1 . Âû÷èñëÿåì

g x d g x g xf k k f k f k( ); ( ) ( )� � �1 ; B B Rk k k kk
� ( � �� �1 1 0 1
 � 
( ), ;

r B d
r

r
k k

T
k k

k

k

� �;
| | | |

� ; g B g xk k
T

f k� ( ); p
g

g
k

k

k

�
| | | |

; x x h B pk k k k k	 � �1 ,

ãäå hk � 0 åñòü k-é øàãîâûé ìíîæèòåëü.

Ñòîï, åñëè âûïîëíåí êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ âû÷èñëåíèé.

Ïðîåêòèðîâàíèå. Ïóñòü V — ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè r â E n è PV —

îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà V . Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íóæíî ïðîåêòèðîâàòü

ñ ïðèìåíåíèåì PV , à òàêæå ïðîåêòèðîâàòü òî÷êè ïðîñòðàíñòâà E n íà çàìêíóòîå

âûïóêëîå ïîäïðîñòðàíñòâî S èç E n . Çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè � �E n íà S
èìååò ïðåäñòàâëåíèå

d x x x S( ) | | | | min,� � � �� ,

à åå ðåøåíèåì åñòü ðåøåíèå d x x( ) min | | | |� �� , x S� ýòîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè.

Ïðèìåíåíèå âûøåîïèñàííîé ìåòîäèêè ê èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ îá-

ðàáîòêè ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé ïðåäñòàâëåíî â [34].

Âûâîäû. Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòüè [8], ìû ïðåäñòàâèëè òðè êëàññà ìå-

òîäîâ ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îñíîâàííûå íà àðèôìåòè-

÷åñêèõ ïðèíöèïàõ, à èìåííî, ïðîöåññû Ñàòî–Òýéòà, Êëîñòåðìàíà è Ëèííèêà–Êóáè-

ëþñà. Ñëåäóÿ çàìå÷àíèþ Í.Ç. Øîðà î öåëåñîîáðàçíîñòè èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíèìîñ-

òè r-àëãîðèòìîâ ê íîâûì êëàññàì çàäà÷, ìû ïðåäñòàâèëè îñíîâàííûé íà r-àëãîðèòìå

ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû ïî âûáîðêå åå ýëåìåíòîâ.
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