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ðåìóìà, äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû, äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ôóíêöèîíàë Ìèíêîâ-

ñêîãî, èíòåãðàë Àóìàíà, óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, ôîðìóëà Êîøè, îáîáùåííàÿ ìàò-

ðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã–Ëåôôëåðà, äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ.

Â ýòîì ãîäó èñïîëíèëîñü áû 75 ëåò âñåìèðíî èçâåñòíîìó

óêðàèíñêîìó ó÷åíîìó, ñïåöèàëèñòó â îáëàñòè ìàòåìàòèêè è

êèáåðíåòèêè àêàäåìèêó ÍÀÍ Óêðàèíû Á.Í. Ïøåíè÷íîìó.

Áîðèñ Íèêîëàåâè÷ Ïøåíè÷íûé çàêîí÷èë

Ëüâîâñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî, ìå-

õàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, è áîëüøóþ

÷àñòü æèçíè ðàáîòàë â Êèåâå â Èíñòèòóòå êèáåð-

íåòèêè èìåíè Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Êðóã

íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Á.Í. Ïøåíè÷íîãî íåîáû÷àéíî

øèðîê. Ýòî ïðîáëåìû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñåòåé è

òåîðèÿ ãðàôîâ, âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû îïòèìè-

çàöèè è òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âû-

ïóêëûé àíàëèç è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìó-

ìà, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ è äèôôåðåíöè-

àëüíûå âêëþ÷åíèÿ, òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ èãð è

çàäà÷è ïîèñêà äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ, ìîäåëè ýêî-

íîìè÷åñêîé äèíàìèêè, ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíûõ

ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìèíèìàêñíîå îöåíè-

âàíèå ïàðàìåòðîâ, ðåøåíèå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, ìå-

òîäû óêëàäêè ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Â ðàáîòå [1] äàåòñÿ

ïîäðîáíûé îáçîð íàó÷íîãî íàñëåäèÿ Áîðèñà Íèêîëàåâè÷à, îñâå-

ùàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ñòîðîíû åãî íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè è èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâè-

òåëåé åãî øêîëû. Îòìåòèì, ÷òî Á.Í. Ïøåíè÷íûé íàïèñàë îêîëî 200 ñòàòåé è 8 ìîíî-

ãðàôèé, ïîäãîòîâèë ñâûøå 50 êàíäèäàòîâ è 8 äîêòîðîâ íàóê. Çà âûäàþùóþñÿ íà-

ó÷íóþ è îðãàíèçàòîðñêóþ äåÿòåëüíîñòü ó÷åíûé áûë óäîñòîåí Ãîñóäàðñòâåííûõ

ïðåìèé ÑÑÑÐ è Óêðàèíû.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ïðîñëåäèòü ðàçâèòèå îñíîâîïîëàãàþùèõ èäåé è ìå-

òîäîâ Á.Í. Ïøåíè÷íîãî ñåãîäíÿ â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ, êîëëåã è ïîñëåäîâàòåëåé.
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1. ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ

È ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ

Á.Í. Ïøåíè÷íûé îäèí èç ïåðâûõ ââåë â îáðàùåíèå è ýôôåêòèâíî ðàáîòàë ñ òà-

êèìè ïîíÿòèÿìè â àíàëèçå, êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ñóáäèôôåðåíöèàë è

ñóáãðàäèåíò âûïóêëîé ôóíêöèè. Ýòè ïîíÿòèÿ äàëè âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è óïðàâ-

ëåíèÿ, îáîáùàÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ðåçóëüòàòû ó÷åíîãî

â ýòîì íàïðàâëåíèè òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé Ìèëþòèíà–Äóáîâèöêîãî, ðàáîòàìè

Ë. Íåéøòàäòà, Õ. Õàëêèíà. Ñ åäèíûõ ïîçèöèé áûëè èçó÷åíû çàäà÷à îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

(â òåñíîé ñâÿçè ñ ðàáîòàìè À.È. Ïðîïîÿ), çàäà÷è ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, äî-

êàçàíû òåîðåìû î ìèíèìàêñå, äàíû êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ è

óñòàíîâëåíà èõ ñâÿçü ñ ïðîáëåìîé ìîìåíòîâ.

Èçâåñòíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà ãëàäêèå ôóíêöèè õîðîøî àï-

ïðîêñèìèðóþòñÿ ëèíåéíûìè, à âûïóêëûå — ïðîèçâîäíûìè ïî íàïðàâëåíèþ, â òî

âðåìÿ êàê íåãëàäêèå è íåâûïóêëûå ôóíêöèè íå îáëàäàþò ñòîëü ïðèâëåêàòåëüíûìè

ñâîéñòâàìè. Âûõîä èç ýòîé äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñèòóàöèè Á.Í. Ïøåíè÷íûé ïðåä-

ëîæèë â âèäå ïîíÿòèÿ âåðõíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèè [3]. Îòìåòèì, ÷òî âåðõ-

íÿÿ âûïóêëàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîäåð-

æàòåëüíûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà íåîáõîäèìî çíàòü äîñòàòî÷íî øèðîêîå ñåìåéñòâî

âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé. Íà ýòîé îñíîâå ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïàðàòà êî-

íóñîâ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé è ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîãî øàòðà Áîëòÿíñêîãî Áîðèñó

Íèêîëàåâè÷ó óäàëîñü ñôîðìóëèðîâàòü îáùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ íåãëàäêèõ

è íåâûïóêëûõ ôóíêöèé, à ñ èõ ïîìîùüþ — íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ [2, 3].

Êàê áûëî cêàçàíî, ëîêàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé äîñòà-

òî÷íî õîðîøî ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è ñâÿçàííîãî

ñ ýòèì ïîíÿòèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè. Äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé ïîíÿòèå ãðàäèåíòà çà-

ìåíÿåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîì. Â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé â àíàëîãè÷-

íîé ðîëè âûñòóïàåò ëîêàëüíî ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå, ââåäåííîå âïåðâûå

Á.Í. Ïøåíè÷íûì [4]. Îíî ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè äëÿ

âûïóêëûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, èç êîòîðîé ñëåäóþò ìíîãèå ôàêòû âûïóê-

ëîãî àíàëèçà è òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè òåîðåìà Ôåíõåëÿ–Ìîðî

î ðàâåíñòâå âûïóêëîé çàìêíóòîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ñâîåé äâàæäû ñîïðÿæåí-

íîé, òåîðåìà î ìèíèìàêñå. Ëîêàëüíî ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ðÿäîì

óäîáíûõ ñâîéñòâ è ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìûìè ìíîãîçíà÷íû-

ìè îòîáðàæåíèÿìè, è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå

áëèçêèìè èäåéíî ê èññëåäîâàíèÿì Á.Í. Ïøåíè÷íîãî ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [43–46],

ðàçâèâàþùèå è äîïîëíÿþùèå ýòè èñcëåäîâàíèÿ. Èçëîæèòü ñîäåðæàòåëüíî ñòîëü

âûñîêîãî óðîâíÿ ðåçóëüòàòû â îäíîé ñòàòüå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Îãðàíè÷èìñÿ

êðàòêèì ïåðå÷íåì ðåçóëüòàòîâ Á.Ø. Ìîðäóõîâè÷à, ñîäåðæàùèõñÿ â åãî ïîñëåäíèõ

ýíöèêëîïåäè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ [43] è äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîâðå-

ìåííîå ñîñòîÿíèå âàðèàöèîííîãî àíàëèçà è îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Îáîáùåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ëåæèò â îñíîâå âàðèàöèîííîãî àíàëèçà è åãî

ïðèëîæåíèé. Á.Ø. Ìîðäóõîâè÷ ðàçâèâàåò äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê òåîðèè îáîáùåí-

íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êàñàþùèéñÿ ýêñòðåìàëüíîãî ïðèíöèïà. Äàííûé ïðèí-

öèï ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ íåâûïóêëûìè ïðîèçâîäíî ïîäîáíûìè êîíñòðóêöèÿìè

äëÿ ìíîæåñòâ (íîðìàëüíûìè êîíóñàìè), ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè (êîïðî-

èçâîäíûìè). Ýòè êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ â äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ è, áó-

äó÷è íåâûïóêëîçíà÷íûìè, íå ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ íèêàêèìè ïðîèçâîäíî ïîäîá-

íûìè êîíñòðóêöèÿìè â îñíîâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîäîáíî êàñàòåëüíîìó êîíóñó è

ïðîèçâîäíûì ïî íàïðàâëåíèþ. Òåì íå ìåíåå óïîìÿíóòûå íåâûïóêëûå êîíñòðóê-

öèè îáëàäàþò èñ÷åðïûâàþùèìè èñ÷èñëåíèÿìè, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ëó÷øå òåõ,

êîòîðûìè îáëàäàþò èõ âûïóêëûå àíàëîãè. Íåò ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé

â îñíîâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè ãëàäêèõ è âûïóêëûõ ïîñòàíîâêàõ, ïîñêîëüêó

îñíîâíûå äâîéñòâåííûå ïðîèçâîäíî ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè ýêâèâàëåíòíû òàêèì

êëàññè÷åñêèì ïîñòàíîâêàì. Ýòîãî íå íàáëþäàåòñÿ â ñòðóêòóðå ñîâðåìåííîãî âàðè-
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àöèîííîãî àíàëèçà, ãäå äàæå ëîêàëüíûå àïïðîêñèìàöèè â íåâûïóêëîì îñíîâíîì

ïðîñòðàíñòâå (íàïðèìåð, êàñàòåëüíûå êîíóñû) ïðè äâîéñòâåííîì îòîáðàæåíèè

äàþò âûïóêëûå ìíîæåñòâà íîðìàëåé è ñóáãðàäèåíòîâ. Âûïóêëîñòü äâîéñòâåííûõ

îáúåêòîâ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì â òåîðèè è ïðèëîæåíèÿõ. Îïè-

ñàíû ñèòóàöèè, êîãäà àïïðîêñèìàöèè îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà íå ìîãóò èñïîëüçî-

âàòüñÿ â âàðèàöèîííîì àíàëèçå, â òî âðåìÿ êàê ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèé äâîé-

ñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà îáåñïå÷èâàåò èñ÷åðïûâàþùèå ðåçóëüòàòû.

Èññëåäîâàíèÿ, èçëîæåííûå â [43], êàñàþòñÿ òåîðèè îáîáùåííîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Áàçîâûå îáúåêòû — íîðìàëè, ñóáãðàäèåíòû

è êîïðîèçâîäíûå — îïðåäåëåíû íåïîñðåäñòâåííî â äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

÷åðåç ñëàáûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âêëþ÷àþùèå �-íîðìàëè è �-ñóáãðàäè-

åíòû òèïà Ôðåøå. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â êîïðîèçâîä-

íûõ äëÿ ëèïøèöåâîé ñòàáèëüíîñòè è ìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè. Îïðåäåëåíû

è èçó÷åíû ñâîéñòâà íîðìàëüíîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ è ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-

æåíèé, èìåþùèå âàæíîå çíà÷åíèå â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Èññëåäóåòñÿ ýêñ-

òðåìàëüíûé ïðèíöèï, ÿâëÿþùèéñÿ ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì. Íåçàâèñèìî ðàññìîò-

ðåíû êîíå÷íîìåðíûé è áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àè. Â ïîñëåäíåì øèðîêî èñïîëüçó-

þòñÿ ïðîñòðàíñòâà Àñïëóíäà, êîòîðûå èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â òåîðèè

è ïðèëîæåíèÿõ âàðèàöèîííîãî àíàëèçà. Óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåîìåò-

ðè÷åñêèì ýêñòðåìàëüíûì ïðèíöèïîì è àíàëèòè÷åñêèìè âàðèàöèîííûìè ïðèíöèïà-

ìè â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ, à òàêæå ïðàâèëà âû÷èñëåíèé äëÿ îñíîâíûõ íîðìàëåé, ñóá-

ãðàäèåíòîâ è êîïðîèçâîäíûõ â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâ Àñïëóíäà. Îñíîâíîå ðàçëè÷èå

ìåæäó êîíå÷íîìåðíûìè è áåñêîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè â êîíòåêñòå ñêàçàí-

íîãî ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íûå êîëè÷åñòâà êîìïàêòíîñòè

â áåñêîíå÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ. Òðåáóåìàÿ êîìïàêòíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîéñòâàìè

ñåêâåíöèàëüíîé íîðìàëüíîé êîìïàêòíîñòè. Íà îñíîâå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ

è òåîðèè îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óñòàíîâëåí ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ, êàñàþ-

ùèõñÿ ëèïøèöåâîé ìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè. Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èññëåäîâà-

íèè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè è ðàâíîâåñèÿ, íåÿâíûõ ìíîãî-

çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, óñëîâèé äîïîëíèòåëüíîñòè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.

Ïðèíöèïû âàðèàöèîííîãî àíàëèçà è òåîðèè îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ [43] øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ,

ìîäåëÿì ýêîíîìèêè.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÈÇÁÅÆÀÍÈß ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈÉ ÄÂÈÆÓÙÈÕÑß ÎÁÚÅÊÒÎÂ: ÇÀÄÀ×À

ÓÁÅÃÀÍÈß ÏÎÍÒÐßÃÈÍÀ–ÌÈÙÅÍÊÎ, ÓÁÅÃÀÍÈÅ ÎÒ ÃÐÓÏÏÛ, ÔÓÍÊÖÈß � �( , )n

Áîëåå 40 ëåò òîìó Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí è Å.Ô. Ìèùåíêî [5] ïîñòàâèëè çàäà÷ó îá

óêëîíåíèè îò âñòðå÷è ñ ïðåñëåäîâàòåëåì èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé íà ïî-

ëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ðåçóëüòàòû êàñàëèñü ëèíåéíûõ êîíôëèêò-

íî-óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ è ïðåäñòàâëÿëè íåêîòîðûå (ïî âîçìîæíîñòè ìèíè-

ìàëüíûå) òðåáîâàíèÿ íà ïàðàìåòðû ïðîöåññà, äîñòàòî÷íûå äëÿ èçáåæàíèÿ âñòðå-

÷è òðàåêòîðèé èãðîêîâ. Âñêîðå ñòàëè ðàçäåëÿòü ãðóáûé è òîíêèé ñëó÷àè:

ãðóáûé ñîîòâåòñòâóåò óêëîíåíèþ îò âñòðå÷è ëèøü ïî ãåîìåòðè÷åñêèì êîîðäè-

íàòàì, à òîíêèé, íàïðèìåð, — óêëîíåíèþ ïî ãåîìåòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è

ñêîðîñòÿì, õîòÿ îáîèì ñëó÷àÿì ñîîòâåòñòâóþò è áîëåå îáùèå ñèòóàöèè. Â ëè-

íåéíîì ñëó÷àå àâòîðàì óäàëîñü äîáèòüñÿ óñïåõà áëàãîäàðÿ ôîðìóëå Êîøè äëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ èãðîêîâ.

Ìåòîä, èñïîëüçóåìûé Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì è Å.Ô. Ìèùåíêî [13], áûë íàçâàí

ìåòîäîì ìàíåâðà îáõîäà. Òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà ïðîåêòèðîâàëàñü íà äâà âçàèìíî

îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ èç îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê òåðìèíàëüíîìó ìíî-

æåñòâó — ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Ýòè ïðîåêöèè ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïîëèíî-

ìû, ñîäåðæàùèå óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ. Óïðàâëÿÿ òàêèì îáðà-

çîì êîðíÿìè ïîëèíîìîâ, ñëåäîâàëî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîìû íå èìåëè íè îä-

íîãî îáùåãî êîðíÿ. Ýòî àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àëî áû, ÷òî âñòðå÷è òðàåêòîðèé íå

ïðîèçîøëî. Ýòîò ïðèåì è åñòü ìàíåâð îáõîäà (êîðíåé ïîëèíîìîâ). Äëÿ åãî ðåàëèçà-

öèè èñïîëüçîâàëàñü ëåììà î êâàäðàòàõ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, à ïîçæå è äðóãèå ñïîñîáû.

Äîñòàòî÷íî áûñòðî (ñïóñòÿ ïÿòü ëåò) ïîÿâèëèñü èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ çà-

äà÷ óáåãàíèÿ [21–23]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñïåöèôèêà çàäà÷è óáåãàíèÿ — óáåãà-
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íèå èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé — íå òðåáóåò çíàíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé

ñèñòåìû. Äîñòàòî÷íî çíàòü âåêòîð èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè òðàåêòîðèè, ò.å. ïðàâóþ

÷àñòü ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå áëàãîäàðÿ ñòðóêòóðå ñèñòåìû â çàäà÷å óáåãàíèÿ ñ ïî-

ìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêöèè

ðåøåíèÿ íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê òåðìè-

íàëüíîìó ìíîæåñòâó â âèäå àíàëîãà ôîðìóëû Òåéëîðà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷å-

íî â ðàáîòå [21], è îíî ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ñîîòíîøåíèåì â íåëèíåéíîé òåîðèè óáå-

ãàíèÿ. Áîëåå òîãî, â ìåòîäå ìàíåâðà îáõîäà óñëîâèÿ ïðåèìóùåñòâà óáåãàþùåãî

âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìíîæåñòâ. Â òî æå âðåìÿ ìåòîäû óáåãà-

íèÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ðàçðàáîòàííûå â îòäåëå Á.Í. Ïøåíè÷íîãî, âûðàæàþò ïðå-

èìóùåñòâî óáåãàþùåãî ñ ïîìîùüþ ìèíèìàêñíûõ èëè ìàêñèìèííûõ íåðàâåíñòâ

â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîé èíôîðìèðîâàííîñòè èãðîêîâ. Åñëè ñðàâíèâàòü ñ ìíî-

æåñòâåííûìè óñëîâèÿìè Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà â ëèíåéíîì ñëó÷àå, òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò

ñîîòíîøåíèÿì äëÿ îïîðíûõ ôóíêöèé èëè äëÿ âûïóêëûõ îáîëî÷åê ìíîæåñòâ, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì. Îäíàêî â ìåòîäå ìàíåâðà îáõîäà

ïðåèìóùåñòâî óáåãàþùåãî â ãðóáîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ëèøü íà äâóìåðíîì

ïîäïðîñòðàíñòâå, â òî âðåìÿ êàê ìåòîäû óáåãàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ òðåáóþò áîëåå

âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, è â ýòîì èõ íåäîñòàòîê.

Ðàçðàáîòàííûé ïîçäíåå ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé [47] ïðèçâàí óñòðà-

íèòü ýòîò íåäîñòàòîê, îäíàêî öåëü äîñòèãíóòà ëèøü ÷àñòè÷íî, õîòÿ ñóùåñòâóåò

óâåðåííîñòü (äî ñèõ ïîð ôîðìàëüíî íå ïîäòâåðæäåííàÿ) â ïîëíîé ýôôåêòèâíîñòè

èäåè. Îðèãèíàëüíûé ìåòîä óáåãàíèÿ â ðàçâèòèå èäåé Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ïðåäëîæèë

Ì.Ñ. Íèêîëüñêèé [49].

Á.Í. Ïøåíè÷íûé [48] ïîëó÷èë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óáåãàíèÿ â íåëèíåéíîé ñè-

òóàöèè ñïîñîáîì, íàïîìèíàþùèì ìàíåâð îáõîäà. Ïîçäíåå èäåè Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà

è Á.Í. Ïøåíè÷íîãî ðàçâèëè Ï.Á. Ãóñÿòíèêîâ [51] è Â.Â. Îñòàïåíêî [15]. Â 1974 ã. íà

Îäåññêîé âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè èãð íåçàâèñèìî Ï.Á. Ãóñÿòíèêîâûì

è À.À. ×èêðèåì áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à îá óáåãàíèè îò ãðóïïû ïðåñëå-

äîâàòåëåé [23]. Â ÷àñòíîñòè, â [23] áûëà ââåäåíà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ
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0 1� �� �( , )n . Êðîìå òîãî, Ë.Ò. Îðåõîâîé óñòàíîâëåíà ñâÿçü çíà÷åíèé ôóíêöèè

� �( , )n ñ ïëàòîíîâûìè òåëàìè, â ÷àñòíîñòè äàíà îöåíêà ñíèçó ïðè n � 3, � � 3.

Çàäà÷à óáåãàíèÿ îò ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé àêòèâíî èçó÷àëàñü ïîëüñêèìè ìà-

òåìàòèêàìè W. Rzymovskii, P. Borowko, W. Chodun. Îðèãèíàëüíûé ìåòîä óáåãàíèÿ

îò ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé â ñëó÷àå ïðîñòûõ äâèæåíèé, îñíîâàííûé íà îáõîäå êàæ-

äîãî èç íèõ ïî ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè, ïðåäëîæèë Ô.Ë. ×åðíîóñüêî [33]. Ýòó

èäåþ âïîñëåäñòâèè ðàçâèë Â. Çàê. (Â îáçîðå ðàáîò ïî òåîðèè óáåãàíèÿ [23] èìåþòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè.) Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû óáåæàòü, íóæíî èìåòü

îïðåäåëåííîå ïðåèìóùåñòâî, ñêàæåì â ñêîðîñòè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîïðîñ: êàêîâî ìèíèìàëüíîå ïðåèìóùåñòâî, íåîáõîäèìîå äëÿ óáåãàíèÿ â îá-

ùåé ñèòóàöèè. Âîêðóã ýòîãî âîïðîñà è ñîñðåäîòî÷åíû èññëåäîâàíèÿ òåîðèè óáåãà-

íèÿ. Á.Í. Ïøåíè÷íûé è À.À. ×èêðèé [22] ðàçðàáîòàëè ìåòîä èíâàðèàíòíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè èíâàðèàíòíîñòè äëÿ

óáåãàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðåèìóùåñòâà ïî ðåñóðñàì â ïðîåêöèè ëèøü íà îäíîìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ëèáî ðàâåíñòâà ïî ðåñóðñàì â ïðîåê-

öèè íà êîíå÷íîå ÷èñëî íàïðàâëåíèé, îáðàçóþùèõ íàáîð Êàðàòåîäîðè. Ýòîò ìåòîä

ïåðåíåñåí íà ñëó÷àé óáåãàíèÿ îò ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé.

Îòäåëüíûé ïðåäìåò äëÿ èññëåäîâàíèé â ðàçâèòèå èäåé Á.Í. Ïøåíè÷íîãî ïðåä-

ñòàâëÿþò çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ãðóïïèðîâîê óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ. Òàê, ñóòü çà-

äà÷è óáåãàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ãðóïïû óáåãàþùèõ äîëæåí èçáå-

æàòü ïîèìêè. À.À. ×èêðèé âûñêàçàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó: åñëè â åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå R
n

, n � 2, èìåþòñÿ 2n ïðåñëåäîâàòåëåé è äâà óáåãàþùèõ ñ ïðîñòûìè
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äâèæåíèÿìè è îáëàñòÿìè óïðàâëåíèÿ — åäèíè÷íûìè øàðàìè, òî õîòÿ áû îäèí óáåãà-

þùèé óáåæèò ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿõ èãðîêîâ. Â ñëó÷àå n � 2 3, çàäà÷à ðå-

øåíà, à ïðè n � 3 ïðîáëåìà îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Ðàçëè÷íûå îáùèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îá

óáåãàíèè ïðè íàëè÷èè ãðóïïèðîâîê è èõ ðåøåíèå ñîäåðæàòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ [52, 53].

3. ÌÅÒÎÄ ÐÀÇÐÅØÀÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ, ÑÈÒÓÀÖÈß ÎÊÐÓÆÅÍÈß ÏÐÈ ÃÐÓÏÏÎÂÎÌ

ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ, ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÃÐÓÏÏÈÐÎÂÎÊ

Â ñîçäàíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð â ïîñëåäíèå 50 ëåò âíåñëè ñâîé âêëàä

ìíîãèå ó÷åíûå, íàó÷íûå ãðóïïû, âîçãëàâëÿåìûå àâòîðèòåòíûìè ëèäåðàìè — âïîñ-

ëåäñòâèè ãëàâàìè íàó÷íûõ øêîë. Ïîýòîìó îáíàðóæèòü êàêîé-ëèáî íîâûé ýô-

ôåêò áûëî òðóäíî. Â òàêîé ñèòóàöèè ïîìî÷ü ìîã òîëüêî ñëó÷àé. È îí ïðåäñòà-

âèëñÿ. Âñïîìíèì ââåäåííóþ ðàíåå ôóíêöèþ � �( , )n , êîòîðàÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíè-

åì (1) è îïðåäåëÿåò ïðåèìóùåñòâî óáåãàþùåãî íàä êàæäûì èç ïðåñëåäîâàòåëåé

â ñëó÷àå ïðîñòûõ äâèæåíèé:
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Äëÿ óáåãàíèÿ áåç ìàíåâðà èç ëþáûõ ïîëîæåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

� �( , )n a� �1.
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ò.å. èìååò ìåñòî îêðóæåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿìè óáåãàþùåãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû ãðóïïà ïðåñëåäîâàòåëåé ìîãëà ïîé-

ìàòü óáåãàþùåãî ( )a �1 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû y x
i

0 0

� intco { }.

Ýòî íàáëþäåíèå íàä ôóíêöèåé � �( , )n è ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæàò Á.Í. Ïøåíè÷-

íîìó [15]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè åãî ó÷åíèêàìè è ïîñëåäîâàòåëÿìè ïðèâåëî

ê ñîçäàíèþ îäíîãî èç íàèáîëåå ìîùíûõ ìåòîäîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ èãð — ìå-

òîäó ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [26], êîòîðûé îáîñíîâûâàåò, â ÷àñòíîñòè, çàêîí ïðå-

ñëåäîâàíèÿ ïî ëó÷ó, à òàêæå êëàññè÷åñêîå ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ñáëèæåíèÿ, õîðî-

øî èçâåñòíûå ïðîåêòèðîâùèêàì ðàêåòíîé è êîñìè÷åñêîé òåõíèêè. Ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷ ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ñòàë ýôôåêòèâíûì

ñðåäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ.

Â âûïóêëîì àíàëèçå ñóùåñòâóþò äâà ñïîñîáà îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèé ñ ñîõðàíåíèåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Ïåðâûé áàçèðóåòñÿ íà

îïîðíûõ ôóíêöèÿõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà, â ïåðåñå-

÷åíèè äàþùèå (âûñåêàþùèå) èñõîäíîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêî-

íå÷íîé), ñîäåðæàùåé îïîðíûå ôóíêöèè. Äðóãîé ñïîñîá êàñàåòñÿ çâåçäíûõ çàìêíó-

òûõ ìíîæåñòâ è ôóíêöèîíàëîâ Ìèíêîâñêîãî. Ïóñòü ìíîæåñòâî çâåçäíî îòíîñèòåëü-

íî, íàïðèìåð, òî÷êè 0. Òîãäà ðàññòîÿíèå îò íóëÿ äî ãðàíèöû ìíîæåñòâà â çàäàííîì

íàïðàâëåíèè îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Ìèíêîâñêîãî. Òåì ñàìûì óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çâåçäíûìè îòíîñèòåëüíî íóëÿ

çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè è èõ ôóíêöèîíàëàìè Ìèíêîâñêîãî.

Ïåðâîå èç óïîìÿíóòûõ ñîîòâåòñòâèé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ëåæèò â îñíîâå ïðè-

íöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì è

ñîîòâåòñòâåííî â îñíîâå ïðàâèëà ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî, ñâÿ-

çàííîãî ñî âðåìåíåì ïåðâîãî ïîãëîùåíèÿ, êîòîðîå ïîëíîñòüþ îáîñíîâûâàåò êëàññè÷åñ-

êîå ïðàâèëî ñáëèæåíèÿ ïî êðèâîé ïîãîíè Ë. Ýéëåðà, ÷àñòî èñïîëüçóåìîå íà ïðàêòèêå.

Â îñíîâå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ëåæàò îáðàòíûå ôóíêöèîíàëû Ìèíêîâ-

ñêîãî, â íåêîòîðîì ñìûñëå íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò; îïðåäåëèì èõ [26].

Ïóñòü X — çàìêíóòîå çâåçäíîå îòíîñèòåëüíî íóëÿ ìíîæåñòâî â R
n

. Òîãäà

� � �
X

p p X( ) sup :� � �{ }0
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íàçîâåì îáðàòíûì ôóíêöèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî. Îïèøåì êðàòêî ìåòîä ðàçðåøàþ-

ùèõ ôóíêöèé â ñîâðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè [26, 53, 78], âêëþ÷èâ â îïèñàíèå ïðî-

öåññû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû è çàäàâ ëèøü ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì êîí-

ôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

z t g t t u d

t

( ) ( ) ( , ) ( ( ), ( ))� 


�
� � 	 � � � �

0

, t � 0. (3)

Çäåñü z t R
n

( )� , ôóíêöèÿ g t( ) , g R R
n

:





 , R t t



� �{ }: 0 , èçìåðèìà ïî Ëåáåãó

è îãðàíè÷åíà ïðè t � 0, ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ �( , )t � , t � �� 0, èçìåðèìà ïî t è

ëîêàëüíî ñóììèðóåìà ïî � äëÿ êàæäîãî t R�



. Áëîê óïðàâëåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíê-

öèåé 	 �( , )u , 	 :U V R
n

� 
 , êîòîðàÿ íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ,

U K R
m

� ( ) , V K R
l

� ( ) , m, l, n N� .

Êðîìå êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà, çàäàíî òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M
*

,

èìåþùåå öèëèíäðè÷åñêèé âèä:

M M M
*

� 

0

, (4)

çäåñü M
0

— ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç R
n

, à M K L�co ( ), ãäå L — îðòîãî-

íàëüíîå äîïîëíåíèå ê M
0

â R
n

. Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ — èçìåðèìûå

ôóíêöèè, ïðè÷åì u t u g T
t

( ) ( ( ), ( ))� �� , � �
t

s s t( ) ( ) : [ , ]� � �{ }0 , t T�[ , ]0 , T — êî-

íåö èãðû. Êàê îáû÷íî, èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà,

è ñëåäóåò óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî âûèãðûøà, ò.å. ïîïàäàíèÿ òðàåê-

òîðèè (3) íà ìíîæåñòâî (4) â êîíå÷íûé ìîìåíò ïðè ëþáîì ïðîòèâîäåéñòâèè

âòîðîãî èãðîêà.

Îáîçíà÷èâ �, � : R L
n

 , îðòîïðîåêòîð, ââåäåì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W t t U( , , ) ( , ) ( , )� � � � 	 �� � , W t W t

V

( , ) ( , , )� � �

�

�

�

�

.

Óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà [13] îçíà÷àåò, ÷òî W t( , )� � � , t � �� 0. Åñëè îíî âûïîëíå-

íî, òî â ñèëó çàìêíóòîçíà÷íîñòè è èçìåðèìîñòè îòîáðàæåíèÿ èç òåîðåìû èçìå-

ðèìîãî âûáîðà [9, 11, 46] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t � 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé

ïî � ñåëåêòîð 
 �( , )t îòîáðàæåíèÿ W t( , )� . Çàôèêñèðóåì åãî è ïîëîæèì

� 
 � 
 � �( , ( ), ( , )) ( ) ( , )t g t t g t t d

t

� � 


�

0

.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

А ( , , ) : [ ( , , ) ( , )] [ ( , ( ), ( ,t W t t M t g t t� � � � � 
 � � � 
� � 	 	 �{ 0 � ))]},

А : �� 




V
R

2 , � � � � � 
 �{ }( , ) :t t� �0 .

Ðàçðåøàþùåé ôóíêöèåé â èãðå (3), (4) áóäåì íàçûâàòü îïîðíóþ ôóíêöèþ îòî-

áðàæåíèÿ А ( , , )t � � â íàïðàâëåíèè 
1, îíà ñâÿçàíà ñ îáðàòíûì ôóíêöèîíàëîì

Ìèíêîâñêîãî íåêîòîðûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

� � � � � � � �
� � 
 �

( , , ) sup : ( , , ) sup (

( , , ) ( , )

t t

m M

W t t
� � �

�

	

{ }А m t g t t	 �� 
( , ( ), ( , ))) .

Êàê âèäèì, îòîáðàæåíèå А ( , , )t � � è ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ � � �( , , )t ÿâëÿþòñÿ

( )L B� -èçìåðèìûìè ïî ñîâîêóïíîñòè ( , )� � , à çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ñó-

ïåðïîçèöèîííî èçìåðèìà [78, 79, 82]. Ïîýòîìó, ââåäÿ ìíîæåñòâî

T g t t d

t

( ( ), ( , )) : inf ( , , ( ))

( )

� � � � �

�

�

�

�

�

�
�

�

�

 � � � � �

�

0 1

0

�

�

�
�

,

ìîæíî óòâåðæäàòü [78], ÷òî äëÿ ëþáîãî T T g� � � �( ( ), ( , ))
 èãðà (3), (4) ìîæåò

áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò T ñ ïîìîùüþ êâàçèñòðàòåãèé: u t u g T
t

( ) ( ( ), ( ))� �� ,

t T�[ , ]0 , à åñëè îòîáðàæåíèå А ( , , )t � � ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîçíà÷íûì, òî èãðà ìî-
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æåò áûòü çàêîí÷åíà è â êëàññå ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòåãèé (êîíòðóïðàâëåíèé

Í.Í. Êðàñîâñêîãî). Îáîñíîâàíèåì ñõåìû ìåòîäà è àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

( )L B� -èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé çàíèìàåòñÿ È.Ñ. Ðàïïîïîðò [82], ïðèìåíÿÿ ðàç-

ðàáîòàííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ê äèíàìè÷åñêèì èãðàì ñ òåðìèíàëüíûì

ôóíêöèîíàëîì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìîäèôèêàöèé ìåòîäà ðàçðåøàþ-

ùèõ ôóíêöèé, áàçèðóþùèõñÿ íà ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèÿõ óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà, êî-

òîðûå èñïîëüçóþò ôèêñèðîâàííûå è íåôèêñèðîâàííûå òî÷êè ïðèöåëèâàíèÿ íà

òåðìèíàëüíîì ìíîæåñòâå, ðàññìàòðèâàþùèõ íåôèêñèðîâàííîå âðåìÿ îêîí÷àíèÿ

èãðû, êîëåáàòåëüíóþ â âðàùàòåëüíóþ äèíàìèêó êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðî-

öåññà. Îòìåòèì ëèøü óñòàíîâëåííûå ñâÿçè ìåòîäà ñ ïåðâûì ïðÿìûì ìåòîäîì

Ïîíòðÿãèíà è âðåìåíåì ïåðâîãî ïîãëîùåíèÿ.

Òàê, ñëó÷àé îáðàùåíèÿ ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè â 
�, ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ, ïî-

ëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ïðÿìîìó ìåòîäó Ïîíòðÿãèíà [13, 24]. Îäíàêî

â ñëó÷àå ïîëíîãî âûìåòàíèÿ ïî Ãóñÿòíèêîâó–Íèêîëüñêîìó â óñëîâèè Ïîíòðÿãèíà

(ðàçíîñòü Ìèíêîâñêîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ Õóêóõàðû) âðåìÿ ïåðâîãî ïîãëîùå-

íèÿ ñîâïàäàåò ñ ãàðàíòèðîâàííûì âðåìåíåì ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [26].

Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ñ ðàññòîÿíèåì äî òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà â îáåèõ ñõå-

ìàõ ìåòîäîâ, âîçìîæíà è áîëåå òîíêàÿ ñâÿçü ãàðàíòèðîâàííûõ âðåìåí.

Ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ïðèìåíÿëñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíôëèêòíî-óï-

ðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ, êîãäà äèíàìèêà çàäàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè ñèñòåìàìè, à îá-

ëàñòè óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ è òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî çàâèñÿò îò âðåìåíè. Èññëå-

äîâàíû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå èãðû äëÿ ñèñòåì çàïàçäûâàþùåãî è íåé-

òðàëüíîãî òèïîâ, íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû, èíòåãðàëüíûå è

èíòåãðî-äèôôåðåíåöèàëüíûå èãðîâûå çàäà÷è. Èçó÷åíû èãðîâûå çàäà÷è ñ

òåðìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì, ñ èíòåãðàëüíûì áëîêîì óïðàâëåíèÿ, ñîïðÿæåííûå

äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû.

Îòäåëüíûå èññëåäîâàíèÿ [53] êîñíóëèñü âîïðîñà î ïîäõîäÿùåì âûáîðå ñåëåê-

òîðà 
 �( , )t , õîòÿ â ýòîé ïðîáëåìå, ïî-âèäèìîìó, îñòàëîñü áîëüøå âîïðîñîâ, ÷åì

îòâåòîâ.

Â öèêëå ðàáîò [58, 59] íà îñíîâå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ðàññìîòðåíà

çàäà÷à ïîî÷åðåäíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ (èãðîâàÿ çàäà÷à «äèíàìè÷åñêèé êîìèâîÿ-

æåð»), â êîòîðîé êðèòåðèåì êà÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíîå âðåìÿ ïîèìêè âñåõ óáå-

ãàþùèõ. Çàäà÷à ñîñòîèò èç äâóõ íåðàçðûâíî ñâÿçàííûõ ÷àñòåé: ïåðåáîðíîé — äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ïîèìêè è óïðàâëåí÷åñêîé — íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåñëåäîâà-

íèÿ ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå îáñëóæèâàíèÿ.

Ïåðâàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ïðîáëåìå öåëåðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà õîðîøî èçâåñòíà

ïðåäñòàâèòåëÿì êîñìè÷åñêîé íàóêè è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå òðóäíûì çâåíîì â ðåøåíèè

èñõîäíîé çàäà÷è. Êîãäà ïîðÿäîê ïîèìêè óáåãàþùèõ îïðåäåëåí, öåëåñîîáðàçíî ïðè-

ìåíåíèå óïîìÿíóòîãî ìåòîäà. Íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü, ÷òî êëþ÷åâàÿ òðóäíîñòü

ïðîáëåìû â òîì, ÷òî îáå ÷àñòè èñõîäíîé çàäà÷è (ïåðåáîðíàÿ è óïðàâëåí÷åñêàÿ) íå-

ðàçðûâíû è ðåøàòü èõ íóæíî òîëüêî âî âçàèìîñâÿçè. Â ðàáîòå [58] ðàññìîòðåí ñëó-

÷àé ïðîñòîé äèíàìèêè, êîãäà ïðåñëåäîâàòåëü èñïîëüçóåò àëãîðèòì ïàðàëëåëüíîãî

ñáëèæåíèÿ ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå ïîèìêè óáåãàþùèõ, èìåÿ îïðåäåëåííîå ïðåèìó-

ùåñòâî ïî ðåñóðñàì íàä êàæäûì èç óáåãàþùèõ. Ñëåäóåò ëèøü îïðåäåëèòü îïòè-

ìàëüíûé îòâåò óáåãàþùèõ êàê ðåøåíèå áåñêîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèîííîé ïðî-

áëåìû. Çàäà÷ó óäàëîñü ñâåñòè ê äâóì âçàèìíî çàâèñèìûì êîíå÷íîìåðíûì çàäà÷àì:

íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè ñóììàðíîãî âðåìåíè ïîèìêè ïî ïîñòîÿííûì óïðàâëåíè-

ÿì óáåãàþùèõ è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ïî ïîðÿäêó ïîèìêè.

Ñëîæíûå çàäà÷è ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ ãðóïïèðîâîê

èçó÷åíû â ðàáîòàõ [18, 20, 25, 26, 52, 53]. Òåõíèêà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

ïîçâîëèëà ðàññìîòðåòü øèðîêèå êëàññû çàäà÷ ñ ó÷àñòèåì ãðóïï èãðîêîâ ñ îáåèõ

ñòîðîí: çàäà÷è î ìíîãîêðàòíîé ïîèìêå, ïðåñëåäîâàíèå ãðóïïû æåñòêî ñêîîðäèíè-

ðîâàííûõ óáåãàþùèõ, ïîèìêà çàäàííîãî ÷èñëà óáåãàþùèõ. Â êàæäîé èç óêàçàí-

íûõ çàäà÷ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñèòóàöèÿ îêðóæåíèÿ ïî Ïøåíè÷íîìó ïî îïðåäå-

ëåííîé ÷àñòè ôàçîâûõ êîîðäèíàò.
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4. ÏÐÀÂÈËÎ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÈÖÅËÈÂÀÍÈß Í.Í. ÊÐÀÑÎÂÑÊÎÃÎ, ÂÐÅÌß

ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÃËÎÙÅÍÈß, ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß ÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ïðàâèëî ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî [14] èñïîëüçîâàëîñü

äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ â èãðîâûõ çàäà÷àõ äèíà-

ìèêè â ðàáîòàõ Þ.Ì. Ðåïèíà è Â.Å. Òðåòüÿêîâà. Ïî-âèäèìîìó, ýòî áûë îäèí èç

ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèÿ ðàçâèâàë

Â.Í. Óøàêîâ. Ïðàêòè÷åñêè â ýòîò ïåðèîä ïîÿâèëàñü ðàáîòà Á.Í. Ïøåíè÷íîãî [16],

ïîñâÿùåííàÿ çàâåðøåíèþ èãðû çà âðåìÿ ïåðâîãî ïîãëîùåíèÿ (ðåãóëÿðíûé ñëó-

÷àé). Ïîçèöèîííûé ñïîñîá ñáëèæåíèÿ çà âðåìÿ ïåðâîãî ïîãëîùåíèÿ áûë ïå-

ðåíåñåí íà ñëó÷àé èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé â ðàáîòàõ Á.Í. Ïøåíè÷íîãî è

Þ.Í. Îíîï÷óêà [19]. Ýòè îñíîâîïîëàãàþùèå èññëåäîâàíèÿ ðàçâèë È.Ñ. Ðàïïî-

ïîðò [63] äëÿ èãðîâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðî-ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè â ðàç-

íûõ êîìáèíàöèÿõ, à òàêæå äëÿ çàäà÷ ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ. Ïîñëåäíèå

â ïîçèöèîííîé ïîñòàíîâêå øèðîêî èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ Ñ.È. Òàðëèíñêîãî,

Ì.Ñ. Ãàáðèýëÿíà, à òàêæå À.À. ×èêðèÿ [18]. Â òî æå âðåìÿ ìåòîäèêà ïåðâîãî

ïðÿìîãî ìåòîäà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [13] ïåðåíîñèëàñü íà ñëó÷àé èíòåãðàëüíûõ

îãðàíè÷åíèé Ì.Ñ. Íèêîëüñêèì [60]. Âïîñëåäñòâèè óêàçàííàÿ çàäà÷à â ðàìêàõ

óïîìÿíóòîé òåõíèêè, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèåìà Ä. Çîííåâåíäà [61], ñâÿçàííîãî

ñ ðàñòÿãèâàíèåì âðåìåíè, èçó÷àëàñü À.ß. Àçèìîâûì [62]. Ê ýòîé æå ìåòîäèêå

ìîæíî îòíåñòè èññëåäîâàíèÿ À.Â. Ìåçåíöåâà, Í.Ë. Ãðèãîðåíêî, À.ß. Àçèìîâà,

Ô.Â. Ãóñåéíîâà. Ñ ïîÿâëåíèåì ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [26, 53, 78, 81]

âñòàë åñòåñòâåííûé âîïðîñ î åãî ðàñïðîñòðàíåíèè íà ñëó÷àé èíòåãðàëüíûõ

îãðàíè÷åíèé. Òàêàÿ ïîïûòêà áûëà ïðåäïðèíÿòà, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [64].

Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòàõ â óïîìÿíóòîì âûøå íà-

ïðàâëåíèè, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèÿìè À.À. Áåëîóñîâà [65, 66]. Ïóñòü äèíàìèêà

èãðû çàäàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

�z Az Bu C� 
 
 �, z z( )0

0

� ,

(5)

ãäå z R
n

� , u R
m

� , ��R
l
, A , B , C — ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n n� , n m� ,

n l� ñîîòâåòñòâåííî. Óïðàâëåíèå èãðîêà-ïðåñëåäîâàòåëÿ u( )� è óáåãàþùåãî �( )� —

èçìåðèìû ïî Ëåáåãó ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåãðàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì

0

2

1

�

�
�|| ( ) ||u d� � , || ( ) ||� � �

2

0

1

�

�
�d . (6)

Ýòè óïðàâëåíèÿ íàçîâåì äîïóñòèìûìè.

Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M
0

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì èç R
n

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ïðè ïîñòðîåíèè ñâîåãî óïðàâëåíèÿ u t( ) èñïîëüçó-

åò èíôîðìàöèþ î z
0

è �( )t , à òàêæå ó÷èòûâàåò èíôîðìàöèþ î ïðåäûñòîðèè �
t
( )� .

Îáîçíà÷èì � îðòîïðîåêòîð, äåéñòâóþùèé èç R íà L , ãäå L — îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê M
0

â R
n

. Ââåäåì ïðåäïîëîæåíèå íà ïàðàìåòðû êîíôëèêòíî-óïðàâ-

ëÿåìîãî ïðîöåññà, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü àíàëîãîì óñëîâèÿ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [13]

äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � , 0 1� �� , ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

� ��e CV e BU t
At At

� � � 0, (7)

ãäå U u R u
m

� � �{ }: || | | 1 , V R
l

� � �{ }� �: || || 1 — åäèíè÷íûå øàðû â ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

�( , , ) : ( ) || ||t R e z e C e BU
At A A

� � 
 
� � � � 
 � � �
� �

� � 
 � 	 
{ }

0 2

1 ,

(8)

ãäå ( , , )t R R R
l

� � � � �

 


, R



� �[ , )0 , è ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíê-

öèþ, òàê íàçûâàåìóþ ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ [26]


 � � � �( , , ) sup ( , , )t t� � .

10 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 2



Çàôèêñèðóåì åå àðãóìåíòû ( , , )t R R R
l

� � � � �

 


, ïðè÷åì �e z
At 0

0� . Çàìåòèì,

÷òî íîðìà || ||
� � �
�

e z e C
At A0


 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 
 ðàñòåò ïî 
 ëèíåéíî,

à íîðìà âåêòîðîâ èç ïðàâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ â (8) îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé

( ) || || max || | |

|| ||

1

2

1

	 


�

� 
 � � �
�

u

A
e BU ,

êîòîðàÿ, êàê è ôóíêöèÿ îò 
, ðàñòåò íå áûñòðåå êîðíÿ êâàäðàòíîãî. Ïîýòîìó

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 
 âêëþ÷åíèå â (8) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. 
 � �( , , )t � 
 � .

Ê òîìó æå ôóíêöèÿ 
 � �( , , )t èçìåðèìà ïî Áîðåëþ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ,

à çíà÷èò, ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìà ïî � .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå (5), (6) âûïîëíåíî óñëîâèå 1.

Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò T T z� ( )

0

òàêîé, ÷òî ëèáî �e z
AT 0

0� , ëèáî

�e z
AT 0

0� è äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé �( )� âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî


 � � � �( , , ( ))T T d

T

	 �

�
1

0

,

òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (5) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà íà ìíîæåñòâî M â ìîìåíò T.

Âûáîð óïðàâëåíèÿ ïåðâûì èãðîêîì ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå òåîðåìû èçìåðèìî-

ãî âûáîðà Êóðàòîâñêîãî è Ðûëü–Íàðäçåâñêîãî. Óòâåðæäåíèå áåç îñîáîãî òðóäà ïå-

ðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé áîëåå îáùèõ èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ

� � � � 

T

0

2

�

�
�( ) ( )Gu d , � � � � � �

T

0

2

�

�
�( ) ( )H d ,

ãäå G è H — ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà

m m� è l l� ñîîòâåòñòâåííî, u( )� è � �( ) — èçìåðèìûå ôóíêöèè, 
 è � — ïîëî-

æèòåëüíûå ÷èñëà, à çíàê T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Ðàññìîòðåííûå èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îãðàíè÷åíèÿ

íà èíòåãðàë îò êâàäðàòà íîðìû óïðàâëåíèÿ. Íà ïðàêòèêå áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò

è äðóãèå òèïû èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, íàïðèìåð îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëíûé èì-

ïóëüñ, ò.å. âìåñòî (6) ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

|| ( ) ||u d� �

0

1

�

�
� , || ( ) ||� � �

0

1

�

�
�d . (9)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿþòñÿ

ñóììèðóåìûìè ôóíêöèÿìè è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (9), òî îáëàñòü äîñòèæè-

ìîñòè ñèñòåìû (5) çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè âòîðîãî

èãðîêà ìîæåò áûòü íåçàìêíóòîé, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ

òåì, ÷òî ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì (9), íå îãðàíè-

÷åíî ïî íîðìå â îáû÷íîì ñìûñëå è ñîäåðæèò ôóíêöèè, êîòîðûå ñêîëü óãîäíî

áëèçêè ê óïðàâëåíèÿì òèïà �-ôóíêöèåé Äèðàêà. Îáùèì ïðèåìîì äëÿ çàìûêàíèÿ

ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé â ñëàáîçâåçäíîé òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå èñõîäíîé

çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè èëè óïðàâëåíèé ìåð.

Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (9), âîçüìåì îáîáùåííûå ôóíêöèè
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Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }�
i

è { }�
j

íå èìåþò êîíå÷íûõ

òî÷åê ñãóùåíèÿ [71]. Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ (9) ïðèìóò âèä

|| ( ) || || ||u d b
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1� �
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 � , || ( ) || || ||� � �
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Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ èãðû (5), (9), (10) âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Òîãäà åñëè ñó-

ùåñòâóåò ìîìåíò T T z� ( )

0

òàêîé, ÷òî � � �e z e BU
AT

t T

At0

0

1� 	

� �

( ) � , òî äèôôåðåí-

öèàëüíàÿ èãðà (5), (9), (10) ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà â ìîìåíò T.

5. ÏÐÎÖÅÑÑÛ Ñ ÄÐÎÁÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ: ÈÃÐÎÂÛÅ ÇÀÄÀ×È,

ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÌÀÒÐÈ×ÍÀß ÔÓÍÊÖÈß ÌÈÒÒÀÃ–ËÅÔÔËÅÐÀ, ÔÎÐÌÓËÀ ÊÎØÈ

Äðîáíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëóæèò ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì â ðàç-

ëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì è ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ. Íà ïðèìåðå êëàññè÷åñêèõ äðîáíûõ ïðîèçâîä-

íûõ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ [27, 28], ðåãóëÿðèçîâàííûõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ (íåçà-

âèñèìî ââåëè è èñïîëüçîâàëè Äæðáàøÿí–Íåðñåñÿí è Êàïóòî), ñåêâåíöèàëüíûõ

äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Ìèëëåðà–Ðîññà [68] è äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Õèëüôå-

ðà [67] ïîêàæåì èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ðåøåíèè èãðîâûõ çàäà÷

äèíàìèêè. Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîâåäåíû â ðàáîòàõ

À.À. ×èêðèÿ è Ñ.Ä. Ýéäåëüìàíà [27, 28, 97, 98], À.À. ×èêðèÿ [56, 57], â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ èõ ïðîäîëæàåò È.È. Ìàòè÷èí [67–70, 80].

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðî-

èçâîäíûìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ è ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì ÷åðåç

ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ìèòòàã–Ëåôôëåðà â âèäå àíàëîãîâ ôîðìóëû Êîøè â ôîðìå (3).

Ïóñòü n n	 � �1 � , n N� , äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà �, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ { }� ,

åãî öåëàÿ ÷àñòü — [ ]� . Òàêèì îáðàçîì, { }� �� 	 
n 1, [ ]� � 	n 1.

Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà �

( , )n n n N	 � � �1 � ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [83]:
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— ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ôóíêöèî-

íàëüíîìó óðàâíåíèþ $ $( ) ( )x x x
 �1 , à D f t
�

( ) — ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ Àáåëÿ ïðè �� ( , )0 1 .

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä
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Êàê ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ, òàê è ðåãóëÿðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå íå

îáëàäàþò íè ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, íè ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè. Â ýòîé

ñâÿçè Ìèëëåð è Ðîññ ââåëè òàê íàçûâàåìûå ñåêâåíöèàëüíûå ïðîèçâîäíûå, îïðå-

äåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D
| |

( ) ... ( )

� � � �
f t D D D f t

m
�

1 2

,

ãäå � � � �� % %( , )

1 2

�

m
— ìóëüòèèíäåêñ, | |� � � �� 
 
 


1 2

�

m
, à ôóíêöèÿ f t( )

ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé. Â êà÷åñòâå îïåðàòî-

ðà D
�

ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî

Ðèìàíó–Ëèóâèëëþ, ïî Äæðáàøÿíó–Íåðñåñÿíó–Êàïóòî èëè ëþáóþ äðóãóþ åãî

ðàçíîâèäíîñòü.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ

è ðåãóëÿðèçîâàííûå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûå ñëó-

÷àè ñåêâåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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Ïóñòü n n	 � �1 � è p n� 	�, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
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Èñïîëüçîâàíèå ñåêâåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ Ìèëëåðà–Ðîññà ïîçâîëÿåò, â ÷àñò-

íîñòè, ïîíèæàòü ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî àíàëîãèè ñ óðàâíå-

íèÿìè öåëîãî ïîðÿäêà.

Âûáåðåì íåêîòîðîå �, n n	 � �1 � , n N� . Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà

� � � �� 	 
 	 	 � 	( , , ) ( , , [ ] )j n n j j j1 1 { } , j n� 	0 1, ,� . Î÷åâèäíî, ÷òî | |� �� . Ââå-

äåì îáîçíà÷åíèÿ:
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Ñëåäóþùèå ôîðìóëû óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ñåêâåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ñïåöè-

àëüíîãî âèäà D f t
j

�
( ), D f t

j

( )

( )

�
ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà–Ëèóâèë-

ëÿ è ðåãóëÿðèçîâàííûìè ïðîèçâîäíûìè, à òàêæå èõ âçàèìîñâÿçü.

Ïóñòü n n	 � �1 � , n N� , à ôóíêöèÿ f t( ) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ïðî-

èçâîäíûå äî ïîðÿäêà ( )n 	1 âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà
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Â ðàáîòå [27] îïðåäåëåíà îáîáùåííàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã–Ëåôôëåðà

E B
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kk

k

�
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( ; )

( )

�



�

�

	

�

0

1

$

,

ãäå � � 0, 
 �C (C — ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë), B — ïðîèçâîëüíàÿ êâàä-

ðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ïðàâîñòîðîííèé èíòåãðàë Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà �, 0 1� �� , îò ôóíêöèè

f îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I f t f t d

t

� �

�

� � �( )

( )

( )( )� 	

�

	
1

0

1

$

.

Ïóñòü òåïåðü m m	 � �1 � , m N� , è ôóíêöèÿ f èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà m. Ïîëîæèì ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà � òèïà 
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Ýòî àíàëîã ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà [67, 83], ââåäåííîé èì äëÿ �� ( , ]0 1 . Î÷åâèäíî,

÷òî ïðè 
 � 0 ïîëó÷èì êëàññè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà �

D f t D f t

d

dt

I f t

m

m

m� � �,

( ) ( ) ( )

0

� �

	

,

à ïðè 
 �1 — ðåãóëÿðèçîâàííóþ ïðîèçâîäíóþ
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ïðîöåññû, ôóíêöèîíèðóþùèå â êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè, ñ

óæå óïîìÿíóòûìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè. Íàøà öåëü — ïðè çàäàííûõ óïðàâëåíè-

ÿõ èãðîêîâ ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå àíàëîãà ôîðìóëû Êîøè âèäà (3).
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È íàêîíåö, â ñëó÷àå ñ ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ðàññìîòðåííûõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ òðàåêòîðèè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëåíû â âèäå (3)

è îáúåêò ãîòîâ ê ïðèìåíåíèþ àïïàðàòà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [26, 53, 78] äëÿ

ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñáëèæåíèÿ çà ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ â êëàññå

êâàçè- èëè ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòåãèé. Ýòî îòðàæåíî â ðàáîòàõ [27, 28, 56,

57, 67–70, 80, 83, 97, 98] è ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåðàìè, â ÷àñòíîñòè èññëå-

äîâàíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Áàãëè–Òîðâèêà.

6. ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ.

ÈÌÏÓËÜÑÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé è èìïóëüñíûå ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ïðèìåðîì äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òðàåêòîðèè êîòîðûõ — ðàçðûâíûå ôóíê-

öèè. Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé â èãðîâîé ñèòóàöèè [55]

ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (3). Èìïóëüñíûå ïðîöåññû ìîæíî ñ÷èòàòü

÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåì ïåðåìåííîé ñòðóêòóðû, êîãäà ñòðóêòóðà ïðîöåññà îñòàåòñÿ

íåèçìåííîé, íî ïðèñóòñòâóþò ñêà÷êè (ðàçðûâû) òðàåêòîðèè, ïîðîæäåííûå èìïó-

ëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè [71], êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óïðàâëåíèå ñ ïî-

ìîùüþ �-ôóíêöèé Äèðàêà. Èíîãäà â òàêîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò î ñèñòåìàõ ñ òîë÷êà-

ìè. Íà ïðèìåðå èìïóëüñíûõ ñèñòåì ïîêàæåì, êàê èãðîâóþ çàäà÷ó ïðèâåñòè ê âè-

äó, ïîäõîäÿùåìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [26, 53].

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ

� ( ) ( , , )z A t z t u� 
 	 � , z R
n

� , t t� �
0

0, z t z( )

0 0

� , u U t� ( ) , ��V t( ) ,

(11)

ãäå A t( ) — ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ ñóììèðóåìûìè íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå

ýëåìåíòàìè. Îáëàñòè óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ U t( ) è V t( ) ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè

êîìïàêòíîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè. Áëîê óïðàâëåíèÿ — ôóíêöèÿ 	 �( , , )t u ,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, ò.å. íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè u è �

è èçìåðèìà ïî t. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|| ( , , ) || ( ) ( )	 �t u c t u U t� � � , ��V t( ) , t t
0

� � 
� ,

c t( ) — ñóììèðóåìàÿ íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè

ýòîì ïðîöåññ (11) ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíûì, ò.å. òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû èìååò ðàçðû-
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âû ïåðâîãî ðîäà â çàäàííûõ òî÷êàõ �
i
, � � � �

1 2 1

� � � � � � 
�



� �

i i
, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü êîòîðûõ íå èìååò êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ. Âåëè÷èíó ñêà÷êà

â ìîìåíò �
i

çàïèøåì

�z z z B z a
t

i i i i i
i

�

� 
 	 � 


�
� �( ) ( )0 , i �1 2, ,...

Çäåñü B
i

— íåâûðîæäåííûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, z z
i i
� ( )� , à a

i
— çàäàííûå

âåêòîðû èç R
n

. Êðîìå êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (11) ñ èìïóëüñíûìè

âîçäåéñòâèÿìè, çàäàíî òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî

M t M M t
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, t t
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M
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íîå îòîáðàæåíèå, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå èç L M�

&

0

.

Åñëè èãðîêàìè âûáðàíû èçìåðèìûå óïðàâëåíèÿ u( )� è � �( ) , òî ñîãëàñíî èñ-

ñëåäîâàíèÿì À.Ì. Ñàìîéëåíêî è Í.À. Ïåðåñòþêà [71] ðåøåíèå ñèñòåìû (11) èìååò

âèä (àíàëîã ôîðìóëû Êîøè)

z t t t z t u d t a

t

t

i
( ) ( , ) ( , ) ( , ( ), ( )) ( , )� 
 


�
' ' '

0 0

0

� 	 � � � � � �
i

t t
i0

� �

�

�

. (12)

Â ýòîì ñëó÷àå
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Çäåñü X t( , )� — ìàòðèöàíò îäíîðîäíîé ñèñòåìû, à E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Èìåÿ ïðåäñòàâëåíèå (12), ãäå ìîìåíòû { }�
i

è âåëè÷èíû ñêà÷êîâ a
i

ôèêñèðîâà-

íû, ïî àíàëîãèè ñ ðàçä. 3 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è ïðèìå-

íèòü ñõåìó ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé. Îäíàêî ãîðàçäî áîëüøèé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íàðÿäó ñ «íåïðåðûâíûìè» óïðàâëåíèÿìè u( )� è

� �( ) êàæäûé èç èãðîêîâ óïðàâëÿåò ÷àñòüþ ìîìåíòîâ �
i
, à òàêæå ÷àñòüþ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ âåëè÷èí ñêà÷êîâ a
i
. Ïîäîáíûìè ïðîáëåìàìè â ×åðíîâèöêîì íàöèî-

íàëüíîì óíèâåðñèòåòå çàíèìàþòñÿ ïðîôåññîð ß. Áèãóí è åãî ó÷åíèê À. Òêà÷èê.

Åñëè äâèæåíèÿ èãðîêîâ ðàçäåëåíû è êàæäûé êðîìå íåïðåðûâíîãî óïðàâëåíèÿ

óïðàâëÿåò åùå ìîìåíòàìè è âåëè÷èíàìè ñêà÷êîâ äëÿ ñâîåé òðàåêòîðèè, òî òàêàÿ èã-

ðîâàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøóþ ìîäåëü ñïîðòèâíîãî åäèíîáîðñòâà, íà-

ïðèìåð áîêñà. Áîëåå òîãî, ïðèíÿâ ïîçèöèþ îäíîãî èç èãðîêîâ è ïûòàÿñü íàéòè óñëî-

âèÿ åãî âûèãðûøà, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáðàùåíèå ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè â 
�

àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò êîíåö èãðû, ò.å. ïîäîáèå íîêàóòà.

Â ìîíîãðàôèè [55] äåòàëüíî èññëåäîâàíû ñèñòåìû ñ òîë÷êàìè ( )B
i
� 0 ,

à èìåííî, ñëó÷àè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ ïðî-

òèâ èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé óáåãàþùåãî è íàîáîðîò, à òàêæå ñëó÷àé èìïóëüñíûõ

óïðàâëåíèé îáîèõ èãðîêîâ.

7. ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ È ÇÀÄÀ×È ÏÎÈÑÊÀ ÄÂÈÆÓÙÈÕÑß ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Â ñâîå âðåìÿ Á.Í. Ïøåíè÷íûé ïîñòàâèë çàäà÷ó î âíåñåíèè â ìîäåëü êîíôëèêò-

íî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ñòîõàñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè. Ýòî ñîîòâåòñòâî-

âàëî íàïðàâëåíèþ, êîòîðîå àêòèâíî ðàçâèâàëîñü â 60–70-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà.

Ïóòè ðåàëèçàöèè ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Òàê, â ðàáîòàõ [72, 38] ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñèòóàöèÿ, êîãäà âìåñòî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà èçâåñòíà ëèøü åãî ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ Ôîêêå-

ðà–Ïëàíêà–Êîëìîãîðîâà, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà. Ïðèìåðû îïòèìèçàöèè òàêèõ íåïðåðûâíûõ ïðî-
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öåññîâ ñîäåðæàòñÿ â [72] è îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà.

Ïîñêîëüêó íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ôîêêåðà–Ïëàíêà–Êîëìîãîðî-

âà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òðóäíîé ïðîáëåìîé, òî ÷àñòî ïðèáåãàþò ê äèñêðåòèçàöèè

ïðîöåññà êàê ïî âðåìåíè, òàê è ïî ñîñòîÿíèþ. Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ

ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [30, 73, 99], ïðîâåäåííûõ ñ ó÷àñòèåì Á.Í. Ïøåíè÷íîãî — ýòî

áèëèíåéíàÿ ìîäåëü ïîèñêà, ãäå ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé áëîê óïðàâëåíèÿ, ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîíå÷íî, à âðåìÿ äèñêðåòíî. Ïðè ýòîì

êðèòåðèé êà÷åñòâà — âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ èëè ñðåäíåå âðåìÿ îáíàðóæåíèÿ

îáúåêòà. Äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà èëè ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ Áåëëìàíà ïîçâîëÿþò îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ ïîèñêà, â òîì ÷èñëå ñ ó÷àñ-

òèåì ãðóïïèðîâîê äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ. Ïðèâíåñåíèå íåîïðåäåëåííîñòè â ìîäåëü ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî

è ñ ïîìîùüþ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Ñóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð èññëå-

äîâàíèé ðàçëè÷íîãî ðîäà ñòîõàñòè÷åñêèõ èãð â ðàçíûõ ïîñòàíîâêàõ. Îäíèì èç íà-

èáîëåå åñòåñòâåííûõ ïóòåé èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿå-

ìûõ ïðîöåññîâ (ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð), ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ

ðàññìîòðåíèå â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Èòî ñ óïðàâëÿþ-

ùèìè âîçäåéñòâèÿìè èãðîêîâ èëè ââåäåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü äåòåðìèíèðîâàííîé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîñëåäíåé

ñèòóàöèè ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ê.Ã. Äçþáåíêî [74].

Ïóñòü çàäàí êâàçèëèíåéíûé äèñêðåòíûé êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ
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 ,

ãäå �( )t — ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ â êàæäûé ìîìåíò êîíå÷íîå ÷èñëî

çíà÷åíèé, M
*

— öèëèíäðè÷åñêîå òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî âèäà (4). Ìíîæåñòâî ðå-

àëèçàöèé — ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäåííûå �( )t , èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
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Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) � � 	( , )1 1 ;

2) b a� 	 
 	( , ( | | ))0 1 1� � ;

3) �( )t , t � 0 1, ,... , — ñëó÷àéíûå âåêòîðû â R
n

òàêèå, ÷òî ||| ( ) ||� t b� , t � 0 1, ,... ,

ïî÷òè íàâåðíîå.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) � � 	( , )1 1 ;

2) �( )t , t � 0 1, ,... , — íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåê-

òîðû â R
n

;

3) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M || ( ) ||� 0 � 
� ;

4) P(|| ( ) || )� �0 0� � , � � 0.

Òîãäà

lim ( ) ( )

n

t

t

n

t

t

P t P t


�

� �

�

� �
�

�

�

 

 

!

"

#

#

� �

�

�

 

 

!

"

#� � � � � �

0 0

#

� 0, � � 0,

P t z P t

a

n

t

t

n

( ( , , ( )) ) lim ( )

| |

0

0

0

1

1

� � �

�

�� � 
� � �

	

	




�

�


�

�

�

 

 

!

"

#

#

� 0.

8. ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÌÈ

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîäâåðæåí-

íûõ âîçäåéñòâèþ îãðàíè÷åííûõ àääèòèâíûõ âîçìóùåíèé, ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè

òåõ ìíîæåñòâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì

óäåðæèâàòü â ñåáå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ âîçìóùåíèé.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿì â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæàò Á.Â. Áóëãàêîâó, ïîýòîìó

èíîãäà ãîâîðÿò îá ýòîé ïðîáëåìå êàê î çàäà÷å Áóëãàêîâà.

Èçâåñòåí öèêë ðàáîò Â.Ì. Êóíöåâè÷à è Á.Í. Ïøåíè÷íîãî, ïîñâÿùåííûõ ðåøå-

íèþ óïîìÿíóòîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì (íàïðè-

ìåð, [5, 6]). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ âîçðîñøèì ïîíèìàíèåì òîãî, ÷òî ïðè ðå-

øåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ îáúåêòîâ èçâåñòíû ëèøü èõ íå-

êîòîðûå îöåíêè, âîçðîñ èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé è ïðàêòèêîâ ê îáîáùåíèÿì çàäà÷è

Áóëãàêîâà íà ñåìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ, íå-

ïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ðàçíîãî ðîäà íåîïðåäåëåííîñòè.

Â ðàáîòàõ [40–42] ðàçâèòû ïîäõîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê èëè ñàìèõ èíâà-

ðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóþùèå ðàçíîñòíûå âêëþ÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì â ëèíåéíîì ñëó÷àå ýòè ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü àíàëèòè÷åñêè îïèñàíû,

à â íåëèíåéíîé ñèòóàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ïðåäëîæåí

èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñõîäÿùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ïðè îïèñàíèè èññëåäóåìûõ ìíîæåñòâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ èíòåð-

âàëüíûìè, èíà÷å ãîâîðÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè.

Â îòëè÷èå îò ðàáîò [5, 6], ãäå îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ìíî-

æåñòâî, â [42] äàåòñÿ ëèøü åãî îöåíêà ñâåðõó, ïðè÷åì â êëàññå èíòåðâàëüíûõ ìíî-

æåñòâ. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä èìååò è ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïî-

ñîáîì îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà â [42] â âèäå ðÿäà

(ñóììà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ), òàê êàê ïîçâîëÿåò èçáåæàòü áåñêîíå÷íîãî

ñóììèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ ñî âñåìè âûòåêàþùèìè îòñþäà ïðîáëåìàìè â âû÷èñëè-

òåëüíîì îòíîøåíèè.

Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿåìûõ íåêîòîðûì íåëèíåéíûì ðàç-

íîñòíûì âêëþ÷åíèåì, èìååò èíâàðèàíòíîå (ñòàöèîíàðíîå) ìíîæåñòâî.

Â îòëè÷èå îò ðîáàñòíî óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ïðè îãðà-

íè÷åííûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî âñåãäà ñóùåñòâó-

åò, äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.

Òåì íå ìåíåå ïîëó÷åíû êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ øèðîêîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ñèñòåì, à òàêæå ïðåä-

ëîæåí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì åãî íàõîæäåíèÿ.

9. ÌßÃÊÀß ÏÎÑÀÄÊÀ ÄÂÈÆÓÙÈÕÑß ÎÁÚÅÊÒÎÂ. ÇÀÄÀ×À ÀËÜÁÓÑÀ–ÌÅÉÑÒÅËÀ

Íà ïðàêòèêå çà÷àñòóþ ïðè âûâåäåíèè ôàçîâîãî âåêòîðà ñèñòåìû íà çàäàííîå

ìíîæåñòâî íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü âûâîä íå òîëüêî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàò îáúåêòà, íî è äëÿ ñêîðîñòåé, è ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïðîá-
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ëåìó ÷àñòî íàçûâàþò ìÿãêîé ïîñàäêîé, èëè ïðè÷àëèâàíèåì. Åå àêòóàëüíîñòü ïðî-

äèêòîâàíà, ïðåæäå âñåãî, âàæíûìè ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè. Òàêèå çàäà÷è

êàê ïîñàäêà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íà Ëóíó èëè äðóãèå ïëàíåòû, ñòûêîâêà êîñ-

ìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, ïîñàäêà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà íà ïàëóáó êîðàáëÿ èëè â

òðóäíîäîñòóïíûõ ìåñòàõ â àâàðèéíîì ðåæèìå, ïîñàäêà ñàìîëåòà â àýðîïîðòó ïðè

ñèëüíîì áîêîâîì âåòðå ïðåäïîëàãàþò ïðîâåäåíèå ìÿãêîé ïîñàäêè. Îäíàêî çàäà÷à

î âñòðå÷å íå òîëüêî ïî ãåîìåòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ, ñóùåñòâåííî áîëåå òðóäíàÿ, ñì., íàïðèìåð, áèáëèîãðàôèþ â ðàáîòå [75].

Çàäà÷å î ìÿãêîé ïîñàäêå â èãðîâîé ïîñòàíîâêå, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îñîáîå

âíèìàíèå óäåëÿëîñü â ðàáîòàõ Ä. Çîííåâåíäà [61] è Ì.Ñ. Íèêîëüñêîãî. Îíè ðàñ-

ñìàòðèâàëè èãðîâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ òðåíèåì â ïðîñòðàí-

ñòâàõ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè è áåç ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîëó-

÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîêà-

çàíî, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

èãð ê çàäà÷å î ìÿãêîé ïîñàäêå íå äàåò ðåçóëüòàòà. Îäíà èç ïðè÷èí çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è ïî ñóùåñòâó íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ïîíòðÿãè-

íà. Ïîýòîìó êàæäûé èç àâòîðîâ ïðåäëàãàë ñïåöèàëüíûå ïðèåìû, ïîçâîëèâøèå äî-

áèòüñÿ ýôôåêòèâíîãî ðåçóëüòàòà.

Çäåñü â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåòñÿ çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Ä. Àëüáó-

ñîì è À. Ìåéñòåëîì â ðàáîòå [76] êàê ïðîáëåìà «Eagle Snatch» (çàõâàò îðëà). Äè-

íàìèêà ïðåñëåäîâàòåëÿ è óáåãàþùåãî çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

dx x u� �� 	 
� � , x x x x R� �( , , )

1 2 3

3

, x x( )0

0

� , �( ) �x x0

0
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3

, || ||u �1, � � 0, � � 0,

�� �y y� 	 
� ��, y y y y R� �( , , )

1 2 3

3

, y y( )0

0

� , � ( ) �y y0

0

� ,

��R
3

, || | |� �1, � � 0, � � 0,

êîòîðûå ìîäåëèðóþò äâèæåíèå äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñîãëàñíî çàêîíó Íüþòî-

íà â ñðåäå ñ òðåíèåì. Ïîä ìÿãêîé ïîñàäêîé ïîíèìàåòñÿ âûïîëíåíèå â íåêîòî-

ðûé ìîìåíò âðåìåíè T ðàâåíñòâ x T y T( ) ( )� , �( ) � ( )x T y T� , òàêæå íåîáõîäèìî âû-

ïîëíåíèå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ òðàåêòîðèé îáúåêòîâ x t
3

0( ) � è y t
3

0( ) )

ïðè t � 0. Èç ýòèõ óñëîâèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî �
3

0( )t ) .

Â ñèëó ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ èãðîêîâ, à òàêæå íàëè-

÷èÿ ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ òàêàÿ çàäà÷à áîëåå òðóä-

íàÿ. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìÿãêîé ïîñàäêå ïðåäëîæåí â ðàáîòå [77],

â êîòîðîé ïðîöåññ ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ñòàäèè. Íà ïåðâîé ðåàëèçóåòñÿ ñáëèæåíèå

ïî ãåîìåòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, íà âòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä èç îäíîé òî÷-

êè â äðóãóþ ñ ïîïàäàíèåì íà ñëåä óáåãàþùåãî â ïëîñêîñòè. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ñòà-

äèÿ — ïðåñëåäîâàíèå ïî ñëåäó â ïëîñêîñòè. Â ðàáîòå [75] èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî

èíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìÿãêîé ïîñàäêå, òîæå ñîñòîÿùàÿ èç êîìáèíàöèè ðàç-

ëè÷íûõ èãðîâûõ ìåòîäîâ. Ñíà÷àëà èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ

ïî ïåðåâîäó òðàåêòîðèè èç çàäàííîé òî÷êè â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ

îãðàíè÷åíèé. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííàÿ îáëàñòü äîñòèæèìîñòè èìååò íåãëàäêóþ ãðà-

íèöó, èçó÷àþòñÿ åå ñâîéñòâà, àíàëèòè÷åñêè îïèñàíà îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ýêâè-

âàëåíòíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, íàõîäèòñÿ åå îïîðíàÿ ôóíêöèÿ íà îñíîâå ïðàâèëà

ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ðåøàåòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è: çàäà÷à îïòèìàëüíî-

ãî áûñòðîäåéñòâèÿ â ñëó÷àå íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è çàäà÷à î âûðàâíèâàíèè

ñêîðîñòåé íà îñíîâå ïðàâèëà ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî.

Âñå ýòî (ìÿãêàÿ ïîñàäêà) âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè äâóõ óñëîâèé:

1) � � � �/ | / |� 
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2) íà÷àëüíàÿ òî÷êà ( , � )x x R
0 0 6
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— x
3

0
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— ëèáî �x
3

0

0� , ëèáî x x x
3

0

3

0 2

3

0

1 0
 
 	 �� / / ln ( ( / ) � )� � � � � , åñëè �x
3

0

0� .

Ðàçóìååòñÿ, êîìáèíèðîâàííûé èãðîâîé ìåòîä ìÿãêîé ïîñàäêè ïîäòâåðæäàåò-

ñÿ îáøèðíûì ìîäåëèðîâàíèåì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âèçóàëèçàöèåé.
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10. ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ Â ÈÃÐÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÍÀÌÈÊÈ.

ÔÓÍÊÖÈß ÐÀÑÒßÆÅÍÈß ÂÐÅÌÅÍÈ. ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÀß ÈÃÐÀ

Åùå Ð. Àéçåêñ óêàçûâàë íà âàæíîñòü è òðóäíîñòü ðåøåíèÿ èãðîâûõ çàäà÷ ñ çà-

ïàçäûâàíèåì èíôîðìàöèè, ÿâëÿþùèõñÿ ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûìè ê ðåàëü-

íîé ñèòóàöèè êîíôëèêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ã.Ö. ×èêðèé ïîêàçàëà ýêâèâàëåíò-

íîñòü ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñ ïåðåìåííûì èëè ïîñòîÿííûì çàïàç-

äûâàíèåì èíôîðìàöèè èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, íî äðóãîé äèíàìèêîé è

äðóãèì òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì [84, 85]. Îïèøåì êðàòêî ïðîöåññ ñâåäåíèÿ ê

ýêâèâàëåíòíîé èãðå.

Ïóñòü çàäàíà ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ïðåñëåäîâàíèÿ
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òåðâàëå [ ( ), )t t t	� . Ïóñòü Z t( ) — ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (13)
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0

, ïðè âñåâîçìîæíûõ óïðàâëåíèÿõ �( )� , �
�

( )� �� , íà îò-

ðåçêå [ ( ), ]t t t	� . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èãðà ïðåñëåäîâàíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì èíôîð-

ìàöèè ìîæåò áûòü çàâåðøåíà â íåêîòîðûé ìîìåíò T � �
0

, åñëè ïðåñëåäîâàòåëü òàê

ïîñòðîèò ñâîå óïðàâëåíèå íà îñíîâàíèè äîñòóïíîé åìó òåêóùåé èíôîðìàöèè,

à èìåííî ïîçèöèè ( ( ( )), ( ))z t t u
t

	 �� , ÷òî áóäåò âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Z T M( ) � .

Îáîçíà÷èì

V e Vd M t M V t
A

( ) , ( ) ( ( ))� � �

�

� 	 � 0

�

�

�

0

1 1

, M t M M t( ) ( )� 

0 1

.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî M t
1

( ) íå ïóñòî ïðè t � 
�[ , )�
0

. Ëèíåéíàÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ïðåñëåäîâàíèÿ (13) ñ çàïàçäûâàíèåì èíôîðìàöèè �( )t ìîæåò

áûòü çàâåðøåíà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè T, èñõîäÿ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè

( , ( ))z u
0

0

�
� , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé èãðà ñ ïîëíîé èíôîð-

ìàöèåé

~
�

( )

~

( ) ( ) ( ' ( )) ( ( ))

( )

z t Az t u t t e t t
t A

� 
 	 	 	1 � � �
�

è òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì

M t( ) ìîæåò áûòü çàâåðøåíà èç íà÷àëüíîé òî÷êè

~

( ) (

( )

z e z e u d
A

� �� �
� � �

�

�

0 0

0

0 0

0

0

� 


	

�

â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè T.

Ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ èãð [84] è ïðè

áîëåå ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè �( )t .

Ñ îäíîé ñòîðîíû, áëàãîäàðÿ óñòàíîâëåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàëî âîçìîæ-

íûì ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð

ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé äëÿ ðåøåíèÿ èãð ñ çàïàçäûâàíèåì èíôîðìà-

öèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ôàêò ñïîñîáñòâîâàë ðàçâèòèþ èíîãî ïîäõîäà ê ðåøå-

íèþ ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, äëÿ

êîòîðûõ íå âûïîëíåíî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, ëåæàùåå â îñíîâå ïðÿìûõ ìåòîäîâ

ïðåñëåäîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà [13, 24] è ìåòîäà
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ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [26, 53]. Ïðèìåðàìè òàêèõ èãð ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ìÿãêîé

âñòðå÷å îáúåêòîâ (äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ýòî îäíîâðåìåííîå ñîâïàäåíèå

ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé), çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ äëÿ êîëåáàòåëüíûõ

ïðîöåññîâ è ïðîöåññîâ ñ ðàçëè÷íîé èíåðöèîííîñòüþ.

Ñóòü ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èñêóññòâåííîì óõóäøåíèè èíôîðìàöèîííûõ âîç-

ìîæíîñòåé ïðåñëåäîâàòåëÿ, à èìåííî â ïåðåõîäå îò èñõîäíîé èãðû ñ ïîëíîé èí-

ôîðìàöèåé ê èãðå ñ òîé æå äèíàìèêîé è òåì æå òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì, íî

ñ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè çàïàçäûâàíèåì èíôîðìàöèè, êîòîðîå óáûâàåò ïî ìåðå

ïðèáëèæåíèÿ òðàåêòîðèè èãðû ê òåðìèíàëüíîìó ìíîæåñòâó è îáðàùàåòñÿ â íóëü

ïðè ïîïàäàíèè íà íåãî. Ýòà ôóíêöèÿ çàïàçäûâàíèÿ ÿâíî âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

òàê íàçûâàåìîé ôóíêöèè ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè J t( ), êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíî-îïðåäåëåííîé, êóñî÷íî-ãëàäêîé è òàêîé, ÷òî J t t( ) � äëÿ t � 0è J ( )0 0� :

� � � �( ) ( ) ( ),

0 1 1 0 0 1


 � 	 	 	 � � 
t J t t t t t t .

Çäåñü J t( )

1

— ïðåäïîëàãàåìûé ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû, �
0 1 1

� 	J t t( ) . Ôóíêöèÿ

J t( ) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà, çàïèñàííîãî äëÿ èãðû ñ ïîëíîé èíôîð-

ìàöèåé, ýêâèâàëåíòíîé ðàññìîòðåííîé âûøå. Ýòî óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ ìîäèôè-

êàöèåé óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà, ïðåäëîæåííîé ðàíåå Ä. Çîííåâåíäîì [61], è îïèðà-

åòñÿ íà èäåþ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ ïî óïðàâëåíèþ óáåãàþùå-

ãî â ïðîøëîì. Âûÿñíåíèå ïðèðîäû ýòîãî óñëîâèÿ è ñâÿçàííîé ñ íèì

ìîäèôèêàöèè ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà ïîçâîëèëî çàâåðøèòü íà÷à-

òîå â [61] èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ìÿãêîé âñòðå÷å äâóõ îáúåêòîâ âòîðîãî ïîðÿä-

êà, îïèñûâàþùèõ íüþòîíîâñêóþ äèíàìèêó ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ [85]. Âûâåäåíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû èãðû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü

îñóùåñòâëåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðåñëåäîâàòåëåì ìÿãêîé âñòðå÷è ñ óáåãàþ-

ùèì ïðè ëþáûõ èõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿõ è ñêîðîñòÿõ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà

íà÷àëüíûå äàííûå, ïðè êîòîðûõ ïðåñëåäîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòðîãî ïî ãåî-

ìåòðè÷åñêîé òðàåêòîðèè («ñëåäó» ïðîòèâíèêà). Èññëåäîâàíû çàäà÷à î ãåîìåòðè-

÷åñêîé è ìÿãêîé âñòðå÷å äâóõ «ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ» [85] è çàäà÷à î ìÿã-

êîé âñòðå÷å äâóõ «çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé» [86]. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè ñ íüþòî-

íîâñêîé äèíàìèêîé, ãäå ôóíêöèÿ ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìàÿ, â ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ýòè ôóíêöèè îêàçàëèñü íåãëàäêèìè.

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ìÿãêîé âñòðå÷å äâóõ ðàçíîòèïíûõ óïðàâëÿåìûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà, îäíà èç êîòîðûõ îïèñûâàåò äâèæåíèå ñî-

ãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ, à âòîðàÿ ñîâåðøàåò çàòóõàþ-

ùèå êîëåáàíèÿ [87]. Ïîäõîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè îêàçàëàñü ðàçðûâ-

íîé â ñ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê, îñòàâàÿñü äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êàõ ñâîåé

íåïðåðûâíîñòè. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû èãðû, ïðè êîòîðûõ çà êîíå÷-

íîå âðåìÿ ïðåñëåäóþùèé îáúåêò ìîæåò îñóùåñòâèòü ìÿãêóþ âñòðå÷ó ñ óáåãàþ-

ùèì, èñõîäÿ èç ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé.

11. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ, ÐÀÑÏÐÅÄÅËÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Èç ïÿòè êëþ÷åâûõ ìîíîãðàôèé Á.Í. Ïøåíè÷íîãî äâå [31, 32] ïîñâÿùåíû ÷èñëåííûì

ìåòîäàì. Îíè ïåðåâåäåíû íà ìíîãèå ÿçûêè ìèðà è ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì ìíîãî÷èñ-

ëåííûõ èññëåäîâàíèé è ïðèëîæåíèé â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Îñòàíîâèìñÿ íà

íåêîòîðûõ ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ, ïðîäîëæàþùèõ ðàçâèâàòü èäåè ó÷åíîãî.

Ìåòîä ëèíåàðèçàöèè [32], èñïîëüçóåìûé íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò, èçâåñòåí

êàê îäèí èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáùèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ãëàâíûì òðåáîâàíèåì ê ôóíêöèÿì, îïèñûâàþùèì îïòèìèçà-

öèîííóþ çàäà÷ó, ÿâëÿåòñÿ èõ ãëàäêîñòü. Îäíàêî èäåè, ïîëîæåííûå â îñíîâó ìåòî-

äà ëèíåàðèçàöèè, óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñü ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷, êî-

òîðûå íå âêëàäûâàþòñÿ â åãî ïåðâîíà÷àëüíóþ ñõåìó. Õîòÿ ìåòîä áûë ñîçäàí äëÿ

ðåøåíèÿ ãëàäêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, åãî ñðàçó íà÷àëè ïðèìåíÿòü â ðåøåíèè

íåêîòîðûõ ìèíèìàêñíûõ çàäà÷.

Äëÿ ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàí êîìáè-

íèðîâàííûé ìåòîä (PNK-ìåòîä), îñíîâàííûé íà èäåÿõ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè è ìå-

òîäà òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé [88]. Ýòîò ìåòîä ñõîäèòñÿ ïðè îáùèõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ è ïîçâîëÿåò îöåíèòü ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Â ðàáîòå [89] ïîêàçàíî, êàê
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ó÷åò ñïåöèôèêè êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è, ðåøàåìîé íà êàæäîé èòåðàöèè â PNK-ìåòî-

äå, ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü îáúåì âû÷èñëåíèé. Ïðè ìîäèôèêàöèè

PNK-ìåòîäà èñêëþ÷àþòñÿ íåñóùåñòâåííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îãðàíè÷åíèÿ.

Â ðàáîòå [90] èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ êîíóñîâ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ è ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìàòðè÷íûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷å-

íèÿìè íà ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ðå-

øàòü ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ: íàõîæäåíèå îöåíêè ìàêñèìàëüíî âçâåøåí-

íîãî âíóòðåííå óñòîé÷èâîãî ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà è ïîñòðîåíèå îöåíêè

ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà ãðàôà.

Îäíîé èç ìîäèôèêàöèé ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè è íåñòàíäàðòíîãî åãî èñïîëüçî-

âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è îáðàòíî-âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max ( ) | ( ) , ,... , ,{ }f x f x i m x R
i

n

0

0 1� � � ,

ãäå f x i m
i
( ), , ,... , ,� 0 1 — âûïóêëûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè [91].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå çàäà÷ó, âûïóêëûå, îíà íå ÿâ-

ëÿåòñÿ âûïóêëîé â îáû÷íîì ñìûñëå è ê òîìó æå ìíîãîýêñòðåìàëüíîé. Â îáùóþ

ñõåìó ýòîé çàäà÷è âêëàäûâàþòñÿ ìíîãèå ôîðìàëèçîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-

ëè çàäà÷ óïàêîâêè è ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Õîòÿ

óêàçàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ìîæåò íàõîäèòü ýôôåêòèâíî ëèøü

ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, íà åå îñíîâå óäàëîñü îñóùåñòâèòü íåòðàäèöèîííûé ïîäõîä

ê ðåøåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ óïàêîâêè è ðàçìåùåíèÿ øàðîâ, ïàðàëëåëåïèïå-

äîâ, ýëëèïñîèäîâ, êðóãîâûõ öèëèíäðîâ [92].

Ñîçäàíû ãðàôè÷åñêèå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùèå âèçóàëèçèðîâàòü

ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ è ïóòåì èçìåíåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ íàõîäèòü ýêñòðåìóì,

áëèçêèé ê ãëîáàëüíîìó, è äàæå ãëîáàëüíûé. Ýòî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò âîçìîæ-

íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð, â ïðîèçâîä-

ñòâå ïðè îïòèìàëüíîì ðàñêðîå ìàòåðèàëà, ïðè ðàçëè÷íûõ ãðóçîïåðåâîçêàõ, â òîì

÷èñëå ïðè ïåðåâîçêå ãðóçîâ ñàìîëåòîì ñ ñîõðàíåíèåì óñòîé÷èâîñòè ñàìîëåòà çà

ñ÷åò ìèíèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ åãî åñòåñòâåííîãî öåíòðà òÿæåñòè [91].

Â 1960-õ ãîäàõ Á.Í. Ïøåíè÷íûé ïðåäëîæèë ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ àíà-

ëèçà ðåàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñåòåé, ÷òî ïîçâîëèëî îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè ðàñõîäîâ íà òðàíñïîðòèðîâêó.

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ ðàñ÷åòà ñåòåé ñîçíàòåëüíî

âûáèðàëèñü íà îñíîâàíèè äîñòàòî÷íî îáùèõ ñîîáðàæåíèé, ÷òîáû îõâàòèòü

åäèíûì ïîäõîäîì ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëèòåëüíûå ñèñòåìû.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðåäëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ïîñëåäóþùèå ãîäû âû-

ðàçèëîñü â âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ êîíöåïòóàëüíûõ ïîäõîäîâ, ìîäåëåé è ìå-

òîäîâ ïðè ðàçðàáîòêå îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ñèñòåì íåôòå-, ãàçî- è âî-

äîñíàáæåíèÿ, êîòîðûå ìîãëè áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñîçäàíèÿ àâòîìàòèçèðîâàí-

íûõ ñèñòåì ïëàíèðîâàíèÿ è îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì òðàíñïîðòèðîâêè

ïðîäóêòîâ â ðàñïðåäåëèòåëüíûõ ñåòÿõ [93].

Ïîñêîëüêó, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷, ïðîáëåìû ðàñ÷åòà

ýíåðãåòè÷åñêèõ ñåòåé îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèé,

â äàëüíåéøåì èññëåäîâàëàñü ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ íå-

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñåòåâûõ ñòðóêòóð [94]. Òàêæå áûëà èçó-

÷åíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíîãî ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè Á.Í. Ïøåíè÷íîãî

äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà ñåòÿõ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ìåòîäà çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íå äåëàÿ ïðåäïîëîæåíèé î âûïóê-

ëîñòè öåëåâûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, îí îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ñ øèðîêîé îá-

ëàñòüþ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî â ñèëó ñïåöèôèêè ñåòåâîé çàäà÷è

ïðè ðåøåíèè ñáàëàíñèðîâàííîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ ìåòî-

äîì ëèíåàðèçàöèè Á.Í. Ïøåíè÷íîãî âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ âñåãäà èìåþò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.

Â äàëüíåéøåì æåëàíèå óëó÷øèòü îáû÷íóþ äëÿ ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî òèïà

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðèâîäèò ê èäåå êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè öåëåâîé

ôóíêöèè, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå ëèíåàðèçàöèè, è ê ïîñòðî-

åíèþ àëãîðèòìà íàèëó÷øåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ, ñî÷åòàþùåãî ïðåèìóùåñòâà
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ìåòîäîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Èñõîäÿ èç îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû çàäà÷è

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ, ìîæíî ãîâîðèòü î áëèçîñòè îöåíîê ýôôåêòèâíîñòè ïî-

ñòðîåííîãî àëãîðèòìà è ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷ [94].

Åùå â ðàííèõ ðàáîòàõ Á.Í. Ïøåíè÷íîãî áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ÷àñòü óçëîâûõ ïàðà-

ìåòðîâ ñåòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåèçâåñòíûå, òîãäà îïòèìèçàöèÿ ïðîèñõîäèò íå

òîëüêî â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè äîñòàâêè ïðîäóêòà ïîòðåáèòåëÿì, íî è çà

ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè èñòî÷íèêîâ. Â äàëüíåéøåì áûëî ó÷òåíî, ÷òî åñëè

íà ñâîáîäíûå óçëîâûå ïàðàìåòðû íàëîæèòü îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ, òî èõ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëè ðåçåðâóàðîâ âðåìåííîãî õðàíåíèÿ ïðîäóêòîâ. Òàê, íåîòú-

åìëåìîé ÷àñòüþ îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ãàçîòðàíñïîðòíûõ ñåòåé ÿâëÿåòñÿ

ðàçðàáîòêà ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè ïîäçåìíûõ õðàíèëèù ãàçà, ÷òî

ñïîñîáñòâóåò ðåøåíèþ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ íåðàâíîìåðíîñòüþ ãàçîïîòðåáëåíèÿ è

ïîâûøåíèåì íàäåæíîñòè ãàçîñíàáæåíèÿ. Òàêæå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è èññëåäîâà-

íà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîäçåìíûõ õðàíèëèù ãàçà ïî êðèòåðèþ

äîñòèæåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñóììàðíûõ ýêñïëóàòàöèîííûõ çàòðàò.

Òðåáîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ ýíåðãåòèêè, ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì è ðàñïðåäåëåíèåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðåñóðñîâ äåëàåò àêòóàëüíûìè âîïðî-

ñû, ñâÿçàííûå ñ ïîëó÷åíèåì ãàðàíòèðîâàííîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å

óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëèòåëüíûìè ñèñòåìàìè. Â [85] èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñò-

âîâàíèÿ ðåøåíèÿ â çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ è ïðåäëîæåíà ìîäåëü,

âêëþ÷àþùàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè, ïîñòðîåííóþ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèè ñâåäåíèÿ

ê ìèíèìóìó íàðóøåíèé çàêàçîâ ïîòðåáèòåëåé.

Ó÷åò íåîïðåäåëåííîñòè èíôîðìàöèè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòî-

êîâ ïðèâåë ê îáîáùåííîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ è òðàêòîâêå óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè

â òåðìèíàõ èãðîâîãî ïîäõîäà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòî-

êîâ ñ îáîáùåííûì ïðèíöèïîì ñîõðàíåíèÿ âîçíèêëà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ

äâèæåíèåì âîäû â êàíàëàõ îðîñèòåëüíûõ ñèñòåì. Ïîçäíåå ðàññìàòðèâàëàñü îïòèìè-

çàöèîííàÿ çàäà÷à óäåðæàíèÿ óðîâíÿ âîäû â îðîñèòåëüíîé ñèñòåìå â çàäàííûõ

ïðåäåëàõ [96] è çàäà÷à ïîñòàâêè ïîòðåáèòåëÿì ñìåñè ïðîäóêòîâ îïðåäåëåííîãî êà-

÷åñòâà, íàïðèìåð âîäû èç ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ èëè ãàçà èç ðàçíûõ ìåñòîðîæäåíèé.

12. ÌÅÒÎÄÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß Â ÔÈÇÈÎËÎÃÈÈ È ÌÅÄÈÖÈÍÅ

Á.Í. Ïøåíè÷íûé, áóäó÷è òàëàíòëèâûì ìàòåìàòèêîì-òåîðåòèêîì, óäåëÿë äîñòàòî÷íî

ìíîãî âíèìàíèÿ ðåøåíèþ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â èíòåðåñàõ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà

ñòðàíû. Âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî åãî êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ, ïîñâÿ-

ùåííàÿ ïîñòðîåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ, áûëà íà-

ïðàâëåíà íà ðåøåíèå àêòóàëüíîé çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíîé ãàçîâîé ñåòè â ãî-

ðîäàõ è ñåëàõ Óêðàèíû è â äàëüíåéøåì ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü â ïðîåê-

òíûõ îðãàíèçàöèÿõ. Â ñðåäèíå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Á.Í. Ïøåíè÷íûé

ïîñòàâèë ïåðåä ñîòðóäíèêàìè îòäåëà Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè çàäà÷ó ðàçðàáîòàòü

àïïàðàò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ëîãèêî-äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòó-

ðîé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äëÿ èìèòàöèè íà ÝÂÌ ðàáîòû äâèãàòåëüíîé óñòàíîâêè

ïîäâîäíîé ëîäêè (Þ.Í. Îíîï÷óê, Ä.È. Ìàð÷åíêî) è ðàçðàáîòêè âû÷èñëèòåëüíî-

ãî àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ åå äâèæåíèåì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (Þ.Ì. Äà-

íèëèí). Óñïåøíîå èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíî-àëãîðèòìè÷åñêîãî

êîìïëåêñà íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîäâîäíîãî îáúåêòà ïðèäàëî óâåðåííîñòü,

÷òî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû è ñðåäñòâà îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì äåëüôèíîâ, ëàñòîíîãèõ, êîòîðûõ â 70-õ ãîäàõ â ÑÑÑÐ

ïûòàëèñü èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ îáîðîííûõ çàäà÷: îõðàíû ðóáåæåé, ïîèñêà

ïîäâîäíûõ îáúåêòîâ è â äðóãèõ öåëÿõ. Ãðóïïà íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ îòäåëà

(Þ.Í. Îíîï÷óê, Ä.È. Ìàð÷åíêî, Ë.Â. Øåâåëî, Ê.Á. Ïîëèíêåâè÷) ñîâìåñòíî ñ ó÷å-

íûìè Èíñòèòóòà ôèçèîëîãèè èì. À.À. Áîãîìîëüöà ÀÍ Óêðàèíû (À.Ç. Êîë÷èí-

ñêàÿ, À.×. Ìèñþðà) ïðèñòóïèëè ê ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðàíñïîð-

òà ðåñïèðàòîðíûõ ãàçîâ â îðãàíèçìå äåëüôèíà â öåëÿõ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíà-

ìèêè êèñëîðîäíûõ ðåæèìîâ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ èì çàäàíèé íà ãëóáèíå

è îöåíêè êèñëîðîäíîãî ðåñóðñà.
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Ïàðàëëåëüíî áûëà ñîçäàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû äûõàíèÿ è êðîâî-

îáðàùåíèÿ ÷åëîâåêà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãèïîêñè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â ðàçëè÷íûõ

óñëîâèÿõ åãî æèçíåäåÿòåëüíîñòè. Êîìïüþòåðíûé àíàëèç ìîäåëè ïîçâîëèë ïîëó-

÷èòü îòâåò íà äèñêóññèîííûé âîïðîñ — ìîæåò ëè ìîðñêîå ìëåêîïèòàþùåå çàáî-

ëåòü êåññîííîé áîëåçíüþ è êàê ÷àñòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü åãî â ðàáîòå íà ãëóáèíå

âî èçáåæàíèå çàáîëåâàíèÿ. Ïðè ó÷àñòèè Á.Í. Ïøåíè÷íîãî áûëà ðàçðàáîòàíà ìî-

äåëü ñàìîîðãàíèçàöèè îñíîâíîé ôóíêöèè ñèñòåì äûõàíèÿ è êðîâîîáðàùåíèÿ ÷å-

ëîâåêà íà îñíîâå ïðèíÿòèÿ êîìïðîìèññíûõ ðåøåíèé ïðè óðåãóëèðîâàíèè êîí-

ôëèêòíûõ ñèòóàöèé, êîòîðûå âîçíèêàþò â îðãàíèçìå ìåæäó èñïîëíèòåëüíûìè

îðãàíàìè ðåãóëÿöèè (ñåðäå÷íàÿ è äûõàòåëüíûå ìûøöû, ãëàäêèå ìûøöû ñîñóäîâ)

è äðóãèìè îðãàíàìè è òêàíÿìè ïðè èõ îáåñïå÷åíèè êèñëîðîäîì â óñëîâèÿõ åãî äå-

ôèöèòà. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñà-

ìîðåãóëÿöèè îñíîâíîé ôóíêöèè äûõàíèÿ è êðîâîîáðàùåíèÿ ñóùåñòâåííî äîïîëíè-

ëè ñèñòåìó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Áûëè ïîëó÷åíû ñâåäåíèÿ î íàïðÿæåíèè

ðåñïèðàòîðíûõ ãàçîâ â òêàíÿõ ìîçãà, ñåðäöà, ïå÷åíè, æåëóäî÷íî-êèøå÷íîãî òðàêòà,

ïî÷åê, ñêåëåòíûõ ìûøö è äðóãèõ òêàíåé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, â òîì ÷èñëå è â

ìîìåíòû ïîëó÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñïîñîáàìè, ïðèñóùèìè ñîâðå-

ìåííîé ôèçèîëîãèè. Ýòî ïîçâîëèëî îáúÿñíèòü ðÿä ôåíîìåíîâ — î ñòåïåíè ðàçâè-

òèÿ êèñëîðîäíîé íåäîñòàòî÷íîñòè ïðè íàïðÿæåííîé ôèçèîëîãè÷åñêîé è óìñòâåí-

íîé ðàáîòå, ïðè ðàáîòå â íàïðÿæåííî ñèòóàöèîííîé îáñòàíîâêå, ïðè ðàáîòå íà

ðàâíèíå, â âûñîêîãîðüå è â ãèïåðáàðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñàìîðåãóëÿöèè îñíîâíîé ôóíêöèè ñèñòåìû äûõàíèÿ

è êðîâîñíàáæåíèÿ áûëî ïîñòàâëåíà öåëü ðåãóëÿöèè — âûâîä ñèñòåìû îðãàíèçìà

èç âîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàâíîâåñíîå è äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè íàïðÿæåíèé êèñ-

ëîðîäà, è äëÿ íàïðÿæåíèé óãëåêèñëîòû â êàæäîì òêàíåâîì ðåãèîíå è â êðîâè, åãî

îìûâàþùåé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óñòàíîâëåíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ðàâíèíû ðåàêöèÿ ìåõà-

íèçìîâ ðåãóëÿöèè ñîñòîÿíèÿ è ïî êèñëîðîäíîìó, è óãëåêèñëîòíîìó ñòèìóëàõ îä-

íîíàïðàâëåíà, à â ãîðàõ — ðàçíîíàïðàâëåíà. Ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå âåíòèëÿ-

öèè ëåãêèõ, îáúåìíîé ñêîðîñòè êðîâîòîêà ñïîñîáñòâóåò óñòàíîâëåíèþ ðàâíîâåñèÿ

ïî êèñëîðîäó, îäíàêî âûâîäèò ñèñòåìó èç ðàâíîâåñèÿ ïî óãëåêèñëîòå. Â óñëîâèÿõ

ãèïåðáàðèè, êîãäà ÷åëîâåê âäûõàåò ñæàòóþ äî îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ äûõàòåëü-

íóþ ñìåñü, âîçðàñòàåò ðîëü àçîòà â ðåãóëÿöèè îñíîâíîé ôóíêöèè — è âåíòèëÿöèÿ

ëåãêèõ, è ñåðäå÷íûé âûáðîñ êðîâè ñóùåñòâåííî óìåíüøàþòñÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ñèñòåì äûõàíèÿ è êðîâîîáðàùåíèÿ ñïîñîáñòâîâàëè ïîñòàíîâêå çàäà÷è

î áåçîïàñíîé äåêîìïðåññèè âîäîëàçà è àêâàíàâòà. Çàäà÷à áåçîïàñíîé äåêîìïðåñ-

ñèè áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ôàçîâûìè

îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä òàéìåðíîãî óïðàâëåíèÿ. Íàéäå-

íû ðåøåíèÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ ïîãðóæåíèÿ íà ãëóáèíó 60 ì ïðè äûõàíèè âîçäóõîì

(Ì.Â. Áîíäàðåíêî), òàê è äëÿ ïîãðóæåíèÿ àêâàíàâòà íà ãëóáèíó áîëåå 60 ì ïðè äî-

áàâëåíèè â äûõàòåëüíóþ ñìåñü ãåëèÿ (Ã.Þ. Îíîï÷óê).

Â äàëüíåéøåì ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ

ñèñòåì îðãàíèçìà ÷åëîâåêà è èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìå-

äèöèíû è ôèçèîëîãèè òðóäà è ñïîðòà ñîñòàâèëè ïåðå÷åíü îñíîâíûõ íàó÷íûõ çàäà÷

ñîçäàííîãî ñ ïîìîùüþ Á.Í. Ïøåíè÷íîãî îòäåëà ìîäåëèðîâàíèÿ èíôîðìàöèîí-

íî-ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì (ðóêîâîäèòåëü — ó÷åíèê Á.Í. Ïøåíè÷íîãî, äîêòîð

ôèçèêî-ìåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Þ.Í. Îíîï÷óê). Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ñèñòåì äûõàíèÿ è êðîâîîáðàùåíèÿ îðãàíèçìà, ðàçðàáî-

òàííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ñîäåéñòâèè Á.Í. Ïøåíè÷íîãî áûëè ðàñïðîñ-

òðàíåíû íà ñèñòåìû òåïëîîáìåíà è òåðìîðåãóëÿöèè (Í.Ã. Ëîçèé÷óê), èììóííûå

ñèñòåìû (Ò.À. Ñåì÷èê), ñèñòåìû àäàïòàöèè ê óñëîâèÿì æèçíåäåÿòåëüíîñòè

(À.Â. Áûöü, Í.È. Ãðàáîâà).

Ïîñëåäíèå ðàáîòû êîëëåêòèâà Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè îòðàæàþò ìåäèöèí-

ñêèå ïðîáëåìû — ñîçäàíèå ìîäåëè ôàðìàêîëîãè÷åñêîé êîððåêöèè êèñëîðîäíîé

íåäîñòàòî÷íîñòè è õèìèîòåðàïèè îïóõîëè (Í.È. Ëÿøêî ), óòî÷íåíèå ðîëè ýðèòðî-

ïîýçà â êîìïåíñàöèè ãèïîêñèè (Í.È. Ãðàáîâà), ôîðìèðîâàíèå ðåêîìåíäàöèé îòíî-

ñèòåëüíî âûáîðà ðåãóëÿòîðíûõ óñèëèé ïðè èñêóññòâåííîì ñåðäöå (Ì.Â. Áîíäàðåí-

êî), ïðè ãèïåðòðîôèè ëåâîãî æåëóäî÷êà ñåðäöà (Ò.À. Ñåì÷èê).
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Ñëåäóåò îòìåòèòü è íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ôèçèîëîãèåé è ñïîðòèâíîé ìå-

äèöèíîé, — ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îöåíêè ðåñóðñà ñïîðòñìåíà

â åäèíîáîðñòâàõ (Í.È. Àðàëîâà), âûáîðà ñòðàòåãèè ïîåäèíêà, ìåæäóñîðåâíîâà-

òåëüíûé ïîäõîä (Þ.È. Ìàñòûêàø, Í.È. Ëÿøêî, Í.È. Ãðàáîâà), ïðîãðàììíûå êîì-

ïëåêñû äëÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ àëüïèíèñòîâ ïðè ïîäãîòîâêå â áàðîêàìåðå ê âîñõîæ-

äåíèþ íà âåðøèíû (À.À. Àðàëîâà, Í.È. Àðàëîâà). Èç ïóáëèêàöèé, çàñëóæèâàþùèõ

âíèìàíèÿ, íåîáõîäèìî îòìåòèòü íàó÷íûå ðàáîòû Ä.È. Ìàð÷åíêî, Ë.Ç. Ôðîëîâîé,

È.À. Áîáðÿêîâîé è äðóãèõ ó÷åíèêîâ Á.Í. Ïøåíè÷íîãî è Þ.Í. Îíîï÷óêà, ñîçäàâ-

øèõ ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñïîð-

òèâíîé ìåäèöèíû è ôèçèîëîãèè.

Ïîäûòîæèâàÿ ýòîò îáçîð, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èñõîäíûå èäåè Á.Í. Ïøå-

íè÷íîãî â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåþò ïðîäîëæåíèå

â òðóäàõ åãî ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, â òîì ÷èñëå è çà ðóáåæîì. Ó Áîðèñà Íè-

êîëàåâè÷à âñåãäà áûë ñâîé èññëåäîâàòåëüñêèé ïî÷åðê: ÿñíîñòü è åñòåñòâåííîñòü

ìûñëè â ñî÷åòàíèè ñ âûñî÷àéøèì àíàëèòè÷åñêèì ìàñòåðñòâîì, ÷òî è ïðèíåñëî

åìó ìèðîâóþ èçâåñòíîñòü.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü êîëëåãàì, ó÷åíèêàì è ïîñëåäîâà-

òåëÿì Á.Í. Ïøåíè÷íîãî, ïðîôåññîðàì Þ.Í. Îíîï÷óêó, Þ.Ì. Äàíèëèíó, äîêòîðó

ôèçèêî-ìåìàòè÷åñêèõ íàóê Ý.È. Íåíàõîâó, êàíäèäàòàì ôèçèêî-ìåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ã.Ö. ×èêðèé, Ë.À. Ñîáîëåíêî, Å.Å. Êèðèê, È.À. Øóáåíêîâîé, Í.Á. Øèøêèíîé,

À.À. Áåëîóñîâó, Ê.Ã. Äçþáåíêî, È.È. Ìàòè÷èíó, É.Ñ. Ðàïïîïîðòó, Â.Ì. Ìèõàëåâè-

÷ó, äîâåðèâøèõ íàì íàïèñàíèå ýòîé ñòàòüè è ïðåäîñòàâèâøèõ ìàòåðèàëû ïî ñîîò-

âåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì èññëåäîâàíèé.
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