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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïåðâûå ïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííûå àíàëèçó ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåé âçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ñîîáùåñòâ, âîñõîäÿò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Â. Âîëüòåððû ïî ñèñòå-

ìå õèùíèê–æåðòâà [1] è åå îáîáùåíèþ â ñòàòüå À.Í. Êîëìîãîðîâà [2]. Ïîñëå-

äóþùèå ðàáîòû â îáëàñòè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè â îñíîâíîì ïîñâÿùåíû

èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé êîíêðåòíûõ ñîîáùåñòâ ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âè-

äîâ è áîëåå îáùèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå òèïû ìåæâèäîâûõ âçàè-

ìîäåéñòâèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êî-

ëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ (â òîì ÷èñëå îïòè-

ìàëüíîãî) ÷èñëåííîñòüþ ïîïóëÿöèé, îïèñûâàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè

ìîäåëÿìè ýâîëþöèîííîãî òèïà. Âìåñòå ñ òåì øèðîêèé êðóã ïðàêòè÷åñêè âàæ-

íûõ çàäà÷ àíàëèçà è óïðàâëåíèÿ áèîëîãè÷åñêèìè ñîîáùåñòâàìè, ïîâåäåíèå êî-

òîðûõ îïèñûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåòñÿ ìàëî èññëåäîâàííûìè.

Ïðè èçó÷åíèè è ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿöèîííûõ ïðîöåññîâ, êîòî-

ðûå â îñíîâíîì îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ïðèõî-

äèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ ïðîáëåìîé óñòîé÷èâîñòè è àíàëèçà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿ-

íèé. Àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êà÷åñòâåííîãî è êîëè÷åñòâåííî-

ãî ïîâåäåíèÿ òàêèõ ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåé, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ïðè âàðèàöèè

îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ èññëåäóå-

ìûìè ïðîöåññàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Îñîáî âàæíóþ ðîëü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ÷èñëåííîñòüþ ïîïóëÿöèé ïðèîáðåëè

â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ èñêóññòâåííîãî ïðîìûøëåííîãî áèîñèíòåçà,

îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ìèêðîáíûõ ñîîáùåñòâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ

ïðîìûøëåííûå óñòàíîâêè íåïðåðûâíîãî òèïà — êóëüòèâàòîðû èëè õåìîñòàòû.

Ñðåäè îñíîâíûõ âèäîâ ïîïóëÿöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé íàèáîëåå èçó÷åííû-

ìè ÿâëÿþòñÿ êîíêóðåíöèÿ (êîãäà ÷èñëåííîñòü êàæäîãî èç âèäîâ â ïðèñóòñòâèè

äðóãîãî ðàñòåò ìåäëåííî), ñèìáèîç (êîãäà âèäû ñïîñîáñòâóþò ðîñòó äðóã äðóãà)

è âçàèìîäåéñòâèå òèïà õèùíèê–æåðòâà (êîãäà ÷èñëåííîñòü âèäà-æåðòâû â ïðè-

ñóòñòâèè âèäà-õèùíèêà ðàñòåò ìåäëåííåå, à âèäà-õèùíèêà — áûñòðåå). Çíà÷è-

òåëüíî ìåíüøå èçó÷åíû âçàèìîäåéñòâèÿ òèïà êîììåíñàëèçì, êîãäà îäèí èç âè-

äîâ ÷óâñòâóåò ïðèñóòñòâèå âòîðîãî, à äðóãîé — íåò [3]. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà

èçó÷åíèþ îäíîãî êëàññà ìîäåëåé ñ êîììåíñàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïðîèçâîäñòâî ñìåøàííîé êóëüòóðû â íåïðåðûâíîì êóëüòèâàòîðå, ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ìîäåëü êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé [4], õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì íåñêîëüêèõ ñòàöèîíàð-

íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Íàèáîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ïðåäñòàâëÿ-

åò íåòðèâèàëüíîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, òàê êàê îíî ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó

ñîñòàâó ìèêðîáèîëîãè÷åñêîé êóëüòóðû, ïðè êîòîðîì îáà âèäà ñîñóùåñòâóþò â îá-

ùåé ñðåäå. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû, ÷òî âëå÷åò

èçìåíåíèå çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé ìèêðîîðãàíèçìîâ íà âûõîäå. Ïðè ïðîòî÷-

íîì êóëüòèâèðîâàíèè â õåìîñòàòå ðåãóëèðóåìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ñêî-

ðîñòü ïðîòîêà è êîíöåíòðàöèÿ ïîäàâàåìîãî â óñòàíîâêó ñóáñòðàòà. Âàðüèðóÿ

42 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 2

© Ñ.Í. Ãåðàñèí, Ñ.Â. ßêîâëåâ, È.Ã. ßëîâåãà, 2012



çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî óïðàâëÿòü ïðîöåññîì âûðàùèâàíèÿ ñìåøàí-

íîé êóëüòóðû â ïðîèçâîäñòâåííûõ öåëÿõ.

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïðîèçâîäñòâî ñìå-

øàííîé êóëüòóðû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ âèäîâ ïîïóëÿöèé (íàçîâåì èõ âèä 1 è âèä 2),

â ïðîòî÷íîé ñèñòåìå òèïà õåìîñòàò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âèäû ëèìèòèðóþòñÿ

îäíèì ñóáñòðàòîì, à òàêæå òî, ÷òî â ïðèñóòñòâèè âèäà 1 âèä 2 ðàñòåò áûñòðåå,

ò.å. ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèå òèïà êîììåíñàëèçì. Äàííàÿ ìîäåëü îáîáùàåò

ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â [4]. Èñõîäÿ èç óêàçàííûõ âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó âè-

äàìè è ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â êóëüòèâèðîâàíèè ìèêðî-

îðãàíèçìîâ è êëåòîê, ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ äèíà-

ìèêó êîìïîíåíòîâ â ïðîòî÷íîé ñèñòåìå [5]
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(1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x x( )0 � , y y( )0 � , S S( )0 � , (2)

ãäå S — êîíöåíòðàöèÿ ñóáñòðàòà; x y, — êîíöåíòðàöèè áèîìàññû âèäîâ 1 è 2

â êóëüòèâàòîðå; D — ñêîðîñòü ïðîòîêà, èëè ñêîðîñòü ðàçáàâëåíèÿ; S 0 — êîí-

öåíòðàöèÿ ñóáñòðàòà, ïîñòóïèâøåãî â êóëüòèâàòîð; �
x

�1
, �

y

�1
— ýêîíîìè÷åñêèå

êîýôôèöèåíòû áèîìàññû âèäîâ 1 è 2, ïîêàçûâàþùèå, êàêàÿ ÷àñòü ïîãëîùåí-

íîãî ñóáñòðàòà èäåò íà ïðèðàùåíèå áèîìàññû; �
x
, �

y
— ìàêñèìàëüíûå

óäåëüíûå ñêîðîñòè ðîñòà äëÿ äâóõ âèäîâ; K K
x y
, — êîíñòàíòû Ìèõàýëèñà ïî

ñóáñòðàòó S ; � — êîýôôèöèåíò âîçäåéñòâèÿ áèîìàññû âèäà 1 íà áèîìàññó

âèäà 2, â íàøåì ñëó÷àå êîììåíñàëèçìà; x , y, S — íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîí-

öåíòðàöèé áèîìàññ âèäîâ 1, 2 è ñóáñòðàòà ñîîòâåòñòâåííî.

Â ìîäåëè (1), (2) íå óòî÷íÿåòñÿ ïðèðîäà êîììåíñàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ýòî ìîæåò áûòü âûäåëåíèå ýíåðãèè èëè òåïëà îäíèì èç âèäîâ, ÷òî âûðàæàåòñÿ

â êîýôôèöèåíòå âîçäåéñòâèÿ � . Äàííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà íå èìååò àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Èçâåñòíî, îäíàêî,

÷òî äèíàìèêà ïîäîáíûõ ñèñòåì èìååò áîëüøîé íàáîð ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîâåäå-

íèÿ è ñïåöèôè÷íîñòü îïðåäåëåííîãî òèïà ïîâåäåíèÿ â çàäàííîì äèàïàçîíå èçìå-

íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîäõî-

äîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû [6].

ÀÍÀËÈÇ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

È ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÅÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß

Àíàëèç ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ) ñèñòåìû íåëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ðå-

øåíèé ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé ñèñòåìû:
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Íèæå ïðåäñòàâëåíû ÷åòûðå àíàëèòè÷åñêè âûäåëåííûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ñèñòåìû (1).
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Ñîñòîÿíèå 1:

x1 0� , y1 0� , S S1 0� . (3)

Ñîñòîÿíèå 2:

x2 0� , y
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y y

2

0 0
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Ñîñòîÿíèå 4:
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Ïåðâûå òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (3)–(5) ñèñòåìû (1) ñîîòâåòñòâóþò òàêèì

ñîñòîÿíèÿì áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ ëèáî îáà âèäà âûìåðëè, ëèáî

âûæèë îäèí èç äâóõ; ÷åòâåðòîå ñîñòîÿíèå (6) ñîîòâåòñòâóåò ñîñóùåñòâîâàíèþ

âèäîâ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè çíà÷åíèé îñîáûõ

òî÷åê êàê çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé ìèêðîîðãàíèçìîâ. Ïîýòîìó èç óñëîâèé ïîëî-

æèòåëüíîñòè êîíöåíòðàöèé ñóáñòðàòà è îáîèõ âèäîâ ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ íà õà-

ðàêòåðèñòèêè ðîñòà âèäîâ è îãðàíè÷åíèÿ íà âõîäíîé ïîòîê S 0 . Ñîîòâåòñòâåííî

äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè àíàëèç îãðàíè÷åíèé.

Â ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîé îñîáîé òî÷êè (à èìåííî îíà ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëü-

øèé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ) èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè êîíöåíòðàöèè ñóáñòðà-

òà S ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà �
x
: �

x
D� . Èç ïîëîæèòåëüíîñòè çíà÷åíèÿ êîíöåí-

òðàöèè âèäà x ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ:
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê ðàññìàòðèâàþò ëèíåàðèçîâàí-

íóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå îïèñûâàþò äâèæåíèå

âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê ìîæíî

îïðåäåëèòü, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì Ëÿïóíîâà [6]. Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê íåîáõîäèìî äëÿ êàæ-
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ïðåäñòàâëÿåò íåòðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Çíà÷åíèÿ �
i
, i �1 2 3, , , îïðåäåëÿþò õàðàêòåð äâèæåíèÿ âáëè-

çè îñîáûõ òî÷åê èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû çíà÷åíèé:

à) �1 0� , � 2 0� , � 3 0� , �
i

R� ;

á) �1 0� , � 2 0� , � 3 0� , �
i

R� ;

â) �1 0� , � 2 0� , � 3 0� , �
i

R� ;

ã) �1 0� , � 2 0� , � 3 0� , �
i

R� ;

ä) � � �1 2, � � i , �� 0, �1 2, �C, � 3 0� , � 3 �R ;

å) � � �1 2, � � i , �� 0, �1 2, �C, � 3 0� , � 3 �R ;

æ) � � �1 2, � � i , � � 0, �1 2, �C , � 3 0� , � 3 �R ;

ç) � � �1 2, � � i , � � 0, �1 2, �C , � 3 0� , � 3 �R .

Èç âîñüìè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ òîëüêî äâà à) è ä) îïðåäåëÿþò óñòîé÷èâûå

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1), ñîîòâåòñòâóþùèå óñòîé÷èâîìó ñîñóùåñòâîâàíèþ êîíêó-

ðèðóþùèõ âèäîâ â áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìå. Â ñëó÷àå à) îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâûì óçëîì, â ñëó÷àå ä) — óñòîé÷èâûì ôîêóñîì. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ìàòðèö ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî è ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ

äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Òîãäà â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé (3) è äâóõ ïîëóòðèâèàëüíûõ (4),

(5) òî÷åê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêè, â ñëó÷àå íåòðèâè-

àëüíîé îñîáîé òî÷êè (6) àíàëèòè÷åñêèé ïîèñê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðåáóåò

ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó â òàêîé ñèòóàöèè öåëåñîîáðàçíî

ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ïðèìåð. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòîäà Õàóñõîëäåðà è QR-ìåòîäà [6]

ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

D � 0 5, ÷
�1

, S 0 0 5� , ã/ë, � � 01, , �
x

�12, , �
y

� 0 8, ,

K
x

� 0 004, , K
y

� 0 02, , �
x

� 0 05, , �
y

� 0 3, (8)

è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x � 2 ã/ë, y �1ã/ë, S � 3 (9)

íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ íåëè-

íåéíîé ñèñòåìû (1). Êàæäîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò êîíöåíòðà-

öèÿì ìèêðîîðãàíèçìîâ è ñóáñòðàòà. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàð-

íûõ ñîñòîÿíèé è íàéäåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìåòîäà Õàóñõîëäåðà è

QR-ìåòîäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìàò-

ðèö, îïðåäåëÿþùèå õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

(ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (8) è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (9)).

Òàêæå áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç äèíàìèêè ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî

ñèñòåìîé (1), (2), ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå–Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðè çàäàííûõ ïàðàìåò-

ðàõ (8) è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (9) â ïëîñêîñòè ( , )x y . Ïîëó÷åííûé ôàçîâûé ïîðòðåò

äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàéäåííîå ÷èñëåííûì ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîå

ñîñòîÿíèå x � 4, y � 4 952, , S � 0 003, ñèñòåìû (1) ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ (8) è íà-
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÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ôîêóñ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëó÷åííûì àíà-

ëèòè÷åñêèì àíàëèçîì íåòðèâèàëüíîãî ñòà-

öèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñì. òàáë. 1), ãäå ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäå-

ëÿþò èìåííî ôîêóñ ( , ,�1 0111 0 282� � � i,

� 2 0111 0 282� � �, , i , � 3 66195� � , ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé ÷èñëåí-

íûé àíàëèç è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

ñèñòåìû (1) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ áèîëîãè-

÷åñêîé ìîäåëè, îïèñàííîé äàííîé ñèñòåìîé,

ïðåäïîëàãàåòñÿ âîçìîæíûì ñîñóùåñòâîâà-

íèå äâóõ âèäîâ ïîïóëÿöèé, êîíêóðèðóþ-

ùèõ çà îäèí ñóáñòðàò, â ïðîòî÷íîé ñèñòåìå.

ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÌÎÄÅËÈ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè â öåëîì íåäîñòàòî÷íî

îïðåäåëÿòü åå õàðàêòåðèñòèêè òîëüêî ïðè îäíîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè òîãî

èëè èíîãî ïàðàìåòðà — íóæíî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ

ìîäåëè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, èçìåíÿþùèõñÿ â íåêîòîðîì

äèàïàçîíå. Âîçìîæíîñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ðàâíîâåñíûì ñîñòà-

âîì ïîïóëÿöèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç àíàëèçà ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé

ñòàöèîíàðíûõ êîìïîíåíòîâ ñèñòåìû.

Îäèí èç ñïîñîáîâ èçó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è äèíàìèêè ñëîæíûõ

ñèñòåì ñâÿçàí ñ àíàëèçîì èçìåíåíèé, èíäóöèðîâàííûõ ïëàâíûì ñäâèãîì îäíîãî

èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (íàïðèìåð, êîíöåíòðàöèè ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà, ñêî-

ðîñòè ðàçâåäåíèÿ). Ïîñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ ÷àñòî èìåþò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð

è âêëþ÷àþò, â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëåíèå íîâûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé èëè ïðåäåëü-

íûõ öèêëîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ýòèõ êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â äèíàìèêå

ñèñòåì, îáóñëîâëåííûõ âàðèàöèÿìè îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,

âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè áèôóðêàöèé [7].

Ïðè ïðîòî÷íîì êóëüòèâèðîâàíèè â õåìîñòàòå ëåãêî ðåãóëèðóåìûìè âåëè÷è-

íàìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü ïðîòîêà D è êîíöåíòðàöèÿ ñóáñòðàòà S 0 . Âàðüèðóÿ çíà-

÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî óïðàâëÿòü ïðîöåññîì âûðàùèâàíèÿ ñìåøàííîé

êóëüòóðû â ïðîèçâîäñòâåííûõ öåëÿõ [8]. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî

èçìåíåíèå õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå ïåðåõîä ñèñòåìû â êà÷åñòâåííî íî-

âîå ñîñòîÿíèå, íàïðèìåð èç óñòîé÷èâîãî â íåóñòîé÷èâîå.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1) è èõ óñòîé÷èâîñòü

â ïàðàìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè (D S� 0). Â ÷àñòíîñòè, íàñ èíòåðåñóþò êðèòè÷åñêèå
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Ò à á ë è ö à 1

Âõîäíûå äàííûå

ñèñòåìû (1)

è àíàëèç

ñîñòîÿíèé

Çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1) è èõ óñòîé÷èâîñòü

cîñòoÿíèå 1 cîñòoÿíèå 2 cîñòoÿíèå 3 cîñòoÿíèå 4

Êîíöåíòðàöèÿ

âèäà 1
0 0 9 4

Êîíöåíòðàöèÿ

âèäà 2
0 1,556 0 4,952

Êîíöåíòðàöèÿ

ñóáñòðàòà
4,952 0,033 0,003 0,003

Ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ

�
1

0 69� ,

�
2

0 5� � ,

�
3

0 269� ,

�
1

0 571� ,

�
2

0 5� � ,

�
3

2 625� � ,

�
1

0 594� ,

�
2

0 5� � ,

�
3

50 75� � ,

�
1

0 111 0 282� � �, , i

�
2

0 111 0 282� � �, , i

�
3

66 195� � ,

Âûâîä

îá óñòîé÷èâîñòè

ñîñòîÿíèÿ

Íåóñòîé÷èâî Íåóñòîé÷èâî Íåóñòîé÷èâî Óñòîé÷èâî

Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (1)



çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò áèôóðêàöèè — èçìåíåíèÿ ÷èñ-

ëà ðåøåíèé èëè èçìåíåíèÿ õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè îòäåëüíûõ ðåøåíèé.

Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíåéøóþ çàäà÷ó

àíàëèçà íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû (1) ïîñòðîåíû

äèàãðàììû, ïîêàçûâàþùèå èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ìîäåëè ïðè âàðèàöèè âõîäíûõ

ïàðàìåòðîâ, ñ ó÷åòîì èñõîäíîé áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò

íåâîçìîæíîñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé x , y è S 0 , êàê çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé ìèê-

ðîîðãàíèçìîâ. Èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû D â ïðåäåëàõ îò 0.05 äî 1.2 è ïàðàìåòðû S 0 —

îò 0.05 äî 0.5, ìîæíî ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ êàæäîé èç ÷å-

òûðåõ îñîáûõ òî÷åê (3)–(6).

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû äëÿ òðèâèàëüíîé òî÷êè è ïåðâîé ïîëóò-

ðèâèàëüíîé. Äèàãðàììà íà ðèñ. 2, à äëÿ òðèâèàëüíîé òî÷êè (3) ñîñòîèò èç òðåõ

îáëàñòåé ðàçíîãî öâåò: ñâåòëî-ñåðûé — îáëàñòü íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñîá-

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëó÷àþ â); òåìíî-ñåðûé — îáëàñòü

íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëó-

÷àþ á); ÷åðíûé — îáëàñòü óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè,

ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëó÷àþ à). Òàêèì îáðàçîì, òðèâèàëüíàÿ òî÷êà â áîëüøåé ÷àñ-

òè îáëàñòè íåóñòîé÷èâà. Çàìåòèì, ÷òî íà äèàãðàììå íåò îáëàñòè, â êîòîðîé íå

ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà (â äàëüíåéøåì òàêèå îáëàñòè áóäóò

áåëûìè), ÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîìó ðàíåå ðåçóëüòàòó ïðè àíà-

ëèçå îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåðèñòèêè ðîñòà è âõîäíûå ïîòîêè. Â êàæäîé èç îá-

ëàñòåé áûëî âçÿòî ïî îäíîé òî÷êå è âîññòàíîâëåíû ïî çíà÷åíèÿì D è S 0 çíà÷å-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáûõ òî÷åê è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííóþ äèàãðàììó ðåøåíèé äëÿ âòîðîé îñîáîé òî÷êè (4), çà-

ìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 2, á ïîêàçàíû ëèøü äâå îáëàñòè: òåìíî-ñåðàÿ — îáëàñòü íåóñòîé-

÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëó÷àþ á), è áå-

ëàÿ — îáëàñòü, ãäå íå ñóùåñòâóåò ïåðâîé ïîëóòðèâèàëüíîé òî÷êè. Ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî ïåðâàÿ ïîëóòðèâèàëüíàÿ òî÷êà íå èìååò îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è ïðè çà-

äàííîé âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ëèáî íåóñòîé÷èâà, ëèáî åå âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû äëÿ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé îñîáûõ òî÷åê

ñèñòåìû (1). Íà äèàãðàììå ðèñ. 3,à, ñîîòâåòñòâóþùåé âòîðîé ïîëóòðèâèàëüíîé

òî÷êå (5), ïîêàçàíû òðè îáëàñòè: áåëàÿ — íåáîëüøàÿ îáëàñòü, ãäå óæå íå ñóùåñò-

âóåò âòîðîé íåòðèâèàëüíîé òî÷êè; òåìíî-ñåðàÿ — îáëàñòü íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëó÷àþ á); ÷åðíàÿ — îáëàñòü

óñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ «óçåë» ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëó÷àþ à). Çäåñü, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè

äèàãðàììàìè, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ.

Òàêæå íà ðèñ. 3,á ïðåäñòàâëåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ íåòðèâèàëü-

íîé îñîáîé òî÷êè (6), ïîâåäåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé ïðèêëàäíîé

èíòåðåñ äëÿ èñõîäíîé áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, òàê êàê ïîêàçûâàåò îáëàñòü ðàâíî-
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Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ òðèâèàëüíîé (à) îñîáîé òî÷êè (3) è ïåðâîé ïîëóòðèâè-

àëüíîé (á) îñîáîé òî÷êè (4) (ïî îñè x èçìåíåíèå ïàðàìåòðà D , ïî îñè y èçìåíåíèå S
0
)

à á



âåñíîãî óñòîé÷èâîãî ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ìèêðîáèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé â

îáùåé ñðåäå. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç òðåõ îáëàñòåé: òåìíî-ñåðàÿ

— îáëàñòü óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè òèïó óñòîé÷èâîñòè «ôîêóñ»; ÷åðíàÿ — îáëàñòü óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè òèïó óñòîé÷èâîñòè «óçåë»; áåëàÿ

— îáëàñòü, ãäå íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîé îñîáîé òî÷êè.

Äëÿ èçíà÷àëüíîé áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè íàèáîëåå èíòåðåñåí âîïðîñ ñîñó-

ùåñòâîâàíèÿ äâóõ âèäîâ, ò.å. óñòîé÷èâîñòü íåòðèâèàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ. Äëÿ ïðåäëîæåííîé âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëü-

íîé îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: îáëàñòè, ãäå

òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì, è îáëàñòè, ãäå îíà ÿâëÿåòñÿ óçëîì.

Ñîâìåñòèâ âñå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â îäíó, ïîëó÷èì äèàãðàììó ðå-

øåíèé, ãäå êàæäàÿ èç îáëàñòåé ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ îïðåäåëåííîãî ÷èñ-

ëà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è õàðàêòåðó èõ óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 4).

Íà îáùåé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (ðèñ. 4) âñåãî ñåìü ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé.

Îáëàñòü 1 õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì âñåõ ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíî-

âåñèÿ, èç êîòîðûõ âñå, çà èñêëþ÷åíèåì íåòðèâèàëüíîãî, íåóñòîé÷èâû. Íåòðèâè-

àëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà â ýòîé îáëàñòè óñòîé÷èâà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîêóñ.

Â îáëàñòè 2 ñóùåñòâóþò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: òðèâèàëüíîå, âòîðîå ïîëóò-

ðèâèàëüíîå è íåòðèâèàëüíîå. Óñòîé÷èâîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíà îñîáàÿ òî÷êà — íå-

òðèâèàëüíàÿ, õàðàêòåð åå óñòîé÷èâîñòè — óñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Â îáëàñòè 3, êàê è â ïåðâîé, ñóùåñ-

òâóþò âñå ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ, êîòîðûå, çà èñêëþ÷åíèåì íåòðèâè-

àëüíîãî, íåóñòîé÷èâû. Íåòðèâèàëüíàÿ

îñîáàÿ òî÷êà â ýòîé îáëàñòè óñòîé÷èâà,

íî â îòëè÷èå îò ïåðâîé îáëàñòè ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé óçåë.

Â îáëàñòè 4, êàê è âî âòîðîé, ñó-

ùåñòâóþò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

òðèâèàëüíîå, âòîðîå ïîëóòðèâèàëüíîå è

íåòðèâèàëüíîå. Èçìåíèëñÿ ëèøü õàðàê-

òåð óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëüíîé îñî-

áîé òî÷êè, çäåñü ýòî óñòîé÷èâûé óçåë.

Â îáëàñòè 5 ñóùåñòâóþò òðè ñîñòî-

ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: òðèâèàëüíîå è äâà ïî-

ëóòðèâèàëüíûõ. Íåòðèâèàëüíîãî ñîñòî-
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Ðèñ. 3. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ âòîðîé (à) ïîëóòðèâèàëüíîé îñîáîé òî÷êè (5) è íåòðè-

âèàëüíîé (á) îñîáîé òî÷êè (6) (ïî îñè x èçìåíåíèå ïàðàìåòðà D , ïî îñè y èçìåíåíèå S
0
)

áà

Ðèñ. 4. Äèàãðàììà îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè

ñèñòåìû (1)



ÿíèÿ â ïÿòîé îáëàñòè íå ñóùåñòâóåò. Çäåñü óñòîé÷èâîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî âòîðàÿ

ïîëóòðèâèàëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, õàðàêòåð åå óñòîé÷èâîñòè — óçåë.

Â îáëàñòè 6 âñåãî äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: íåóñòîé÷èâîå òðèâèàëüíîå è

ïîëóòðèâèàëüíîå, ÿâëÿþùååñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì.

Â îáëàñòè 7 òîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ — òðèâèàëüíîå, êîòîðîå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòîé÷èâûé óçåë.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîé âàðèàöèè ðåãóëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà

ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèö ïîëó÷åííûõ ñåìè îáëàñòåé ïåðåõîäèò èç îäíîãî óñòîé-

÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ìåíÿÿ ëèáî òîëüêî õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè, ëèáî òèï

ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ èñõîäíîé áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè íàèáîëåå èíòå-

ðåñåí âîïðîñ ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âèäîâ, ò.å. óñòîé÷èâîñòü íåòðèâèàëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ïðåäëîæåííîé âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ îáëàñòü óñòîé÷è-

âîñòè íåòðèâèàëüíîé îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñ-

òåé: îáëàñòè, ãäå òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì, è îáëàñòè, ãäå îíà ÿâëÿåòñÿ óçëîì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðîàíàëèçèðîâàí îäèí êëàññ ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ âè-

äîâ ïî òèïó êîììåíñàëèçìà, êîíêóðèðóþùèõ çà îäèí ñóáñòðàò. Ïðîâåäåí ÷èñ-

ëåííûé àíàëèç çàäà÷è Êîøè, êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ñìåøàííîé êóëüòóðû ñ êîììåíñàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, à òàêæå êà-

÷åñòâåííûé àíàëèç ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íà óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ñî-

ñòîÿíèé. Àíàëèòè÷åñêè âûäåëåíû âñå îñîáûå òî÷êè, ïîëó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ íà

õàðàêòåðèñòèêè ðîñòà âèäîâ è âõîäíûå ïîòîêè ñóáñòðàòà, ÷òî ïîçâîëèëî îïðå-

äåëèòü ïðåäåëû âàðüèðîâàíèÿ ðåãóëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ íåîáõîäèìûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.

Ïðîâåäåí àíàëèç êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â äèíàìèêå, îáóñëîâëåííûõ âàðèà-

öèÿìè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ

âñåõ îñîáûõ òî÷åê, ÷òî ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü ïðåäåëû âàðüèðîâàíèÿ ðåãóëèðóåìûõ

ïàðàìåòðîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, ÷òî ãàðàíòèðó-

åò òåõíîëîãè÷åñêóþ ðåàëèçóåìîñòü ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà. Ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîâðåìåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î âîçìîæíîñòè ñî-

ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âèäîâ, êîíêóðèðóþùèõ çà îäèí èñòî÷íèê ïèòàíèÿ.
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