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Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíàÿ áóëåâà çàäà÷à, èíâåñòèöèîííàÿ çàäà÷à, ìíîæå-

ñòâî Ïàðåòî, ýôôåêòèâíûé ïîðòôåëü, êðèòåðèé ìèíèìàêñíîãî ðèñêà Ñýâèä-

æà, êðèòåðèé «óçêîãî ìåñòà», ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåçêî âîçðîñ èíòåðåñ ê ïðîöåññàì ïðèíÿòèÿ ìíîãîöåëåâûõ

ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè è ðèñêà (çàäà÷è òåîðèè èãð, ìàòåìàòè-

÷åñêîé ýêîíîìèêè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èíâåñòèöèîííîãî àíàëèçà, áàí-

êîâñêîé ñôåðû, ñòðàõîâîãî áèçíåñà è ò. ä.). Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå äèñ-

êðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé ïðèâëåêëî âíèìàíèå ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ

ê èññëåäîâàíèþ ðàçíîîáðàçíûõ àñïåêòîâ óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå ïðîáëåì

ïàðàìåòðè÷åñêîãî è ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà êàê ñêàëÿðíîé (îäíîêðèòå-

ðèàëüíîé), òàê è âåêòîðíîé (ìíîãîêðèòåðèàëüíîé) äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè

(ìîíîãðàôèè [1–3], îáçîðû [4–6], àííîòèðîâàííûå áèáëèîãðàôèè [7, 8]).

Îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ïðîáëåì óñòîé÷èâîñòè âåêòîð-
íûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè îðèåíòèðîâàí íà ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííûõ
õàðàêòåðèñòèê óñòîé÷èâîñòè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðåäåëüíîãî óðîâíÿ âîçìó-
ùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, íå ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ Ïàðå-
òî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ñâÿçàíî
ñ ïîëó÷åíèåì ôîðìóë èëè îöåíîê äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ çàäà÷ áó-
ëåâà è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè êðèòåðèÿìè [6, 9–12].
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ äîñòèæèìûå îöåíêè ðàäèóñà
óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíîé áóëåâîé çàäà÷è ñ êðèòåðèÿìè «óçêîãî ìåñòà», ò.å.
çàäà÷è ïîðòôåëüíîé îïòèìèçàöèè ñ êðèòåðèÿìè ìèíèìàêñíîãî ðèñêà Ñýâèäæà.
(×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè áûëè àíîíñèðîâàíû â [13].)

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ðàññìîòðèì âåêòîðíûé âàðèàíò çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ôèíàíñîâûìè èíâåñòèöèÿ-
ìè, îñíîâàííûé íà ïîðòôåëüíîé òåîðèè Ìàðêîâèöà [14]. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: N nn � { }1 2, , ,� — àêòèâû (àêöèè, îáëèãàöèè ïðåä-
ïðèÿòèé, íåäâèæèìîñòü è ò.ï.); N m — âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ôèíàíñîâîãî
ðûíêà; N s — ðèñêè (ôèíàíñîâûå, èìóùåñòâåííûå, ïðîèçâîäñòâåííûå è ò.ï.);
R — òðåõèíäåêñíàÿ ìàòðèöà ðèñêîâ (óïóùåííûõ âîçìîæíîñòåé) ðàçìåðà

m n s� � ñ ýëåìåíòàìè rijk èç ïðîñòðàíñòâà R; rijk — âåëè÷èíà ðèñêà, êîòîðîìó

ïîäâåðãàåòñÿ èíâåñòîð, âûáèðàÿ àêòèâ j N n� ïî êðèòåðèþ (âèäó ðèñêà)
k N s� , â òîì ñëó÷àå, åñëè ôèíàíñîâûé ðûíîê íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i N m� ;

x x x x Xn
T n� � �( , , , )1 2 � E — ïîðòôåëü àêòèâîâ èíâåñòîðà (èíâåñòèöèîííûé

ïîðòôåëü), ãäå E � { }0 1, ,

x
j

j �
1

0

, ,åñëè èíâåñòîð âûáèðàåò àêòèâ

â ïðîòèâíîì

�
�
�
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1
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà ÍÀÍ Óêðàèíû è Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêî-

ãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ô11Ê-095 «Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè è ðàçðàáîòêà

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè».

ñëó÷àå.
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Íàðÿäó ñ òðåõèíäåêñíîé ìàòðèöåé R rijk
m n s� � � �[ ] R áóäåì èñïîëüçîâàòü åå

äâóõìåðíûå ñå÷åíèÿ Rk
m n� �R , k N s� .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ïîðòôåëü èíâåñòîðà èç çàäàííîãî íàáîðà X
îáåñïå÷èâàåò åìó îæèäàåìûé ñóììàðíûé äîõîä è íå ïðåâûøàåò ñóììû èìåþ-
ùåãîñÿ ó íåãî êàïèòàëà. Ïóñòü ýôôåêòèâíîñòü âûáèðàåìîãî ïîðòôåëÿ x X� ,
| |X 
 2, îöåíèâàåòñÿ âåêòîðíîé öåëåâîé ôóíêöèåé

f x R f x R f x R f x Rs s( , ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))� 1 1 2 2 � ,

ñîñòîÿùåé èç êðèòåðèåâ ìèíèìàêñíîãî ðèñêà (êðàéíåãî ïåññèìèçìà) Ñýâèäæà [15]

f x R r x k N
k k

i N
ijk

j N

j
x X

s
m

n

( , ) max min,� � �
� � �

� .

Ïîä âåêòîðíîé (s-êðèòåðèàëüíîé) èíâåñòèöèîííîé çàäà÷åé Z Rs ( ), s 
 1, áó-

äåì ïîíèìàòü áóëåâó çàäà÷ó ïîèñêà ìíîæåñòâà Ïàðåòî P Rs ( ), ñîñòîÿùåãî èç

ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé,

P R x X P x Rs s( ) : ( , )� � �
{ },

ãäå
P x R x X x xs

R
( , ) :� � � �{ }� ,

ñèìâîë �
R

îáîçíà÷àåò áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàâàåìîå íà ìíîæåñòâå X ôîðìóëîé

x x g x x R g x x R
R
� � � � 
 � �( , , ) & ( , , )0 0.

Çäåñü
0 R� �( , , , )0 0 0�

s,

g x x R g x x R g x x R g x x Rs s( , , ) ( ( , , ), ( , , ), , ( , , ))� � � � �1 1 2 2 � ,

g x x R f x R f x R R x
k k k k k k

i N
ik

i Nm m

( , , ) ( , ) ( , ) max max� � � � � �
� �

R xik � �

� � � �
�� �

�min max ( ),
i N i N

ik i k s
m m

R x R x k N ,

R r r rik i k i k ink� ( , , , )1 2 � — i-ÿ ñòðîêà ñå÷åíèÿ ìàòðèöû Rk
m n� �R .

Â ïðîñòðàíñòâå R d ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d �N çàäàäèì ÷åáûøåâñêóþ
íîðìó l� :

| | | | max | | : , ( , , , )z z j N z z z zj d d
T d� � � �{ } 1 2 � R .

Ïîä íîðìîé ìàòðèöû áóäåì ïîíèìàòü íîðìó âåêòîðà, ñîñòàâëåííîãî èç åå
ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, | | | | | | | | | | | |R R Rk ik
 
 ïðè ëþáûõ èíäåêñàõ i N m� è
k N s� .

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x x X, '� è ëþáîé ìàòðèöû Rk
m n� �R î÷åâèäíû íåðà-

âåíñòâà
R x R x R x x i i N k Nik i k k m s� � 
 � � � � � �� | | | | | | | | , , ,* , (1)

ãäå | | | |*z — íîðìà l1, ò.å. | | | | | |*z z j

j N n

�
�
� , z z z zn� ( , , , )1 2 �

T .

Êàê îáû÷íî [2, 6, 9–11], ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Z Rs ( ), s 
 1, ê âîçìó-

ùåíèÿì ïàðàìåòðîâ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ íàçîâåì ÷èñëî

� s R( )
sup ,

, ,
�

�


�


�
�
�

� � �

�

åñëè

åñëè0
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ãäå
� �� � � � � � � �{� �0: ( ) ( ( ) ( ))}R P R R P Rs s ,

� ( ) ' : | | ' | |� �� � �� �{ }R Rm n sR .

Ìíîæåñòâî � ( )� áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì âîçìóùàþùèõ ìàòðèö, à çàäà÷ó

Z R Rs ( )� � — âîçìóùåííîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà P R Xs ( ) � ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè

� s R( ) ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ýòîò ñëó÷àé áóäåì èñêëþ-

÷àòü èç ðàññìîòðåíèÿ, à çàäà÷ó Z Rs ( ), äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî X P Rs\ ( ) íåïóñòî,

áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíîé.

2. ÎÖÅÍÊÈ ÐÀÄÈÓÑÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Ïîëîæèì

� s

x P R x P x R k N i N i N
R

s s
s m

( ) min max min min max
( ) ( , )

�
� �� � �� � m

R x R x

x x

ik i k� �

� �
�

| | | | *
,

� s

x P R x P x R k N i N i N
R

s s
s m

( ) min max min min max
( ) ( , )

�
� �� � �� � m

R x R x

x x

ik i k� �

� �
�

| | | | *
.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè � s R( ), s 
 1 , âåêòîðíîé íåòðèâèàëü-

íîé çàäà÷è Z Rs ( ) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

� � �s s sR R R( ) ( ) ( )� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ïîðòôåëÿ x P Rs� ( ) ìíîæåñòâî

P x Rs ( , ) íåïóñòî, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

� � � � � �x P R x P x R x xs s

R
( ), ( , ) ( )� .

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà | | | | | | | |* *x x x x� � 
 � � � 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

� �s sR R( ) ( )
 
 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âíà÷àëå óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðà-

âåíñòâà � s R( ) 
 � s R( ). Ýòî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, åñëè � s R( ) � 0. Ïóñòü

� s R( ) � 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà � s R( ) äëÿ ëþáîãî ïîðòôåëÿ x P Rs� ( )

ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðòôåëü x P x Rs' ( , )� , ÷òî

min max ( ) ( )| | | | ,*

�� �
�� � 
 � � �

i N i N
ik i k

s
s

m m

R x R x R x x k N� . (2)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (1) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû �� � �R m n sR è âñÿêîãî
èíäåêñà k N s� èìååì

g x x R R R R x Rk k k
i N

ik ik
i N

i k
m m

( , , ) max ( ) max (� � � � � � � � �
� ��

� R xi k� � �)

� � � � � � � � 

�� �

� �min max ( )
i N i N

ik i k ik i k
m m

R x R x R x R x


 � � � � � �
�� �

�min max ( ) | | | | | | | | *

i N i N
ik i k k

m m

R x R x R x x .
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Îòñþäà, ïîëàãàÿ ��R Rs� ( ( ))� , ââèäó (2) ïîëó÷àåì

g x x R R R R x xk k k
s

k( , , ) ( ( ) | | | | )| | | | ,*� � � 
 � � � � �� 0 k N s� ,

ò.å. x íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîðòôåëåì âîçìóùåííîé çàäà÷è Z R Rs ( )� � .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî � �� � �R R P R R P Rs s s� ( ( )) ( ( ' ) ( ))� .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî � �s sR R( ) ( )
 .

Äàëåå äîêàæåì íåðàâåíñòâî � �s sR R( ) ( )� . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà

� s R( ) ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðòôåëü x P Rs0 � ( ), ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîðòôåëÿ

x P x Rs� ( , )0 íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ q q x N s� �( ) , ÷òî

min max ( ) ( ) | | | |*

i N i N
i q iq

s

m m

R x R x R x x
� �

� � �
0

0
0 0� . (3)

Äàëåå, ïîëàãàÿ � �� s R( ), ðàññìîòðèì âîçìóùàþùóþ ìàòðèöó R r
ijk

0 0� �[ ]

� � �R m n s, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r
i N x k N

ijk
m j s0

0 1� � � � ��
�
�

�

�

, , , ,åñëè

â îñòàëüíûõ

ãäå � � �s R( )� � . Òîãäà | | | | | | | | | | | |R R R
k ik

0 0 0� � � � ïðè i N m� , k N s� . Êðîìå

òîãî, âñå ñòðîêè ìàòðèöû R
ik
0 , i N m� , ñå÷åíèÿ R

k
0 îäèíàêîâû è ñîñòîÿò èç

êîìïîíåíòîâ � è �� äëÿ ëþáîãî èíäåêñà k N s� . Ïîýòîìó, îáîçíà÷èâ òàêóþ
ñòðîêó ÷åðåç B, èìååì

B x x x x B( ) | | | | , | | | |*0 0� � � � �� �. (4)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (3) è ñòðîåíèå âîçìóùàþùåé ìàòðèöû R 0 , âûâîäèì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ïîðòôåëÿ x P x Rs� ( , )0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

g x x R R R B x R B xq q q
i N

iq
i N

iq
m m

( , , ) max ( ) max ( )0 0 0� � � � � �
� �

� � � � �
� � � �
max max ( ) min max (
i N

iq
i N

iq
i N i Nm m m m

R x R x B x x0 0

0
R x R x B x x

i q iq0
0 0� � � �) ( )

� � � �( ( ) ) | | | |*� �s R x x0 0.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

� � � �x P x R x P x R Rs s( , ) ( ( , ))0 0 0 . (5)

Ïóñòü òåïåðü ïîðòôåëü x P x Rs� ( , )0 , ò. å. áèíàðíîå îòíîøåíèå x x
R

0
� íå âû-

ïîëíÿåòñÿ. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü g x x R( , , )0 � 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíäåêñà k N s� ñîãëàñíî

ðàâåíñòâó (4) èìååì

g x x R R R B x R B xk k k i N
ik

i N
ik

m m

( , , ) max ( ) max ( )0 0 0� � � � � �
� �

� � � � � � �g x x R B x x x xk k( , , ) ( ) | | | |*0 0 0 0� .
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Ñëó÷àé 2. Ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ q N s� , ÷òî g x x Rq q( , , )0 0� . Òîãäà,

âíîâü èñïîëüçóÿ (4), èìååì g x x R Rq q q( , , )0 0 0� � .

Òàêèì îáðàçîì, x P x R Rs� �( , )0 0 , åñëè x P x Rs� ( , )0 . Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷å-

òîì (5) èìååì P x R Rs ( , )0 0� �
, ò.å. x 0 ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîðòôåëåì âîç-

ìóùåííîé çàäà÷è Z R Rs ( )� 0 . Îòñþäà ââèäó x P Rs0 � ( ) çàêëþ÷àåì

� � � � � ��� � �s s sR R P R R P R( ) ( ) ( ( ) ( ))0 0� .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî � �s sR R( ) ( )� .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÜ ÎÖÅÍÎÊ

Âåðõíÿÿ îöåíêà � s R( ) ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè � s R( ) ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ÿâëÿ-

åòñÿ äîñòèæèìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü m �1. Òîãäà äàííàÿ çàäà÷à Z Rs ( ) ïðå-

îáðàçóåòñÿ â âåêòîðíóþ (s-êðèòåðèàëüíóþ) çàäà÷ó áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ

ëèíåéíûìè êðèòåðèÿìè

R x k Nk
x X

s� �
�

min, , (6)

à âåðõíÿÿ îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

� �s s

x P R x P x R k N

kR R
R x x

s s
s

( ) ( ) min max min
( )

( ) ( , )
� �

� �

� �� � | | | | *x x� �
,

ãäå Rk — k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû R s n� �R . Êàê èçâåñòíî [6, 9, 10, 16], ïðàâàÿ

÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè íå-

òðèâèàëüíîé çàäà÷è (6). Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà m �1, èìååì � �s sR R( ) ( )� ,

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòèæèìîñòè âåðõíåé îöåíêè.

Ëåãêî òàêæå óâèäåòü, ÷òî è íèæíÿÿ îöåíêà � s R( ) äîñòèæèìà. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü äëÿ ëþáûõ ïîðòôåëåé x P Rs� ( ) è � �x P x Rs ( , ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

| | | | | | | |* *x x x x� � � � � . Òîãäà � � �s s sR R R( ) ( ) ( )� � .

Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î òîì, ÷òî ðà-

äèóñ óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Z Rs ( ) ìîæåò áûòü ðàâåí íèæíåé ïîëîæèòåëüíîé îöåí-

êå � s R( ), íå ñîâïàäàÿ ñ âåðõíåé îöåíêîé � s R( ).

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêîé êëàññ íåòðèâèàëüíûõ çàäà÷ Z Rs ( ), s 
 1 , ÷òî

äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè � s R( ) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

0� � �� � �s s sR R R( ) ( ) ( ). (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � s R( ) � 0. Äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà � s R( )�

� � s R( ) äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî � � � � � � � �| | | | | | | |* *x x x x 0 äëÿ ëþáûõ ïîðòôå-

ëåé x P Rs� ( ) è ��x P x Rs ( , ). À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà � �s sR R( ) ( )� ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 1 äîñòàòî÷íî âûäåëèòü êëàññ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ � �s sR R( ) ( )� .

Èçëîæèì ýòî áîëåå äåòàëüíî.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà � s R( ) � 0 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïîðòôåëÿ

x P Rs0� ( ), êîãäà äëÿ ëþáîãî x P x Rs� ( , )0 íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ q q x N s� �( ) , ÷òî

0 0 0� � �g x x R R x xq q
s( , , ) ( ) | | | |*� . (8)
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Ðàññìîòðèì êëàññ çàäà÷ Z Rs ( ), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

X x x P x R xs� �{ } { }0 0, , ( , )
� �

,

( ) ( )
( ) (� )R R x R

i x q i x q
s

0
0� � � �, (9)

ãäå

i x R x i Niq m( ) max :
� �

� �arg { },

i x R x i Niq m( ) max :0 0� �arg { }.

Òîãäà èç (8) ñëåäóåò

0 0 0� � �g x x R R x xq q
s( , , ) ( ) | | | |*

� �
� , (10)

à èç íåðàâåíñòâ (9) è � s R( )� � 0 âûòåêàåò, ÷òî i x i x( ) ( )0 �
�

.

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà � �� s R( ) ýëåìåíòû âîçìóùàþùåé ìàòðèöû R r
ijk

0 0� �[ ]

� � �R m n s çàäàäèì ïî ïðàâèëó

r

i i x x k q

i i x x

ijk

j

j0

1

0
�

� � �

� � �

�

�

, ( ), , ,

, ( ),

åñëè

åñëè

� �

� �
, ,

, \ ( ) , , ,

k q

i N i x x k qm j

�

� � � �

�

�

�
�

�

�
�

�

�

åñëè { }

â èíûõ

� 0 1
(11)

ãäå

� � �s
i x q i x qR R R x( ) min , ( )
( ) ( )� � ��

�
�

 
!
"

1
0

0

�
� .

(12)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà êîððåêòíû áëàãîäàðÿ (9).

Â ñèëó ñòðîåíèÿ âîçìóùàþùåé ìàòðèöû R 0 èìååì

R x x
i x q( )

*| | | |�
� �0 � � , (13)

R x x i N i xiq m
0 0 0� � �� | | | | , \ ( )* { }

�
, (14)

| | | | | | | | , ( )R R Rq
0 0 0� � �� �� .

Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

R x x
i x q( )

*( | | | | )�
0 0 0� �� � . (15)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Q j N x xn j j1
0 1� � � �{ }:

�
,

Q j N x xn j j2
0 1 0� � � �{ }: ,

�
.

Òîãäà î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

| | /Q1 2� � ,

| | | | | | /*Q x2
0 2� �� ,
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R x Q Q
i x q( )

(| | | | )�
0 0

1 2� �� ,

èç êîòîðûõ è âûòåêàåò (15).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîðòôåëü x P R Rs0 0� �( ), ò.å.
�
x P x R Rs� �( , )0 0 . Ñîãëàñíî

(13) èìååì

f x R R R R x f x R xq q q
i N

iq iq q q
m

( , ) max ( ) ( , ) | | |
� � � �

� � � � �
�

0 0 � | * . (16)

Äàëåå óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

f x R R f x R xq q q q q( , ) ( , ) | | | |*0 0 0 0� � � � . (17)

Èç (14) ñëåäóåò

f x R R R R x Rq q q i x q i x q i i x
( , ) max ( ) , max (

( ) ( ) ( )

0 0 0 0
0 0 0

� � �
�

iq iqR x�
�
�
�

 
!
"
�0 0)

� � �
�
�
�

 
!

�
max ( , ) | | | | , max ( )*

( )
f x R x R R xq q

i i x
iq iq

0 0 0 0

0
�

"
.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (ñîãëàñíî (14)) íåðàâåíñòâà

f x R x R R x i N i x i xq q iq iq m( , ) | | | | ( ) , \ ( ), ( )*0 0 0 0 0� 
 � �� { }
�

,

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (17) îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî

f x R x R R xq q i x q i x q
( , ) | | | | ( )*

( ) ( )
0 0 0 0� 
 �� � � .

Äëÿ ýòîãî, âîñïîëüçîâàâøèñü (12) è (15), âûâîäèì

f x R x R R x R Rq q i x q i x q i x q
( , ) | | | | ( ) (*

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

0� � � � �� � � i x q x( ) )� 0�

� � � � � �� �| | | | ( | | | | )*
( )

*
( )

x R x x R x
i x q i x q

0 0 0 0 0 0 0� �� .

Íàêîíåö, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (16), (17), (10) è (12), ïîëó÷àåì

g x x R R g x x R x x Rq q q q q
s( , , ) ( , , ) | | | | ( ( )*0 0 0 0� � �

� � � � � �� � �)| | | |*x x0 0� �
�

.

Ïîýòîìó
�
x P x R Rs� �( , )0 0 , ò.å. c ó÷åòîì óñëîâèÿ X x x� { }0,

�
çàêëþ÷àåì,

÷òî x 0 ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîðòôåëåì âîçìóùåííîé çàäà÷è Z R Rs ( )� 0 .

Îòñþäà ââèäó x P Rs0 � ( ) âûâîäèì

� � � � � ��� � �s s sR R P R R P R( ) ( ) ( ( ) ( ))0 0� .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî � �s sR R( ) ( )� . Ðåçþìèðóÿ, óáåæ-

äàåìñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (7) âåðíû.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m � 2, n � 3, s �1; X x x� { }
�
, 0 ,

�
x � ( , , )1 1 0 T , x 0 0 1 1� ( , , )T ;

ìàòðèöà

R �
�

�

#

$
%

&

'
(

1 1 2

4 0 4
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ñî ñòðîêàìè R1 è R2 . Òîãäà f x R( , )
�

� 0, f x R( , )0 4� , ò.å.
�
x P R� 1 ( ),

x P R0 1� ( ); � � 2, i x( )
�

�1, i x( )0 2� . Ïîýòîìó �1 1( )R � , �1 2( )R � è íåðàâåí-

ñòâî (9) ïðèíèìàåò âèä

( ) ( )R R x R2 1
0 13 2 2� � � � � .

Ïðè âîçìóùàþùåé ìàòðèöå

R 0

0
�

�

� �

#

$
%

&

'
(

� � �

� �
, 1 1 5� �� . ,

ïîñòðîåííîé ïî ïðàâèëó (11), èìååì | | | |R 0 � � è f x R R( , )0 0 4 2 2� � � � �� �

� �f x R R( , )
� 0 , ò.å. x P R R0 1 0� �( ). Ñëåäîâàòåëüíî, �1 1( )R � . Ïîýòîìó ñ ó÷å-

òîì òåîðåìû 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî � � �1 1 11 2( ) ( ) ( )R R R� � � � .

4. ÓÑËÎÂÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Çàäà÷à Z Rs ( ), s 
 1, íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé (T3-óñòîé÷èâîé ïî âåêòîðíîìó êðè-

òåðèþ â òåðìèíîëîãèè [2, 17–19]), åñëè åå ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè áîëüøå íóëÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî Ñëåéòåðà Sl Rs ( ) (ìíîæåñòâî ñëàáî ýôôåê-

òèâíûõ ïîðòôåëåé):

Sl R x X Sl x Rs s( ) : ( , )� � �
{ },

ãäå

Sl x R x X k N g x x Rs
s k k( , ) : ( ( , , ) )}� �� � � � �{ 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî P R Sl Rs s( ) ( )� ïðè ëþáîé ìàòðèöå R m n s� � �R .

Òåîðåìà 3. Äëÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷è Z Rs ( ), s 
 1, ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

(i) çàäà÷à Z Rs ( ) óñòîé÷èâà,

(ii) P R Sl Rs s( ) ( )� ,

(iii) � s R( ) � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( ) ( )i ii) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à Z Rs ( ) óñòîé÷è-

âà, íî P R Sl Rs s( ) ( )� . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáî ýôôåêòèâíûé ïîðòôåëü

x Sl R P Rs s0 � ( ) \ ( ). Ïîýòîìó Sl x Rs ( , )0 �
 è P x Rs ( , )0 �
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

� � � � � � �x P R x P x R q N g x x Rs s
s q q

0 0 0 0( ) ( , ) ( ( , , ) ).

Ñëåäîâàòåëüíî, � s R( ) � 0 è ñîãëàñíî òåîðåìå 1 � s R( ) � 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Z Rs ( ).

Ïóñòü ( ) ( )ii iii) . Åñëè P R Sl Rs s( ) ( )� , òî Sl x Rs ( , ) �
 äëÿ ëþáîãî ïîðòôåëÿ

x P Rs� ( ). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðòôåëü x X0 � , êîãäà âåðíû íåðàâåíñòâà

g x x Rk k( , , )0 0� , k N s� , ò.å. x P x Rs0 � ( , ). Èòàê, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

� � � � � � �x P R x P x R k N g x x Rs s
s k k( ) ( , ) ( ( , , ) )0 0 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, � s R( ) � 0 s.
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Ïóñòü ( ) ( )iii i) . Ýòà èìïëèêàöèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 1 î÷åâèäíà.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó P R Sl R1 1( ) ( )� , òî èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à

Z R1 ( ) óñòîé÷èâà ïðè ëþáîé ìàòðèöå R m n� �R .

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ëþáûõ äâóõ íîðì â êîíå÷íîìåðíûõ
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (íàïðèìåð, [20]) ðåçóëüòàò òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâ äëÿ

ëþáûõ íîðì â ïðîñòðàíñòâå R m n s� � ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå 2. Íåçíà÷èòåëüíî âèäîèçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ëåãêî
óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâî-

ñòè �
Sl
s R( ), s 
 1, âåêòîðíîé íåòðèâèàëüíîé (X Sl Rs� ( )) çàäà÷è Z R

Sl
s ( ) ïîèñêà

ìíîæåñòâà Ñëåéòåðà Sl Rs ( ) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

0�
� � � � �
min max min min max

( ) ' ( , ) 'x Sl R x Sl x R k N i N i Ns s
s m m

Rik i k
Sl
sx R x

x x
R

�

�
� �'

*

'

| | ' | |
( )�

�
� � � � �
min max min min max

( ) ' ( , ) 'x Sl R x Sl x R k N i N i N

i

s s
s m m

R k i kx R x

x x

�

�

'

*

'

| | ' | |
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z R
Sl
s ( ) âñåãäà óñòîé÷èâà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íà áàçå ïîðòôåëüíîé òåîðèè Ìàðêîâèöà ñôîðìóëèðîâàíà âåêòîðíàÿ èíâåñòè-

öèîííàÿ çàäà÷à (çàäà÷à ïîðòôåëüíîé îïòèìèçàöèè) ñ ìèíèìàêñíûìè êðèòåðèÿ-

ìè ðèñêîâ Ñýâèäæà. Ïîëó÷åíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ äîñòèæèìûå îöåíêè ðàäèóñà

òîãî òèïà óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ñâîéñòâà

ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ïî Õàóñäîðôó òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîãî îòîáðàæå-

íèÿ, êîòîðîå êàæäîìó íàáîðó ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíî-

æåñòâî Ïàðåòî. Äîñòèæèìîñòü îáåèõ îöåíîê ãàðàíòèðóåòñÿ óêàçàíèåì òàêèõ

êëàññîâ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ýòè îöåíêè ñòàíîâÿòñÿ ôîðìóëàìè. Ñëåäóåò

îòìåòèòü îñîáåííîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàçä. 4. Èçâåñòíîå [1, 2,

17–19] íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå T3-óñòîé÷èâîñòè (ïî âåêòîðíîìó

êðèòåðèþ) âåêòîðíûõ öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷ ïîèñêà ìíîæåñòâà Ïàðåòî ñ ëèíåé-

íûìè è êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè ÷àñòíûõ êðèòåðèåâ (ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ

Ïàðåòî è Ñëåéòåðà) ÿâëÿåòñÿ òàêèì æå óñëîâèåì ðàññìîòðåííîé çäåñü âåêòîð-

íîé áóëåâîé çàäà÷è Z Rs ( ) ñ ìèíèìàêñíûìè êðèòåðèÿìè Ñýâèäæà.
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