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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÈÌÏÓËÜÑÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Â óïðîùåííîé ìîäåëè ïðîòèâîîïóõîëåâîãî èììóíèòåòà, ïðåäëîæåííîé â ðà-
áîòå [1], èñïîëüçîâàíû äèíàìèêà Ãîìïåðöà äëÿ ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðîëèôåðè-
ðóþùèõ êëåòîê è ìîäåëü èììóííîé ñèñòåìû Ã.È. Ìàð÷óêà [2]. Êîððåêòíîå
ïîñòðîåíèå ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â áèîëîãèè è ìåäèöèíå ñâÿçàíî
ñ èññëåäîâàíèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé. Ê òîìó æå çàäà÷è êà÷åñòâåííîãî
àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íóæäàþòñÿ â êîíñòðóêòèâíûõ îöåíêàõ ðåøåíèé
ìîäåëåé. Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ëîêàëüíîå ñó-
ùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ïðè îòñóòñòâèè èììóíèòåòà, â êîòîðîì ïëàçìàòè÷åñêèå êëåòêè è àíòèòåëà îòñóò-
ñòâóþò, è ïîëó÷èòü óñëîâèÿ åãî ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü:
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Çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû (1):

( ( ), ( ), ( ), ( )) ([ , ], )� � � � �1 2 3 4
40s s s s C C R� � �� � ,

� i ( )0 0
 , i �1 3, . (2)

Ñèñòåìà (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â áèîëîãè÷åñêè çíà÷èìîé îáëàñòè

D L C F m� {( , , , )| L C F m, , , }� 0 .

Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [1].

ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÈ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÈ ÈÌÌÓÍÈÒÅÒÀ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè

èììóíèòåòà, êîãäà ïëàçìàòè÷åñêèå êëåòêè è àíòèòåëà îòñóòñòâóþò â ñèñòåìå, ò.å.

C t F t t( ) ( ) ,� � �0 0 .
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Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ áóäåì íàáëþäàòü ðîñò îïóõîëåâûõ êëåòîê íà âðåìåííîì

ïðîìåæóòêå nT t n T� � �( )1 . Áóäóò èññëåäîâàíû íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîé-

ñòâà ïîäñèñòåìû (1):
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Â ñèñòåìå (3) ïîëîæèì ln ( ) ( )L t v t� è ïîëó÷èì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå èì-
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Ðåøàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4), â ïðîìåæóòêå ìåæäó èìïóëüñàìè èìååì
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Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4), èñïîëüçóÿ äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó, îïðåäåëåííóþ ñòðîáîñêîïè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, ïîëó÷àåì
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Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (5), ñèñòåìà (4) èìååò åäèíñòâåííîå T-ïåðèîäè÷åñ-

êîå ðåøåíèå
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Ïîñòðîèì ðåøåíèå ñèñòåìû (3) m t( ), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò L t* ( ):
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Ïåðåïèøåì èìïóëüñíîå ðàâåíñòâî äëÿ m t( ) èç (3) ïðè t nT n N� �, , â âèäå

m nT m nT pm nT( ) ( ) ( )� � � � , n N� . (9)
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Îòñþäà
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Ïîêàæåì, ÷òî ( ( ), ( ))* *L t m t — ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ðåøåíèå (3).

Ñîãëàñíî òåîðåìå èç [4, ñ. 54] ëþáîå ðåøåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ óëüòèìàòèâíî îãðà-

íè÷åííûì ñâåðõó. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim | ( ) ( )|*

t
v t v t

��
� � 0 (11)

è

lim | ( ) ( ) |*

t
m t m t

��
� � 0. (12)

128 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 4



Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ v t L t( ) ln ( )� ïðè ( )n T t nT� � �1 èìååì
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Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (12) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ (11).

Çíà÷èò, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå
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ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÈ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÈ ÈÌÌÓÍÈÒÅÒÀ
ÊÀÊ ÃËÎÁÀËÜÍÛÉ ÀÒÒÐÀÊÒÎÐ

Ëåììà 1 [5]. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: V t C t F t V
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dz t

dt
z t

e

z t
L

L
L L

1
1

1

( )
( ) ln

( )
�

�

�
� � � 


, t nT n N� �, ,

z t p z t1 11( ) ( ) ( )� � � , t nT� , n N� ,

z L1 0 0( ) ( )� �� .

Ñîãëàñíî (7) èìååì

~ ( ) exp ln( )
ln( ) ( )

z t e
p

e
eL T

t nTL L

L

L
1

1

1
� �

�

�

�
�

�

�

� �� � � 


�

�

�

	


�

, nT t n T� � �( )1 .

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ èìïóëüñíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé [6] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 
1 0
 èìååì òàêîå T1 0
 , ÷òî ïðè t T
 1

L t z t( ) ~ ( )
 �1 1
 . (15)

Îäíàêî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) âûòåêàåò, ÷òî

dL t

dt
L t

L t
L

L( )
( ) ln

( )
� �

�
.

130 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 4



Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñðàâíèòåëüíóþ ñèñòåìó:

dz t

dt
z t

z t
L

L2
2

2

( )
( ) ln

( )
� �

�
, t nT� ,

z t p z t2 21( ) ( ) ( )� � � , t nT� , (16)

z L2 0 0( ) ( )� �� .

Ðåøèì ñèñòåìó (16):

~ ( ) exp ln
ln( ) ( )

z t
p

e
eL T

t nT

L

L
2

1

1
� �

�

�

�
�
�

	


��

� ��
�

�
, nT t n T� � �( )1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

L t z t( ) ~ ( )� �2 1
 ïðè t � � è ~ ( ) ( )*z t L t2 � . (17)

Ïðè 
1 0� èç (15) è (17) ñëåäóåò, ÷òî L t L t L t* *( ) ( ) ( )� � � �
 
1 1 äëÿ äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî t . Îòñþäà L t L t( ) ( )*� ïðè t � �.

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü m t m t( ) ( )*� íà îñíîâàíèè

÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1).

Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) ïðè �( )m �1 è C0 1� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
�


�
	 	 	 	

b f

L
f C f C� � � �max{ , } 0 .

Òîãäà ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ( ( ), , , ( ))* *L t m t0 0 ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè èììóíèòåòà, êîãäà ïëàçìàòè÷åñêèå êëåòêè è àíòèòåëà îòñóò-

ñòâóþò â ñèñòåìå. Äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ïåðèî-

äè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.
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