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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îäèí èç îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè — âåðîÿò-
íîñòü åå íåðàçîðåíèÿ, ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ýòîãî ïîêàçàòåëÿ â òåõ èëè èíûõ
ìîäåëÿõ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ. Íàèáîëåå ïðîñòûìè äèíàìè÷åñêèìè
ìîäåëÿìè äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ÿâëÿþò-
ñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðèñêà (ìîäåëü Êðàìåðà–Ëóíäáåðãà) [1–3] è ìîäåëü
ðèñêà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè [4, 5]. Áîëüøîé èíòåðåñ ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ìîäåëè, ïðåäóñìàòðèâàþùèå êðîìå îñíîâíîé äåÿ-
òåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè èíâåñòèöèîííóþ. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ
[1, 6–11] ðàññìîòðåíî èíâåñòèðîâàíèå òîëüêî â áåçðèñêîâûé àêòèâ (íà áàíêîâ-
ñêèé ñ÷åò), â [12–15] — òîëüêî â ðèñêîâûé àêòèâ (àêöèè), â [16–18] — â îáà
âèäà àêòèâîâ. Ïðè ýòîì ýâîëþöèþ öåíû ðèñêîâîãî àêòèâà ÷àñòî ìîäåëèðóþò
ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðèñêà è ìîäåëü ðèñêà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè
ïðåìèÿìè, ïðè ýòîì ïðåäóñìîòðåíî èíâåñòèðîâàíèå â îáà âèäà àêòèâîâ, à ýâî-
ëþöèÿ öåíû ðèñêîâîãî àêòèâà îïèñàíà ïðîöåññîì ñî ñêà÷êàìè. Èñïîëüçóåìàÿ
ìîäåëü ýâîëþöèè öåíû àêöèè ïðåäëîæåíà â [19], ãäå îáîñíîâàíà öåëåñîîáðàç-
íîñòü åå ðàññìîòðåíèÿ è äîêàçàíà åå áåçàðáèòðàæíîñòü. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ
î ïðåèìóùåñòâàõ ìîäåëèðîâàíèÿ öåí àêöèé ñ ïîìîùüþ ïðîöåññîâ ñî ñêà÷êà-
ìè íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëñÿ è ðàíåå, íàïðèìåð, â [20–23].

Íèæå äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè êàê ôóíêöèè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà è èíòåðâàëà âðåìåíè. Ïðè
âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷åíî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ è îöåíåíà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ýòîé ôóíêöèè ïî íà÷àëüíîìó êàïèòàëó. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû óñòàíîâëåíû äëÿ
ìîäåëè ðèñêà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè. Äàëåå ïðåäëîæåíî ïðèáëèçèòåëüíî
íàõîäèòü âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ â óêàçàííûõ ìîäåëÿõ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî êàïèòàëà èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà, âûâå-
äåíû ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðè
ýòîì èñïîëüçîâàíû ïîëó÷åííûå îöåíêè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âåëè÷èíû òðåáîâàíèé (à â ìîäåëè ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè
ïðåìèÿìè è ïðåìèé) èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû â [7] ïðè èíâåñòèðîâà-
íèè êàïèòàëà òîëüêî â áåçðèñêîâûé àêòèâ, à íàéäåííûå ïðè ýòîì îöåíêè ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïî íà÷àëüíîìó êàïèòàëó èñïîëüçîâàíû â [24] äëÿ âûâîäà ôîðìóë, ñâÿ-
çûâàþùèõ òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü ïðèáëèæåíèé âåðîÿòíîñòåé íåðàçîðåíèÿ èõ ñòà-
òèñòè÷åñêèìè îöåíêàìè. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè îáîáùàþò
ðåçóëüòàòû ðàáîò [7, 24], ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåðàçîðåíèÿ â ÿâíîì âèäå
â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà â ðàáîòå [25] ðàñ-
ñìîòðåíû òî÷å÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðå-
ìåíè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, â [26] — ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, â [27] ïîñòðîåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè
ðàçîðåíèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ïðîöåññà ðèñêà, à â [28] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýôôåê-
òèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âåðñèé ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé, äåòàëüíî èçó÷åííîãî â [29–34], äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåðà-
çîðåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÜ ÍÅÐÀÇÎÐÅÍÈß Â ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÐÈÑÊÀ

Ïóñòü ( , , ( ) , )� F F t t�0 P — ñòîõàñòè÷åñêèé áàçèñ, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû âñå
èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì îáúåêòû. Íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïà-
íèè ðàâåí x, x � 0 . Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà ïðåäïîëàãàåòñÿ
[1–3, 7–11, 14, 15, 24–26, 29], ÷òî ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ïîëó÷àåò ïðåìèè îò êëè-
åíòîâ ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ c� 0, à ñóììàðíûå òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïèâ-
øèå îò êëèåíòîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [ , ]0 t , îáðàçóþò ñëîæíûé ïóàññîíîâ-
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñü ñâîé êàïèòàë ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ðàçìåùàåò íà ôè-
íàíñîâîì (B, S)-ðûíêå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ àêòèâîâ: áåçðèñêîâîãî B (áàíêîâñêîãî
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âðåìåíè, r � 0 — ïîñòîÿííàÿ ñòàâêà ïðè íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ �( , )x t , îïðåäåëåííàÿ ïðè x � 	�[ , )0 è t � 	�[ , )0 , ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ïî x (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t) è ìîíîòîí-
íî íåâîçðàñòàþùåé ïî t (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x), à òàêæå îãðàíè÷åííîé
ñíèçó íóëåì è ñâåðõó åäèíèöåé. Òåì íå ìåíåå íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè è ñó-
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ïîñêîëüêó, êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ðåçóëüòàòû ðàáîò [4, 7, 31], â íåêîòîðûõ ìîäå-
ëÿõ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòè ñâîéñòâà ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ.
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( / ) / è ðàçîðåíèÿ íå ïðîèçîéäåò íà èíòåðâàëå

âðåìåíè [ , ]s t ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå ( / ) /x c r e c r yrs	 
 
 ;

— � �1 1� st è ðàçîðåíèÿ íå ïðîèçîéäåò íà èíòåðâàëå âðåìåíè [ , ]s t ïðè íà-

÷àëüíîì êàïèòàëå (( ) )(( / ) / )1
 	 	 
� �e x c r e c ry rs .

Ïðè ýòîì P{ }� �1 1� �cl � � �cl cl st/ ( )	 è P{ }� � � � �1 1� � 	st
st cl st/ ( ) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, äëÿ âñåõ x � 0 è t � 0 ïîëó-
÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2). Ñïðàâåäëèâîñòü ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ó ïðîöåññà X tx ( ) ìîæåò áûòü òîëüêî
êîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷êîâ.

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàáîòàõ [29–34] âûâåäåíû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà (2),
à òàêæå óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè íåíóëåâûõ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé êàê äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñ-
êà è ìîäåëè ðèñêà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè, òàê è äëÿ áîëåå îáùèõ ïðîöåñ-
ñîâ ðèñêà–âîññòàíîâëåíèÿ, êîãäà ïîòîê òðåáîâàíèé íå ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì,
ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé ìîæåò çàâèñåòü îò òåêóùåãî êàïèòàëà, à âåëè÷èíû
òðåáîâàíèé è ìîìåíòû èõ ïîñòóïëåíèé ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè. Òåì íå ìåíåå ýòè
óðàâíåíèÿ íå îõâàòûâàþò ñëó÷àè, ðàññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ýâîëþöèÿ êàïèòàëà êîìïàíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1).

1. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi
cl , i � �1, , èìåþò íåïðåðûâíóþ íà [ , )0 	�

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f ycl ( ), à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi
st , i � �1, , èìåþò íå-

ïðåðûâíóþ íà ( , )
� 	� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f yst ( ), òî �( , )x t ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíîé íà [ , ) [ , )0 0	� � 	� êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.

2. Åñëè ôóíêöèè f ycl ( ) è f yst ( ) èìåþò ïðîèçâîäíûå �f ycl ( ) íà [ , )0 	� è
�f yst ( ) íà ( , )
� 	� òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ | ( )|�f ycl èíòåãðèðóåìà è îãðàíè÷åíà íà

[ , )0 	� , à ôóíêöèè | ( )|�f yst , f y est
y( ) 
 è | ( )|� 
f y est

y èíòåãðèðóåìû è îãðàíè÷å-

íû íà ( , )
� 	� , òî íà ( , ) [ , )0 0	� � 	� ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �( , )x t
ïî x è t, íåïðåðûâíûå êàê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, à �( , )x t óäîâëåòâîðÿåò
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

�

�

 	

�

�
	 	 
 


� �
� � � � �

( , )
( )

( , )
( ) ( , ) (

x t

t
rx c

x t

x
x t x ycl st cl , ) ( )t dF ycl

x

0
� 



 
 	 �


�

	�

�� � � �st
y

ste x t dF y((( ) ) , ) ( )1 0 (3)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè �( , )x 0 1� , lim ( , )
x

x t
�	�

�� 1 , ïðè ýòîì äëÿ âñåõ X 0 0�
è T � 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

sup
x X

t T

r T

cl

x t

x

e cl st

� 	�
�


 
�

�
�




	[ , ),
[ , ]

( )( , )

0
0

1�

� �

� �

st
cl cl cl

r
f f y dy



	 �

�

�

�
�

�

�

�
�
	

�

�

�
�

	�

�� ( ) | ( )|0
0

	 
 	 
 	 �



�

	�



�
�

�
� � �st y

st
y

st
X

e f y dy e f y
0

1 1( ) ( ) (( ) )| ( )| dy


�

	�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â (2) ñíà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ
t s
 � � âî âíåøíåì èíòåãðàëå, à çàòåì â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïëîòíîñòåé ðàñ-
ïðåäåëåíèé f ycl ( ) è f yst ( ) ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yi

cl è Yi
st , i � �1, , çàìåíèì

( / ) /( )x c r e c r y ur t	 
 
 �
� è (( ) )(( / ) / )( )1
 	 	 
 �
� � �e x c r e c r uy r t â ïåðâîì
è âî âòîðîì âíóòðåííèõ èíòåãðàëàõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè x � 0 è t � 0 îäíîâðåìåí-
íî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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e cl st t( ) . (5)

Åñëè ôóíêöèè f ycl ( ) è f yst ( ) íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëàõ [ , )0 	� è ( , )
� 	�

ñîîòâåòñòâåííî, òî íåïðåðûâíîñòü �( , )x t êàê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå ( , ) [ , ) [ , )x t0 0 0 0� 	� � 	� , êðîìå òî÷êè ( , )0 0 , ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî,
íàïðèìåð, äëÿ âñåõ ( , ) ( , ] ( , ]x t x t� �0 00 0 (äðóãèå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî) â ñèëó (5) âûïîëíåíî

| ( , ) ( , ) |( ) ( )� �� � � �
x t e x t ecl st cl stt t

0 0
0	 	
 �
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F M x c r e c rst

r t(ln ( ( ) / ( (( / ) / )) ( ) / ))( )
1 0

0 1� � � ��

ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, à çàòåì ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ìàëîé âñþ ïðàâóþ
÷àñòü (6) ïðè x è t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ñîîòâåòñòâåííî ê x0 è t0 (ñì. äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåì 3 è 7 â [7]).

Èç (2) âèäíî, ÷òî � � �( , ) ( )
x t e cl st t� 
 	 äëÿ âñåõ x � 0 è t � 0, à �( , )x 0 1� äëÿ

âñåõ x � 0, ïîýòîìó | ( , ) ( , )| ( )� � � �0 0 1
 � 
 
 	
x t e cl st t äëÿ âñåõ x � 0 è t � 0. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ �( , )x t íåïðåðûâíà è â òî÷êå ( , )0 0 . Òàêèì îáðàçîì, �( , )x t íå-
ïðåðûâíà êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ íà âñåé ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �( , )x t ïî x è t íà
( , ) [ , )0 0	� � 	� â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè f ycl ( ) è f yst ( ) èìåþò ïðîèçâîäíûå
�f ycl ( ) è �f yst ( ) , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ï. 2 òåîðåìû 1, ñëåäóåò èç ðàâåí-

ñòâà (5) è óñòàíîâëåííîé íåïðåðûâíîñòè �( , )x t (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3
â [7], à òàêæå [35, ñ. 661–662, 666–667, 748]), ïðè ýòîì
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Îòñþäà äëÿ âñåõ X 0 0� è T � 0 ñëåäóåò îöåíêà (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 2. Ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1 (ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè �( , )x t , óðàâíåíèå (3) è îöåíêà (4)) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-
ìè è â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè f ycl ( ) è f yst ( ) íåïðåðûâíû íà [ , )0 	� è ( , )
� 	�
ñîîòâåòñòâåííî, à èõ ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ âñþäó, çà èñ-
êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê (â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî êîíå÷íûå îäíîñòî-
ðîííèå ïðîèçâîäíûå), è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÜ ÍÅÐÀÇÎÐÅÍÈß Â ÌÎÄÅËÈ ÐÈÑÊÀ
ÑÎ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÅÌÈßÌÈ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ ïðåìèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì è ñóììàðíûå ïðåìèè, ïîñòóïèâøèå íà èíòåðâàëå âðåìåíè [ , ]0 t ,

îáðàçóþò ñëîæíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ R t Ypr i
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� pr � 0 (÷èñëî ñòðàõîâûõ ïðåìèé, ïîñòóïèâøèõ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [ , ]0 t );
{ }Yi

pr
i�
�

1 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íåçàâè-

ñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ypr ( ),
Fpr ( )0 0� , è ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì � pr � � (âåëè÷èíû ñòðàõîâûõ ïðå-
ìèé), ïðè÷åì âñå èñïîëüçóåìûå äàëåå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîöåññû òàêæå
íåçàâèñèìû [4–7, 18, 31]. Âñå îñòàëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îñòàþò-
ñÿ íåèçìåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ýâîëþöèÿ êàïèòàëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
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�0 1

0 1� � 	 
R t R tpr cl( ) ( ) . (8)

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ýâîëþöèÿ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì (8), òî ôóíêöèÿ �( , )x t óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ýâîëþöèÿ êàïèòàëà êîìïàíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (8).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ñíà÷àëà ñäåëàåì çàìå-
íó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t s
 � � âî âíåøíåì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (9),
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òðåòüåì âíóòðåííèõ èíòåãðàëàõ ïðè x � 0. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èì
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ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, à çàòåì ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ìàëîé âñþ ïðàâóþ
÷àñòü (13) ïðè x è t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ñîîòâåòñòâåííî ê x0 è t0 .

Èç ðàâåíñòâà (12), óñòàíîâëåííîé íåïðåðûâíîñòè �( , )x t è òåîðåì [35,
ñ. 661–662, 666–667, 748] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêöèè �( , )x t ïî x è t íà ( , ) [ , )0 0	� � 	� â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè
f ypr ( ), f ycl ( ) è f yst ( ) èìåþò ïðîèçâîäíûå �f ypr ( ), �f ycl ( ) è �f yst ( ), óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ ï. 2 òåîðåìû 2, ïðè ýòîì
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ïîýòîìó äëÿ âñåõ X 0 0� è T � 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà (11). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèþ 2.

ÒÎ×ÍÎÑÒÜ È ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÜ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ
ÍÅÐÀÇÎÐÅÍÈß ÈÕ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÎÖÅÍÊÀÌÈ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýâîëþöèÿ êàïèòàëà X tx ( ) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1) èëè
(8). Ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì T � 0 ôóíêöèÿ �( , )x T îïðåäåëåíà íà
[ , )0 	� . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà X 0 0� , X X� 0 è ïîñòàâèì öåëü ðàâíî-
ìåðíî ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ �( , )x T åå ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ âñåõ
x X X�[ , ]0 è ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü òà-
êîãî ïðèáëèæåíèÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî h� 0 (òàê,
÷òî h X X�� 
 0) è îáîçíà÷èì
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï. 2 òåîðåìû 1 (â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé

ìîäåëè ðèñêà) èëè òåîðåìû 2 (â ñëó÷àå ìîäåëè ðèñêà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìè-
ÿìè), äîñòàòî÷íûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè �( , )x t .
Òîãäà â ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
X 0 0� , X X� 0 , h X X� 
( , )0 0 è 	� 0 âûïîëíåíî

P sup
x X X

h X Xx T x T C h C
C

X�

 � 	 	

�

�
�

[ , ]
, ,| ( , ) � ( , )|

0
0 0 1

2

0
� � 	 �

�

�
��

�
�
�

��

�
�
�

 �
� 
 	 
1 2 1 2 2

( )K e N	 .. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íà ( , )0 	� ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè �( , )x T ñóùåñòâó-

åò, íà èíòåðâàëàõ [ , )X Xi i	1 , i K� 
0 2, , ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì

èìååì
| ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , ) |, ,� � � �x T x T X T X Th X X i i
 � 
 �	0 1

� � � 	
�

�
��

�

�
�� � 	

�

�
	 	 	� 
( , )i i i

i

T h C h C
C

X
C h C

C

X
1 1 0 1 1

2
0 1

2

0
��

�

�
�� ,

à íà èíòåðâàëå [ , ]X XK
1 ïîëó÷èì

| ( , ) ( , )| | ( , ) ( , )|, ,� � � �x T x T X T X Tk X X K
 � 
 �
0 1

� � � 	
�

�
��

�

�
�� � 	

�

�
��

�

�


� 
( , )K K K
K

T h C h C
C

X
C h C

C

X
0 1

2

1
0 1

2

0
��

(çäåñü 
 i — ñðåäíèå òî÷êè: 
 i i iX X� 
[ , ]1 ïðè i K� 
1 1, , 
K KX X� 
[ , ]1 ).

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (4) èëè (11) äëÿ âñåõ X X� �0 0 èìååì

sup
x X X

h X Xx T x T C h C
C

X�

 � 	

�

�
��

�

�
�

[ , ]
, ,| ( , ) ( , )|

0
0 0 1

2

0
� � � . (16)

Ââåäåì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

A X T X Ti h X X i h X X i
	 � � 	� 
 �{ }| ( , ) � ( , ) |, , , ,0 0

, i K� 
0 1, ,

A X T X T
K h X X h X X
	 � � 	� 
 �{ }| ( , ) � ( , ) |, , , ,0 0

.

Â ñèëó ýêñïîíåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà [36, ñ. 93] èëè íåðàâåí-
ñòâà Õåôäèíãà [37] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 	� 0 ñïðàâåäëèâî

P A ei
N	 	�

�
�

�
�
 
� 
2 2 2

, i K� 0, ,

ïîýòîìó
P sup

x X X
h X X h X Xx T x T

�

 �

�
�
�

��

�
�
�

[ , ]
, , , ,| ( , ) � ( , )|

0
0 0

� � 	

 �
�

�
�
�

��

�
�
�

 �
�

�

P Ai

i

K
	

0
�

� 

�
�
�

��

�
�
�

 �
� 
 �

�
�

�
�
 
� 
 	

� �
�1 1 1 2 1

0 0

P PA A K ei

i

K

i

i

K
	 	

� ( ) 
2 2	 N . (17)

Èç (16) è (17) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (15).
Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìà 3 ñâÿçûâàåò òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü ïðèáëèæåíèÿ âå-

ðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ �( , )x T ôóíêöèåé � ( , )
, ,

�
h X X

x T
0

äëÿ âñåõ x X X�[ , ]0 .

Èç (15) âèäíî, ÷òî òåîðåòè÷åñêè ëþáàÿ çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ äîñòèãà-
åòñÿ âûáîðîì äîñòàòî÷íî ìàëûõ 	� 0 è h� 0 , à ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè íåîáõîäè-
ìàÿ íàäåæíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N — ÷èñëà ìîäå-
ëèðóåìûõ ðåàëèçàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, äàæå ïîòî÷å÷íàÿ òî÷íîñòü ìåòîäà Ìîí-
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òå-Êàðëî âåñüìà îãðàíè÷åíà: ÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííóþ íàäåæíîñòü10
k (çäåñü
k — íàòóðàëüíîå ÷èñëî), íåîáõîäèìî ñìîäåëèðîâàòü N k� 	( ln ln ) / ( )10 2 2 2	 ðå-
àëèçàöèé ïðîöåññà ðèñêà ïðè ôèêñèðîâàííîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå, à ýòî ÷èñëî
áûñòðî ðàñòåò ïðè ñòðåìëåíèè 	 ê íóëþ. Íàïðèìåð, åñëè k � 2, 	 � 0 001. , òî
N � 2649159. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî
àäåêâàòíî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
íà÷àëüíîãî êàïèòàëà: äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî
ðåàëèçàöèé ïðîöåññà ðèñêà. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî çíà÷èòåëüíî ïðîùå ìåòîäà ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ðàññìîòðåííîãî â [29–34], îäíàêî ïîñëåäíèé äàåò
ïðàêòè÷åñêè íåäîñòèæèìóþ äëÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî òî÷íîñòü îöåíêè âåðîÿò-
íîñòè íåðàçîðåíèÿ [28].

Çàìå÷àíèå 4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ÷èñëî K K X X h C C� 
( , , , )0 1 2 ìîæíî

îöåíèòü ñâåðõó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

h h
C X X C X

C X X C X
h

C X X

X
i

i i

i

i�
	

	
� 	



 






1 0 1 2 1

1 0 1 2 0

2 1 0

0
1

( )

(C X Ci1 1 2
 	

�

�
��

�

�
���)

� 	



	

�

�
��

�

�
��h

i hC

X C X C
1

1 2

0 1 2

( )

( )
, i K� 
1 1, ,

îáîçíà÷èì
� � 	
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�
��

�

�
��h h

i hC

X C X C
i 1

1 2

0 1 2

( )

( )
, i K� �1, ,

ãäå K� — íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî � � 

�

�

� h X Xi

i

K

1
0 . Èç òîãî,

÷òî
� � 	




	

�

�
��

�

�
�� � �	

�

�

�

�

� �h h
i hC

X C X C
h Ki

i

K

i

K

1

2

0 1 21

1
1( )

( )

hC K K

X C X C

2

0 1 2

1

2

� �


	

�

�
��

�

�
��

( )

( )
,

ñëåäóåò, ÷òî K� — íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

K hC X C X C� � 
 	 	
�

�
� 2 0 1 22 ( )

	 	 
 	 	 
 �

�
�( ( ) ) ( )( ) /2 8 20 1 2 2

2
2 0 1 2 0 2X C X C hC C X C X C X X hC .

Î÷åâèäíî, ÷òî K K� �. Íàéäåííîå K� ìîæíî èñïîëüçîâàòü â íåðàâåíñòâå (15)
âìåñòî K, ïðè ýòîì íàäåæíîñòü ïðèáëèæåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ
íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà âåëè÷èíû ñòðàõîâûõ òðåáîâà-
íèé èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì �cl , à âåëè÷èíû ñêà÷êîâ
ïðîöåññà R tst ( ) — íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè ( , )0 2� st , � st � 0. Òîã-

äà â íåðàâåíñòâå (15)

C cl

cl
1

2
�

�

�
, C est

st

st
st

2
22

2
1 1 2

2

� 	 
 	
�

�

�
�

�

�

�
�

�

� ��
� ��( ) ( ( ))/ ! ,

ãäå ! ( ) /y e dzz
y

� 

�

1

2

2 2

0�
— ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

Åñëè, êðîìå òîãî, â ìîäåëè ðèñêà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè âåëè÷èíû
ïðåìèé èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì � pr , òî

C
pr

pr

cl

cl
1

2 2
� 	

�

�

�

�
.
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Íàïðèìåð, ïðè c � 6 (â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà) èëè � pr � 3, � pr � 2

(â ìîäåëè ðèñêà ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè), � cl �1, �cl � 5, � st � 2 , � st � 0 5. ,
r � 0 001. , rst � 0 002. , � � 0 25. , T �1, X 0 1� , X �10, h � 0 0001. , òî÷íîñòè 0.005 è
íàäåæíîñòè 0 99. ïîëó÷èì K � 23940, ïðè ýòîì ìîäåëèðóåòñÿ N � 464400 ðåàëèçà-
öèé êàæäîãî èç ïðîöåññîâ X tX i

( ), i K� 
0 1, , è X t10 ( ):

P sup
x

x x
�


 �
�
�
�

�
�

[ , ]
. , ,| ( , ) � ( , )| .

1 10
0 0001 1 101 1 0 005� �

 
� 0 99. .

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé � ïðè x �10.

Ò à á ë è ö à 1 .

Ìîäåëü
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ

�
0.01 �
0.25 �
0.5 �
0.75 �
0.99

Êëàññè÷åñêàÿ 0.885852 0.885953 0.886387 0.881233 0.875031

Ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè
ïðåìèÿìè 0.872103 0.874580 0.873232 0.870250 0.862411

Çíàÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ, ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðåøå-
íèå, íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî äîëè êàïèòàëà �, èíâåñòèðóåìîé â ðèñêîâûé àêòèâ.
Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñëàáî çàâèñèò îò � (ïðè èç-
ìåíåíèè ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íàïðèìåð, óâåëè÷åíèè � st , ýòà
çàâèñèìîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ ãîðàçäî áîëåå ñèëüíîé), îäíàêî èç òàáë. 1 âèäíî,
÷òî îíà íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ, åñëè â ðèñêîâûé àêòèâ èíâåñòèðóåòñÿ áîëüøàÿ
äîëÿ êàïèòàëà. Îòìåòèì, ÷òî â [14, 18] ïîêàçàíî, ÷òî èíâåñòèðîâàíèå â ðèñêîâûé
àêòèâ íåáåçîïàñíî ñ òî÷êè çðåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì
èíòåðâàëå âðåìåíè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà è ìîäåëè ðèñêà ñî ñòî-
õàñòè÷åñêèìè ïðåìèÿìè, êîãäà ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ðàçìåùàåò âåñü ñâîé êàïè-
òàë íà ôèíàíñîâîì (B, S)-ðûíêå, à ýâîëþöèÿ öåíû ðèñêîâîãî àêòèâà îïèñàíà
ïðîöåññîì ñî ñêà÷êàìè. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âåðîÿòíîñòåé íåðàçîðåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðå-
ìåíè è ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ âûâåäåíû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ âåðîÿòíîñòåé íåðàçîðåíèÿ, à òàêæå îöåíåíû ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé ïî íà÷àëüíîìó êàïèòàëó. Â êà÷åñòâå îäíîãî
èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûâåäåíû ôîðìóëû, ñâÿ-
çûâàþùèå òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü ïðèáëèæåíèé âåðîÿòíîñòåé íåðàçîðåíèÿ èõ
ñòàòèñòè÷åñêèìè îöåíêàìè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî êàïèòàëà èç íåêîòîðî-
ãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ
ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ïðè ýòîì íåîáõîäèìàÿ íàäåæíîñòü âñåãäà îáåñïå-
÷èâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì ðåàëèçàöèé ïðîöåññà ðèñêà.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà âíèìàòåëüíîå îòíîøåíèå
ê ðàáîòå è ïîëåçíûå ðåêîìåíäàöèè, ñïîñîáñòâóþùèå óñîâåðøåíñòâîâàíèþ ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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