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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ àëãåáðà, êëåòî÷íûå ìåòîäû óìíîæåíèÿ ìàòðèö,

áûñòðûå ãèáðèäíûå àëãîðèòìû ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, àëãîðèòì Ëåéäåðìàíà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû ðàçðàáîòàíû èõ

êëåòî÷íûå àíàëîãè [1], îáåñïå÷èâàþùèå âîçìîæíîñòü áûñòðîãî ðåøåíèÿ çàäà÷

ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ è ñîçäàíèÿ

ýôôåêòèâíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ òàêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòàõ [2, 3]

âïåðâûå ïðåäñòàâëåíû áûñòðûé è ñìåøàííûé êëåòî÷íûå ìåòîäû óìíîæåíèÿ

äâóõ ( )n n� -ìàòðèö, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîëó÷åíû êëåòî÷íûå àíàëîãè èçâåñòíûõ

àëãîðèòìîâ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ñ ìèíèìèçèðîâàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòüþ. Áûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä [2] îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ ìóëüòèïëèêà-

òèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ íà 12,5 %. Ñìå-

øàííûé êëåòî÷íûé ìåòîä [3] cî÷åòàåò ðåêóðñèâíûé ìåòîä Øòðàññåíà [4] äëÿ

óìíîæåíèÿ ( )n n� -ìàòðèö ñ áûñòðûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì, âçàèìîäåéñòâèå êîòî-

ðûõ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ìàòðè÷-

íîãî óìíîæåíèÿ ñ ìèíèìèçèðîâàííûìè íà 25 % ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâ-

íîé è îáùåé ñëîæíîñòÿìè. Äàííûå ìåòîäû èìåþò ìåñòî ïðè n , êðàòíûõ 2.

Äëÿ îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ èçâåñò-

íûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ìåòîäîâ [2, 3], â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíû äâà íîâûõ êëåòî÷íûõ ìåòîäà óìíîæåíèÿ ( )n n� -ìàò-

ðèö, èñïîëüçóþùèõ èñõîäíûå ìàòðèöû íå òîëüêî ÷åòíîãî, íî è íå÷åòíîãî ïîðÿä-

êà. Íîâûé áûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü êëåòî÷íûå

àíàëîãè óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ ñ ìèíèìèçèðîâàííûìè íà 15 % ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòÿìè. Íîâûé ñìåøàííûé êëåòî÷íûé ìåòîä ñî-

÷åòàåò ðåêóðñèâíûé ìåòîä Ëåéäåðìàíà [5] äëÿ óìíîæåíèÿ ( )n n� -ìàòðèö ñ ïðåä-

ëîæåííûì äàëåå áûñòðûì êëåòî÷íûì ìåòîäîì, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ ïðèâî-

äèò ê ïîëó÷åíèþ êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ìàòðè÷íîãî

óìíîæåíèÿ ñ ìèíèìèçèðîâàííûìè íà 28 % ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è

îáùåé ñëîæíîñòÿìè. Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû èìåþò ìåñòî ïðè n , êðàòíûõ 3.

Îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ýòèõ ìåòîäîâ äàíû íà ïðèìåðå ïîëó÷åíèÿ

êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö [6].

Íîâûé áûñòðûé êëåòî÷íûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Îñíîâîé äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûé â [7] áûñòðûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì

óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ ìàòðèö, êîòîðûé äîïóñêàåò ïåðåõîä ê êðóïíîìàñøòàá-

íûì âû÷èñëåíèÿì íà óðîâíå êëåòî÷íûõ îïåðàöèé. Ïóñòü A , B è C AB� — òðè

ìàòðèöû ïîðÿäêà n r� �3� , ãäå � �1, r — ðàçìåð êëåòêè, m n r� / . Äåêîìïîçèðó-

åì èñõîäíûå ìàòðèöû A è B íà êëåòêè çàäàííîãî ïîðÿäêà r :
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Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà C AB� áóäåò èìåòü èäåíòè÷íóþ êàæäîìó ñîìíî-

æèòåëþ êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó.

Âåëè÷èíà r çàâèñèò îò âûáðàííîãî âíóòðåííåãî àëãîðèòìà, â êà÷åñòâå êîòî-

ðîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå àëãîðèòìû ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, îïåðè-

ðóþùèå ÷èñëàìè.

Êëåòî÷íûé ìåòîä, îïåðèðóþùèé ( )r r� -ìàòðèöàìè, ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Âû÷èñëÿåì ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû Rik è Fkj :
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Ýòàï 3. Âû÷èñëÿåì ðåçóëüòèðóþùèå ìàòðèöû Cij :
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Îöåíèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðàññìîòðåííîãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà

(1)–(4). Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû Rik (ñîîòâåòñòâåííî Fkj ) âû÷èñëÿ-

þòñÿ òîëüêî îäèí ðàç è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âñåé ìàòðè÷íîé ñòðîêè i (ñîîòâåòñòâåí-

íî ìàòðè÷íîãî ñòîëáöà j ), ñîñòîÿùåé èç ( )3 3r r� -êëåòîê, ïðè âû÷èñëåíèè (1)

è (2) âíåøíèé (êëåòî÷íûé) àëãîðèòì òðåáóåò 56 2p ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ. Äëÿ êàæäîé ìàòðè÷íîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âíóòðåííèé àëãîðèòì

òðåáóåò r 2 ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, òàê êàê ïîðÿäîê ìàòðèö-îïåðàíäîâ

ðàâåí r. Ñëåäîâàòåëüíî, àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé (1) è (2), îïðåäåëÿå-

ìàÿ êîëè÷åñòâîì ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, ñîñòàâëÿåò W p ra
( ),( )1 2 2 256� � �

�
�

�
�

�

�
� � �56

3
6 22

2
2 2n

r
r n, îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ âûðàæåíèé (3) âíåøíèé àëãîðèòì òðåáóåò 23 3p

ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è 23 3 2( )p p
 ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî àëãîðèòìà òðàäèöèîííûé àëãîðèòì [6], òðåáóþ-

ùèé r 3ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ( )r r3 2
 ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëîæå-

íèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé è àääèòèâíîé ñëîæíîñ-

òåé âû÷èñëåíèé (3):
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Ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû (4) âíåøíèé àëãî-

ðèòì òðåáóåò 42 3p ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, à âíóòðåííèé — r 2 ñêàëÿð-

íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, ïîýòîìó àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé (4) ñîñòà-

âèò W p r
n

r
r na

( ) ,4 2 2
3

3 242 42
3

4 66� �
�

�
�

�

�
� � îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, êëåòî÷íûé àíàëîã òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà, ïîëó÷åííûé

íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà (1)–(4), èìååò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìóëüòè-

ïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé:

� W nì � 0 85 3, îïåðàöèé óìíîæåíèÿ;

� W W W W n na a a a� � � � �( ),( ) ( ) ( ) , ,1 2 3 4 3 20 85 8 34 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ;

� W W W n n n n nîáù ì à� � � � � � �0 85 0 85 8 34 1 7 8 343 3 2 3 2, , , , , îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ/óìíîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé êëåòî÷íûé ìåòîä (1)–(4) ìèíèìèçèðóåò íà

15 % ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà ïðè âñåõ çíà-

÷åíèÿõ n , à òàêæå àääèòèâíóþ è îáùóþ ñëîæíîñòè ïðè n � 103 , êîãäà ñëîæ-

íîñòü O n O n( ) ( )2 3�� . Îòìåòèì, ÷òî ïðè n �103 ñëîæíîñòü O n( )2 â çíà÷åíèÿõ

àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî 0,9 % è 0,4 %

ñëîæíîñòè O n( )3 . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ìóëüòèïëèêàòèâíîé,

àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ äðóãèõ èçâåñòíûõ àëãî-

ðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Íîâûé ñìåøàííûé êëåòî÷íûé ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Äàííûé ìåòîä

ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäîì ìåòîäà Ëåéäåðìàíà [5] äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ( )n n� -ìàòðèö è ðàñ-

ñìîòðåííîãî âûøå êëåòî÷íîãî ìåòîäà (1)–(4). Ïóñòü A, B è C AB� — òðè ìàòðèöû

ïîðÿäêà n rq� � �3 � (ãäå � �1, q �1). Äåêîìïîçèðóåì èñõîäíûå ìàòðèöû A è B íà

êëåòêè Aij è Bij çàäàííîãî ïîðÿäêà r, ãäå m n r� / ; � � m / 3 ; i j m, , , ...,�1 2 :
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A

A A A A A A m

A A A

�

� �11 1 1 1 1 2 1 2 1 1

11 12 13

� � �

� � � � �

� � � �
�� ��

, , ,

��

� �� � � � � � � �

� � � �

�

� � �

�

A A A A A A

A A A

m1 1 2 2 1

1 1 1 1

, , ,

, ,

� �

� � � , , , ,� � � � � �
�� �� ��

� � � � �1 1 2 1 2 1 1

21 22 23

� �

� � � � � �

A A A

A

m

A A A

2 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2

2 1 1 2

� � � � � � � � � �

� �

, , , , , ,

,

� � �

�

A A A A A

A A

m� �

� �1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

31 32

, , , , ,� � � � � � � �
��

A A A A m

A A
� � � � � �� �

� � �
�� ��

� � � �

� � �

� � �

A

A A A A A Am m m m m m m
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Êàæäàÿ ïîëó÷åííàÿ êëåòî÷íàÿ ìàòðèöà A è B ïîðÿäêà m ðàçáèâàåòñÿ â ñâîþ

î÷åðåäü íà äåâÿòü ðàâíûõ êëåòî÷íûõ ïîäìàòðèö Aij
ls è Bij

ls ïîðÿäêà �, ãäå íèæíèå

èíäåêñû i j, , ,�1 2 3 ïîêàçûâàþò ìåñòî ýòèõ ïîäìàòðèö â ïîëíîé ( )m m� -ìàòðèöå,

à âåðõíèå èíäåêñû l � � è s � � — ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî ìàòðè÷íûõ ñòðîê è ìàò-

ðè÷íûõ ñòîëáöîâ êëåòî÷íûõ ïîäìàòðèö. Ïðîèçâåäåíèåì êëåwòî÷íûõ ìàòðèö A è

B ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà C, èìåþùàÿ èäåíòè÷íóþ êàæäîìó èç ñî-

ìíîæèòåëåé êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó.

Îáúåäèíåíèå äâóõ óïîìÿíóòûõ âûøå ìåòîäîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Êàê èçâåñòíî, ìåòîä Ëåéäåðìàíà äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n ,

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàâíà O n O n( ) ~ ( )
log ,3 23 2 854 , òðåáóåò

log 3 n ðåêóðñèâíûõ øàãîâ [5].

Äëÿ ïåðâîãî øàãà ðåêóðñèè ìåòîä Ëåéäåðìàíà â ìàòðè÷íîì âèäå ïðèìåíè-

òåëüíî ê êëåòî÷íûì ïîäìàòðèöàì ïîðÿäêà � çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z A A A A A A A B1
11 12 13 21 22 32 33 22

� � � 
 
 
 
( )�� �� �� �� �� �� �� �� ,

Z A A B B2
11 21 12 22

� 
 
 �( )( )�� �� �� �� ,

Z A B B B B B B B3
22 11 12 21 22 23 31 33

� 
 � � 
 
 
 ��� �� �� �� �� �� �� �( � ) ,

Z A A A B B B4
11 21 22 11 12 22

� 
 � � 
 �( )( )�� �� �� �� �� �� ,

Z A A B B5
21 22 11 12

� � 
 �( )( )�� �� �� �� , Z A B6
11 11

� �� �� ,
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B

B B B B B B m

B B B

�

� �11 1 1 1 1 2 1 2 1 1

11 12 13

� � �

� � � � �

� � � �
�� ��

, , ,

��

� �� � � � � � � �

� � � �

�

� � �

�

B B B B B B

B B B

m1 1 2 2 1

1 1 1 1

, , ,

, ,

� �

� � � , , , ,� � � � � �
�� �� ��

� � � � �1 1 2 1 2 1 1

21 22 23

� �

� � � � � �

B B B

B

m

B B B

2 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2

2 1 1 2

� � � � � � � � � �

� �

, , , , , ,

,

� � �

�

B B B B B

B B

m� �

� �1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

31 32

, , , , ,� � � � � � � �
��

B B B B m

B B
� � � � � �� �

� � �
�� ��

� � � �

� � �

� � �

B

B B B B B Bm m m m m m m
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(5)

C

C C C C C C m

C C C

�

� �11 1 1 1 1 2 1 2 1 1

11 12 13

� � �

� � � � �

� � � �
�� ��

, , ,

��

� �� � � � � � � �

� � � �

�

� � �

�

C C C C C C

C B C

m1 1 2 2 1

1 1 1 1

, , ,

, ,

� �

� � � , , , ,� � � � � �
�� �� ��

� � � � �1 1 2 1 2 1 1

21 22 23

� �

� � � � � �

C C C

C

m

C C C

2 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2

2 1 1 2

� � � � � � � � � �

� �

, , , , , ,

,

� � �

�

C C C C C

C C

m� �

� �1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

31 32

, , , , ,� � � � � � � �
��

C C C C m

C C
� � � � � �� �

� � �
�� ��

� � � �

� � �

� � �

C

C C C C C Cm m m m m m m
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Z A A A B B B7
11 31 32 11 13 23

� 
 � � 
 �( )( )�� �� �� �� �� �� ,

Z A A B B8
11 31 13 23

� 
 � 
( )( )�� �� �� �� , Z A A B B9
31 32 11 13

� � 
 �( )( )�� �� �� �� ,

Z A A A A A A A B10
11 12 13 22 23 31 32 23

� � � 
 
 
 
( )�� �� �� �� �� �� �� �� ,

Z A B B B B B B B11
32 11 13 21 22 23 31 32

� 
 � � 
 
 
 ��� �� �� �� �� �� ��( �� ) , (6)

Z A A A B B B12
13 32 33 22 31 32

� 
 � � � 
( )( )�� �� �� �� �� �� ,

Z A A B B13
13 33 22 32

� 
 
( )( )�� �� �� �� , Z A B14
13 31

� �� �� ,

Z A A B B15
32 33 31 32

� � 
 �( )( )�� �� �� �� , Z A A A B B B16
13 22 23 23 31 33

� 
 � � � 
( )( )�� �� �� �� �� �� ,

Z A A B B17
13 23 23 33

� 
 
( )( )�� �� �� �� , Z A A B B18
22 23 31 33

� � 
 �( )( )�� �� �� �� ,

Z A B19
12 21

� �� �� , Z A B20
23 32

� �� �� ,

Z A B21
21 13

� �� �� , Z A B22
31 12

� �� �� , Z A B23
33 33

� �� �� .

C Z Z Z
11

6 14 19�� � � � , C Z Z Z Z Z Z Z
12

1 4 5 6 12 14 15�� � � � � � � � ,

C Z Z Z Z Z Z Z
13

6 7 9 10 14 16 18�� � � � � � � � ,

C Z Z Z Z Z Z Z
21

2 3 4 6 14 16 17�� � � � � � � � ,

C Z Z Z Z Z
22

2 4 5 6 20�� � � � � � , C Z Z Z Z Z
23

14 16 17 18 21�� � � � � � , (7)

C Z Z Z Z Z Z Z
31

6 7 8 11 12 13 14�� � � � � � � � ,

C Z Z Z Z Z
32

12 13 14 15 22�� � � � � � , C Z Z Z Z Z
33

6 7 8 9 23�� � � � � � .

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà Ëåéäåðìàíà, êîòîðûé îïåðèðóåò ÷èñëîâûìè ïîäìàòðèöà-
ìè ïîðÿäêà n / 3, â âû÷èñëèòåëüíîì ïðîöåññå ñîãëàñíî ôîðìóëàì (6) è (7) ó÷àñòâóþò
êëåòî÷íûå ïîäìàòðèöû ïîðÿäêà �, äåêîìïîçèðîâàííûå íà êëåòêè çàäàííîãî ïîðÿäêà
r, è âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êëåòî÷íî-
ãî ìåòîäà (1)–(4). Ïðè òàêîì ñî÷åòàíèè äâóõ ìåòîäîâ îáðàçóåòñÿ ñìåøàííûé êëå-
òî÷íûé ìåòîä, ôîðìàëèçàöèÿ êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ñóììû êëåòî÷íûõ (� ��� -ïîäìàòðèö, âõîäÿùèõ â (6), X i è Y i

( , , , ..., ):i j �1 2 14

X A A A A A A A1
11 12 13 21 22 32 33

� � � 
 
 
 
( )�� �� �� �� �� �� �� ,

X A A2
11 21

� 
( )�� �� , X A A A3
11 21 22

� 
 � �( )�� �� �� ,

X A A4
21 22

� �( )�� �� , X A A A5
11 31 32

� 
 � �( )�� �� �� ,

X A A6
11 31

� 
 �( )�� �� , X A A7
31 32

� �( )�� �� , (8)

X A A A A A A A8
11 12 13 22 23 31 32

� � � 
 
 
 
( )�� �� �� �� �� �� �� ,

X A A A9
13 32 33

� 
 � �( )�� �� �� , X A A10
13 33

� 
( )�� �� , X A A11
32 33

� �( )�� �� ,

X A A A12
13 22 23

� 
 � �( )�� �� �� , X A A13
13 23

� 
( )�� �� , X A A14
22 23

� �( )�� �� .

Y B B1
12 22

� 
 �( )�� �� , Y B B B B B B B2
11 12 21 22 23 31 33

� 
 � � 
 
 
 �( )�� �� �� �� �� �� �� ,

Y B B B3
11 12 22

� 
 �( )�� �� �� , Y B B4
11 12

� 
 �( )�� �� , Y B B B5
11 13 23

� 
 �( )�� �� �� ,

Y B B6
13 23

� 
( )�� �� , Y B B7
11 13

� 
 �( )�� �� , (9)

Y B B B B B B B8
11 13 21 22 23 31 32

� 
 � � 
 
 
 �( )�� �� �� �� �� �� �� ,

Y B B B9
22 31 32

� � 
( )�� �� �� , Y B B10
22 32

� 
( )�� �� , Y B B11
31 32

� 
 �( )�� �� ,

Y B B B12
23 31 33

� � 
( )�� �� �� , Y B B13
23 33

� 
( )�� �� , Y B B14
31 33

� 
 �( )�� �� .
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Òîãäà âûðàæåíèå (6) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Z X B1 1
22

� �� , Z X Y2 2 1� , Z A Y3
22

2� �� , Z X Y4 3 3� , Z X Y5 4 4� ,

Z A B6
11 11

� �� �� , Z X Y7 5 5� , Z X Y8 6 6� , Z X Y9 7 7� , Z X B10 8
23

� �� ,

Z A Y11
32

8� �� , Z X Y12 9 9� , Z X Y13 10 10� , Z A B14
13 31

� �� �� , (10)

Z X Y15 11 11� , Z X Y16 12 12� , Z X Y17 13 13� , Z X Y18 14 14� ,

Z A B19
12 21

� �� �� , Z A B20
23 32

� �� �� ,

Z A B21
21 13

� �� �� , Z A B22
31 12

� �� �� , Z A B23
33 33

� �� �� .

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ AB C� ïî ñìåøàííîìó êëåòî÷íîìó ìåòîäó òàê-

æå âûïîëíÿåòñÿ â òðè ýòàïà.

Ýòàï 1. Îïåðèðóÿ êëåòêàìè ïîðÿäêà r, âû÷èñëÿåì ìàòðè÷íûå ñóììû ñîãëàñ-

íî âûðàæåíèÿì (8) è (9) ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

X A A A A A Aij ij i j i j i j i j i j
1

2 2� � � 
 
 
� � � � � � �( , , , , ,� � � � � � � 
 � �A i j2 2� �, ) ,

X A Aij ij i j
2 � 
 �( ),� , X A A Aij ij i j i j

3 � 
 � �� � �( ), ,� � � ,

X A Aij i j i j
4 � �� � �( ), ,� � � , X A A Aij ij i j i j

5
2 2� 
 � �� � �( ), ,� � � ,

X A Aij ij i j
6

2� 
 � �( ),� , X A Aij i j i j
7

2 2� �� � �( ), ,� � � ,
(11)

X A A A A A Aij ij i j i j i j i j i
8

2 2 2� � � 
 
 
� � � � � � �( , , , , ,� � � � � � � j i jA
 � �2� �, ) ,

X A A Aij i j i j i j
9

2 2 2 2� 
 � �� � � � �( ), , ,� � � � � , X A Aij i j i j
10

2 2 2� 
� � �( ), ,� � � ,

X A Aij i j i j
11

2 2 2� �� � � �( ), ,� � � � , X A A Aij i j i j i j
12

2 2� 
 � �� � � � �( ), , ,� � � � � ,

X A Aij i j i j
13

2 2� 
� � �( ), ,� � � , X A Aij i j i j
14

2� �� � � �( ), ,� � � � ,

ãäå i j, , , ..., ;�1 2 �

Y B Bij i j i j
1 � 
 �� � �( ), ,� � � , Y B B B Bij ij i j i j i j

2 � 
 � � 
 
� � � �( , , ,� � � �


 
 �� � � � �B B Bi j i j i j� � � � �, , , )2 2 2 2 , Y B B Bij ij i j i j
3 � 
 �� � �( ), ,� � � ,

Y B Bij ij i j
4 � 
 � �( ),� , Y B B Bij ij i j i j

5
2 2� 
 �� � �( ), ,� � � ,

Y B Bij i j i j
6

2 2� 
� � �( ), ,� � � , Y B Bij ij i j
7

2� 
 � �( ), � ,
(12)

Y B B B B B Bij ij i j i j i j i j i
8

2 2 2� 
 � � 
 
 
� � � � � � �( , , , ,� � � � � � � , , )j i jB� � �2� � ,

Y B B Bij i j i j i j
9

2 2� � 
� � � � �( ), , ,� � � � � , Y B Bij i j i j
10

2� 
� � � �( ), ,� � � � ,

Y B Bij i j i j
11

2 2� 
 �� � �( ), ,� � � , Y B B Bij i j i j i j
12

2 2 2 2� � 
� � � � �( ), , ,� � � � � ,

Y B Bij i j i j
13

2 2 2� 
� � � �( ), ,� � � � , Y B Bij i j i j
14

2 2 2� 
 �� � �( ), ,� � � ,

ãäå i j, , , ...,�1 2 �.

Ýòàï 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (10) âû÷èñëÿåì 23 ìàòðè÷íûõ ïðîèçâå-

äåíèÿ Z1, Z Z2 23, ,� , äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ êëåòî÷-

íûé ìåòîä (1)–(4). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ Z1 èñ-

ïîëüçóþòñÿ êëåòî÷íûå ìàòðèöû-îïåðàíäû X X ij
1 1� { } è B Bij22

�� � { } ïîðÿäêà � :
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Îòìåòèì, ÷òî êëåòî÷íàÿ ìàòðèöà B
22
�� ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðèöåé èñõîäíîé ìàò-

ðèöû B (5) è ó÷àñòâóåò â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ êàê íåçàâèñèìàÿ.

Ñîãëàñíî êëåòî÷íîìó ìåòîäó (1)–(4) âíà÷àëå îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðè÷íûå êî-

ýôôèöèåíòû Rik è Fkj :

R X X X Xik i k i k i k i k
1

3 2 3 2
1

3 2 3 1
1

3 2 3
1

3 1 3 2
1� � � 

 
 
 
 
 
 
, , , , 
 
 

 
 
X X Xi k i k i k3 1 3 1

1
3 3 2
1

3 3
1

, , , ,

R X X
ik i k i k
2

3 2 3 2
1

3 1 3 2
1� 



 
 
 
, ,
, R X X X

ik i k i k i k
3

3 2 3 2
1

3 1 3 2
1

3 1 3 1
1� 
 � �


 
 
 
 
 
, , ,
,

R X X
ik i k i k
4

3 1 3 2
1

3 1 3 1
1� �


 
 
 
, ,
, R X X X

ik i k i k i k
5

3 2 3 2
1

3 3 2
1

3 3 1
1� 
 � �


 
 
 
, , ,
,

R X X
ik i k i k
6

3 2 3 2
1

3 3 2
1� 
 �


 
 
, ,
, R X X

ik i k i k
7

3 3 2
1

3 3 1
1� �


 
, ,
, (13)

R X X X Xik i k i k i k i k
8

3 2 3 2
1

3 2 3 1
1

3 2 3
1

3 1 3 1
1� � � 

 
 
 
 
 
 
, , , , 
 
 

 
 
X X Xi k i k i k3 1 3

1
3 3 2
1

3 3 1
1

, , , ,

R X X X
ik i k i k i k
9

3 2 3
1

3 3 1
1

3 3
1� 
 � �


 
, , ,
, R X X

ik i k i k
10

3 2 3
1

3 3
1� 



 , ,
,

R X X
ik i k i k
11

3 3 1
1

3 3
1� �


, ,
, R X X X

ik i k i k i k
12

3 2 3
1

3 1 3 1
1

3 1 3
1� 
 � �


 
 
 
, , ,
,

R X X
ik i k i k
13

3 2 3
1

3 1 3
1� 



 
, ,
, R X X

ik i k i k
14

3 1 3 1
1

3 1 3
1� �


 
 
, ,
,

ãäå i j k p, , , , ...,�1 2 ; p n r� / 9 ;

F B B
kj k j k j
1

3 2 3 1 3 1 3 1
� 
 �


 
 
 
, ,
, F B B

kj k j k j
2

3 2 3 2 3 2 3 1
� 
 � �


 
 
 
, ,

� 
 
 
 �

 
 
 
 
 


B B B B B
k j k j k j k j k j3 1 3 2 3 1 3 1 3 1 3 3 3 2 3 3, , , , ,

,

F B B B
kj k j k j k j
3

3 2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 1
� 
 �


 
 
 
 
 
, , ,
,

F B B
kj k j k j
4

3 2 3 2 3 2 3 1
� 
 �


 
 
 
, ,
, F B B B

kj k j k j k j
5

3 2 3 2 3 2 3 3 1 3
� 
 �


 
 
 
, , ,
,

F B B
kj k j k j
6

3 2 3 3 1 3
� 



 
, ,
, F B B

kj k j k j
7

3 2 3 2 3 2 3
� 
 �


 
 
, ,
,

F B B B B B
kj k j k j k j k j
8

3 2 3 2 3 2 3 3 1 3 2 3 1 3 1 3
� 
 � � 
 



 
 
 
 
 
 
, , , , k j




1 3,
(14)


 �

 


B B
k j k j3 3 2 3 3 1, ,

, F B B B
kj k j k j k j
9

3 1 3 1 3 3 2 3 3 1
� � 



 
 
 
, , ,
,

F B B
kj k j k j
10

3 1 3 1 3 3 1
� 



 
 
, ,
, F B B

kj k j k j
11

3 3 2 3 3 1
� 
 �


 
, ,
,
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Z

Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z

1

11
1

12
1

1
1

21
1
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1

2
1

1
1

2
1 1
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F B B B
kj k j k j k j
12

3 1 3 3 3 2 3 3
� � 



 
, , ,
, F B B

kj k j k j
13

3 1 3 3 3
� 



 , ,
,

F B B
kj k j k j
14

3 3 2 3 3
� 
 �


, ,
,

ãäå i j k p, , , , ...,�1 2 ; p n r� / 9 .

Çàòåì âûïîëíÿþòñÿ ðåãóëÿðíûå âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö Qij :

Q R Bij ik
k

p

k j
1 1

1

3 1 3 1� �
�


 
� , , Q R Fij ik
k

p

kj
2 2

1

1� �
�
� ,

Q X Fij i k
k

p

kj
3

3 1 3 1
1

1

2� �

 


�
� ,

, Q R Fij ik
k

p

kj
4 3

1

3� �
�
� ,

Q R Fij ik
k

p

kj
5 4

1

4� �
�
� , Q X Bij i k

k

p

k j
6

3 2 3 2
1

1

3 2 3 2� �

 


�

 
� , , ,

Q R Fij ik
k

p

kj
7 5

1

5� �
�
� , Q R Fij ik

k

p

kj
8 6

1

6� �
�
� , Q R Fij ik

k

p

kj
9 7

1

7� �
�
� ,

Q R Bij ik
k

p

k j
10 8

1

3 1 3� �
�


� , , Q X Fij i k
k

p

kj
11

3 3 1
1

1

8� �



�
� ,

,

Q R Fij ik
k

p

kj
12 9

1

9� �
�
� , Q R Fij ik

k

p

kj
13 10

1

10� �
�
� , (15)

Q X Bij i k
k

p

k j
14

3 2 3
1

1

3 3 2� �



�

� , , , Q R Fij ik

k

p

kj
15 11

1

11� �
�
� , Q R Fij ik

k

p

kj
16 12

1

12� �
�
� ,

Q R Fij ik
k

p

kj
17 13

1

13� �
�
� , Q R Fij ik

k

p

kj
18 14

1

14� �
�
� , Q X Bij i k

k

p

k j
19

3 2 3 1
1

1

3 1 3 2� �

 


�

 
� , , ,

Q X Bij i k
k

p

k j
20

3 1 3
1

1

3 3 1� �



�

� , , , Q X Bij i k

k

p

k j
21

3 1 3 2
1

1

3 2 3� �

 


�

� , , ,

Q X Bij i k
k

p

k j
22

3 3 2
1

1

3 2 3 1� �



�

 
� , , , Q X Bij i k

k

p

k j
23

3 3
1

1

3 3� �
�
� , , ,

ãäå i j k p, , , , ...,�1 2 .

Â çàêëþ÷åíèå âòîðîãî ýòàïà âû÷èñëÿþòñÿ ìàòðèöû Zij
1 :

Z Q Q Q
i j ij ij ij3 2 3 2

1 6 14 19

 


� � �
,

,

Z Q Q Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij ij ij3 2 3 1

1 1 4 5 6 12 14 15

 


� � � � � � �
,

,

Z Q Q Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij ij ij3 2 3

1 6 7 9 10 14 16 18



� � � � � � �
,

,

Z Q Q Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij ij ij3 1 3 2

1 2 3 4 6 14 16 17

 


� � � � � � �
,

,

Z Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij3 1 3 1

1 2 4 5 6 20

 


� � � � �
,

, (16)

Z Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij3 1 3

1 14 16 17 18 21



� � � � �
,

,

Z Q Q Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij ij ij3 3 2

1 6 7 8 11 12 13 14
, 


� � � � � � � ,

Z Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij3 3 1

1 12 13 14 15 22
, 


� � � � � ,

Z Q Q Q Q Q
i j ij ij ij ij ij3 3

1 6 7 8 9 23
,

� � � � � ,

ãäå i j p, , , ...,�1 2 .
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Ýòàï 3. Âû÷èñëÿåì ðåçóëüòèðóþùèå ìàòðèöû Cij :

C Z Z Zij ij ij ij� � �6 14 19 , C Z Z Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij ij ij,�� � � � � � � �1 4 5 6 12 14 15 ,

C Z Z Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij ij ij,2
6 7 9 10 14 16 18

�� � � � � � � � ,

C Z Z Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij ij ij�� � � � � � � �,
2 3 4 6 14 16 17 ,

C Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij� �� � � � � � �,
2 4 5 6 20 , (17)

C Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij� �� � � � � � �,2
14 16 17 18 21,

C Z Z Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij ij ij2
6 7 8 11 12 13 14

�� � � � � � � �, ,

C Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij2
12 13 14 15 22

� �� � � � � � �, ,

C Z Z Z Z Zi j ij ij ij ij ij2 2
6 7 8 9 23

� �� � � � � � �, ,

ãäå i j p, , , ...,�1 2 .

Îöåíèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðàññìîòðåííîãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà

(10)–(17). Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ âûðàæåíèé (11), (12) è (17) ýòîò ìåòîä

òðåáóåò ñîîòâåòñòâåííî 28 2� , 28 2� è 42 2� ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, äëÿ

êàæäîé èç êîòîðûõ âíóòðåííèé àëãîðèòì òðåáóåò r 2 ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ àääèòèâíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé (11),

(12) è (17), îïðåäåëÿåìàÿ êîëè÷åñòâîì ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, ñîñòàâ-

ëÿåò W r
m

r
n

r
a
( ),( ),( )11 12 17 2 2

2
298 98

3
98

3
� � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � � �

2
2 210 9r n, îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ.

Îïðåäåëèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé îäíîãî èç 23 ìàòðè÷íûõ ïðîèçâåäå-

íèé Z1, ò.å. âû÷èñëåíèé (13), (14) è (16). Ïðè íàõîæäåíèè ìàòðè÷íûõ êîýôôè-

öèåíòîâ Rik , Fkj è ìàòðèö Zij
1 âíåøíèå àëãîðèòìû òðåáóþò ñîîòâåòñòâåííî

28 2p , 28 2p è 42 2p ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

âíóòðåííèé àëãîðèòì òðåáóåò r 2 ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. Ñóììàðíàÿ àä-

äèòèâíàÿ ñëîæíîñòü óêàçàííûõ âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåò Wa
( ),( ),( )13 14 16 �

� � �
�

�
�

�

�
� � �98 98

9
1212 2

2
2 2p r

n

r
r n, îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ âûðàæåíèé (15) âíåøíèé àëãîðèòì òðåáóåò

23 3p ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è 23 3 2( )p p
 ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî òðàäèöèîííûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ

ìàòðèö [6], òðåáóþùèé r 3 ñêàëÿðíûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ( )r r3 2
 ñêàëÿð-

íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé è àääèòèâíîé ñëîæ-

íîñòåé âû÷èñëåíèé (15) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

� W p r
n

r
r nì

( ) ,15 3 3
3

3 323 23
9

0 0315� � �
�

�
�

�

�
� � � îïåðàöèé óìíîæåíèÿ;

� W p p r p r r
n

r
r

n
a
( ) [( ) ( )]15 3 2 2 3 3 2

3
323 23

9
23

9
� 
 � 
 �

�

�
�

�

�
� 


r
r n

�

�
�

�

�
� � 


2
2 30 0315,


 0 284 2, n îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâå ðàññìîòðåííîãî ñìåøàííîãî êëåòî÷íîãî ìåòîäà

(10)–(17) ïîëó÷àåì êëåòî÷íûé àíàëîã òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà ñî ñëåäóþùèìè
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çíà÷åíèÿìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé, àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé:

� W W n nì ì� � � � �23 23 0 0315 0 7215 3 3( ) , , îïåðàöèé óìíîæåíèÿ;

� W W W Wa a a a� � � �23 2313 14 16 15 11 12 17( )( ),( ),( ) ( ) ( ),( ),( ) ( , ,121 0 03152 3n n� 



 � � �0 284 10 9 0 72 32 22 2 3 2, ) , , ,n n n n îïåðàöèé ñëîæåíèÿ;

� W W W n n n n nîáù ì à� � � � � � �0 72 0 72 32 2 144 32 23 2 2 3 2, , , , , îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ/óìíîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé êëåòî÷íûé ìåòîä (10)–(17) ìèíèìèçèðóåò íà

28 % ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñëîæíîñòü òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà ïðè âñåõ çíà÷å-

íèÿõ n , à òàêæå àääèòèâíóþ è îáùóþ ñëîæíîñòè ïðè n � 104 , êîãäà ñëîæíîñòü

O n O n( ) ( )2 3�� . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè n �104 ñëîæíîñòü O n( )2 â çíà÷åíèÿõ

àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî 0,4 % è 0,2 % ñëîæ-

íîñòè O n( )3 . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè

êëåòî÷íûõ àíàëîãîâ äðóãèõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Ðàññìîòðåííûå ìåòîäû (1)–(4) è (10)–(17) ñîâìåñòíî ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè

[2, 3] îáðàçóþò ñåìåéñòâî êëåòî÷íûõ ìåòîäîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö êàê ÷åòíîãî, òàê

è íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìèíèìèçàöèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé,

àääèòèâíîé è îáùåé ñëîæíîñòåé èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ýòè

ìåòîäû ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü â ìàòðè÷íûõ ìàøèíàõ è ñèñòåìàõ.
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