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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíèå ãîäû â îòðàñëè ñèñòåìíûõ ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèé ïîâûøåí-

íîå âíèìàíèå ó÷åíûõ óäåëÿëîñü èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ

êîìïàðòìåíòíûìè ìîäåëÿìè (çàäà÷è ôàðìàêîêèíåòèêè, ýïèäåìèîëîãè÷åñêèå

èññëåäîâàíèÿ è äð.), ïðèíàäëåæàùèìè øèðîêîìó êëàññó äèññèïàòèâíèõ ñèñ-

òåì [1]. Îäíàêî ìíîãèå áèîëîãè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â òàêèõ ñèñòåìàõ îáúÿñíÿþòñÿ

ëèøü ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ çàïàçäûâàíèÿ âî âðåìåíè (íàïðèìåð, âîçíèêíîâåíèå

ïîâòîðíûõ âñïûøåê ýïèäåìèé). Ýòî îáóñëîâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâà-

íèÿ êîìïàðòìåíòíûõ ìîäåëåé ñ çàïàçäûâàíèåì. Àêòóàëüíî ïîñòðîåíèå îöåíîê

ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó â ÿâíîì âèäå èõ îáû÷íî íå óäàåòñÿ ïðîèí-

òåãðèðîâàòü. Êðîìå òîãî, ýòè îöåíêè èìåþò çíà÷åíèå ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé-

÷èâîñòè ñèñòåì [2].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íûõ îöåíîê ðåøåíèé êîìïàðòìåíòíûõ ìîäåëåé ñ çàïàçäûâàíèåì è ïîëó÷åíèå íà

èõ îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

ËÈÍÅÉÍÀß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ
Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈßÌÈ

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà | | ( )| | | ( )|
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x t k e
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äëÿ ëþáîãî t t� �0 �, ãäå � � 0 — ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ x t( ) ñèñòåìû (1) â ñèëó ôîðìóëû Êîøè ñïðà-
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(3)

Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ | | ( )| |x t , ò.å. íàéòè òàêîå � � 0 , ÷òîáû
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Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (8) íà ïðîìåæóòêå t t t� �[ , ]0 0 � . Ïîñêîëüêó

�1 0( )t � ïðè t t t� �[ , ]0 0� , ïîëó÷èì íà îñíîâå (8), ÷òî �1 0( )t � äëÿ âñåõ

t t t� �[ , ]0 0 � .

Ðàññìîòðèì t t t� � �[ , ]0 0 2� � . Ïîñêîëüêó �1 0( )t � äëÿ âñåõ t t t� �[ , ]0 0 � ,
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÊÎÌÏÀÐÒÌÅÍÒÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèÿ, ââåäåííûå â ðàáîòå [4].

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà A a Rij
n n� � �{ } íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé,

åñëè a i j nij � �0 1, , , .

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöà A a Rij
n n� � �{ } íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî íåîòðè-

öàòåëüíîé, åñëè a i j n i jij � � �0 1, , , , .

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòðèöà A a Rij
n n� � �{ } íàçûâàåòñÿ êîìïàðòìåíòíîé, åñëè

îíà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåîòðèöàòåëüíîé è aij

i

n

�
�
� 0

1

, j n�1, .

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì
�� íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé,

åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé � �� ��C [ , ]0 âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå

x t R n( ) � � . Çäåñü C� �[ , ]� 0 — áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [ , ]�� 0 ïî-

êîìïîíåíòíî íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, R x x x x i nn
n i� � � �( , , ...., ) , , .|1 2 0 1T }

Ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì áåç çàïàçäûâàíèÿ òèïà

dx t

dt
A t x t

( )
( ) ( )� (9)

ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 2 [3]. Ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà A t( ) ñóùåñòâåííî íåîòðèöàòåëüíàÿ äëÿ êàæäîãî t t� 0 .

Ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì

dx t

dt
Ax t

( )
( )� (10)

èìååò ìåñòî ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3 [3]. Ìàòðèöà A R n n� � ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåîòðèöàòåëüíîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà eAt íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðè âñåõ t � 0. Îòñþäà, åñëè A

ñóùåñòâåííî íåîòðèöàòåëüíàÿ è x R n( )0 � � , òî x t R n( ) � � , t � 0, ò.å. ñèñòåìà (10)

íåîòðèöàòåëüíàÿ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì

dx t

dt
Ax t Bx t

( )
( ) ( )� � � � . (11)

Òåîðåìà 4 [4]. Ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì (11) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A ñóùåñòâåííî íåîòðèöàòåëüíàÿ, à ìàòðèöà B íå-

îòðèöàòåëüíàÿ.

Ïðàêòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ â îòðàñëè ñèñòåìíûõ ìåäèöèíñêèõ èññëåäî-

âàíèé (ôàðìàêîêèíåòèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýïèäåìèîëîãèÿ) òðåáóþò ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëåé òèïà (11), â êîòîðûõ ìàòðèöà A êîìïàðòìåíòíàÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â ñèñòåìå (11) A — êîìïàðòìåíòíàÿ ìàòðèöà, B — íåîòðè-

öàòåëüíàÿ ìàòðèöà òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò � � 0 ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

� � ��e A B�� � �( ( ) ) | | | |min ,
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ãäå � min ( )� — ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû. Òîãäà äëÿ ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû (11) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| | ( )| | | ( )| , ,x t k e t kt� � ��� � � � 0 1 . (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îöåíêè, êàê â òåîðåìå 1,

à èìåííî äëÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöû A èìååì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

	( , ) ( )t s eA t s� � .

Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî êîìïàðòìåíòíàÿ ñèñòåìà òèïà (10) ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâîé (êàê ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñóììà âñåõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû íå ðàñòåò ñî âðåìåíåì). Ñëåäîâàòåëüíî,

	| | ( , )| | min ( )( )
t s e

A t s� ��
.

Ïîâòîðÿÿ âñå ñëåäóþùèå âûêëàäêè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïðè

� �� � min ( )A , ïîëó÷àåì îöåíêó (12).

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè âûïîëíåííûå óñëîâèé òåîðåìû 5 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (11), ãäå A — êîìïàðòìåíòíàÿ, B — íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, x t( ) � 0

ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà äëÿ ðåøåíèé

êîìïàðòìåíòíûõ ìîäåëåé. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíûì ðåøåíèåì êâàçèïîëèíîìèàëüíîãî íåðàâåíñòâà, êîòîðîå ìîæíî íàéòè

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî êîìïàðòìåíòíûå ìîäåëè èìåþò

øèðîêîå ïðèìåíåíèå â áèîëîãèè è ìåäèöèíå, ïîëó÷åííûå ýêñïîíåíöèàëüíûå

îöåíêè ñâèäåòåëüñòâóþò î ñêîðîñòè «âûçäîðîâëåíèÿ» ñèñòåìû.
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