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Êëþ÷åâûå ñëîâà: åâêëèäîâà êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, çàäà÷à êîìáèíàòîð-

íîé îïòèìèçàöèè èãðîâîãî òèïà, èòåðàöèîííûé ìåòîä, ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íàáëþäàåòñÿ àêòèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ äèñ-

êðåòíîé è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [1–6], â ÷àñòíîñòè åâêëèäîâîé [7–14].

Ìíîãî çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, îïèñûâàþòñÿ è ðåøàþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ìîäåëåé [2, 5–14]. Ê íèì îòíîñÿòñÿ çàäà÷è èãðî-

âîãî òèïà ñ îãðàíè÷åíèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëåíû êîìáèíàòîðíûìè óñëîâèÿìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷ ðàçðàáîòàíû èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû [15, 21].

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âîçìîæíóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà. Â íàñòîÿùåé

ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

Â ðàáîòå [21] ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà ñ äâóìÿ èãðî-

êàìè, ïîñòðîåíà åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Èçëîæèì ìàòåìàòè÷åñêóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ýòîé çàäà÷è. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Pi
x— ýëåìåíò

ìíîæåñòâà P P P Px x x
M
x� ( , , , )

1 2
� èç M äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé íåðàâåíñòâó 0 1� �Pi
x , i J MM� � { , , ..., }1 2 , ãäå J M — ìíîæåñòâî èç M

ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, X x x xm� ( , , , )1 2 � — âåêòîð, ýëåìåíòû êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ðàçìåùåíèÿìè èç M ýëåìåíòîâ, ò.å. x Pi
x� , à X x x xm� �( , , , )1 2 �

�E P
M
m x( ) , ãäå E P

M
m x( ) — ìíîæåñòâî m ðàçìåùåíèé ýëåìåíòîâ ìíîæåñò-

âà P x [8]. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èç [21] äëÿ X âûïîëíÿþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ

xi

i

m

�
� �
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1; � �P Pj
x x; x Pm j

x� . Äàëåå âåêòîð ïåðâûõ m �1 êîîðäèíàò âåêòîðà X îáîç-

íà÷èì êàê X : X x x xm� �( , , , )1 2 1� , òîãäà X x x x E Pm M
m x� ��

�( , , , ) ( ).1 2 1
1

�

Èãðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò âûáðàòü âåêòîð

X x x x E Pm M
m x� �( , , , ) ( )1 2 � , à âòîðîé j Jn� ; ïðè ýòîì ïåðâûé èãðîê ïëàòèò

âòîðîìó ïëàòåæè a aj mj1 , ,� ñ âåðîÿòíîñòÿìè x xm1, ,� ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

aij — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà � �i Jm ; j Jn� .

Îáîçíà÷èì A	 ìàòðèöó, ýëåìåíò 	aij
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïëàòåæà

ïåðâîãî èãðîêà âòîðîìó. Ïëàòåæ ïåðâîãî èãðîêà âòîðîìó (ïðè âûáîðå èìè ñòðà-

òåãèé X E P
M
m x� ( ) è j Jn� ñîîòâåòñòâåííî) îïðåäåëèòñÿ ôóíêöèåé

F X j a xij i

i

m

( , ) � 	
�
�

1

. Äàëåå ïîä ïëàòåæíîé ôóíêöèåé ïîíèìàåì ôóíêöèþ F X j( , ) .
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Ïóñòü � �
� ��
min max ( , )

X E Y S
M
m

n

F X j
1

— íèæíÿÿ öåíà èãðû, à � �
� � �

max min ( , )
Y S X En M

m
F X j

1
—

ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ öåíà èãðû.

Èçëîæèì ýòó çàäà÷ó â äðóãîì àñïåêòå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà äâóõ èãðîêîâ ñ íóëåâîé ñóììîé, ïðè÷åì íà

ñòðàòåãèè îäíîãî èç èãðîêîâ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû

m ðàçìåùåíèÿìè, X x x x E Pm M
m x� �( , , , ) ( )1 2 � — âåðîÿòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÷èñ-

òûõ ñòðàòåãèé, ïðè÷åì xi

i

m

�
� �

1

1 . Èãðîêè äåëàþò õîäà ïîïåðåìåííî. Ïåðâûé èã-

ðîê âûáèðàåò ðàçìåùåíèå X E Pi M
m x� �1 ( ) , âòîðîé — j Jn� (íåçàâèñèìî îò ïåð-

âîãî). Ðàññìîòðèì ïëàòåæíóþ ìàòðèöó A aij	 � 	( ) ðàçìåðà m n
 . Ïðè ýòîì ñ÷èòà-

åòñÿ, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ P x ñ M ýëåìåíòàìè, | |P Mx � , èç êîòîðîãî

ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî E P
M
m x�1 ( ) ðàçìåùåíèé X x x E Pm M

m x� ��
�( , , ) ( )1 1

1
�

è x x Pm i
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m
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1

1

.

Ñîñòàâèì íîâóþ ïëàòåæíóþ ìàòðèöó A aij� ( ) ðàçìåðà k n
 , ãäå

k
M

M m
�

�

!

( )!
. Ïóñòü ïëàòåæ aij â äàííîé ìàòðèöå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

a a xij tj

t

m

it� 	
�
�

1

� �i Jk , � �j Jn , ãäå i — íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà

X x x xi i i im	 � ( , , , )1 2 � , à X x x xi i i i m� �( , , , ),1 2 1� — ýòî ðàçìåùåíèå èç ýëåìåí-

òîâ ìíîæåñòâà E P
M
m x�1 ( ) .

Èãðà ñ ìàòðèöåé A — ýòî îáû÷íàÿ (êëàññè÷åñêàÿ) ìàòðè÷íàÿ èãðà äâóõ èãðî-

êîâ ñ íóëåâîé ñóììîé. ×èñòàÿ ñòðàòåãèÿ i Jk� ïåðâîãî èãðîêà ñîîòâåòñòâóåò åãî

âûáîðó â èãðå ñ ìàòðèöåé A	 ðàçìåùåíèÿ X x x x E Pi i i i m M
m x� ��

�( , , , ) ( ),1 2 1
1

� .

Âòîðîé èãðîê ñ÷èòàåò, ÷òî ïîëó÷èò íå ìåíüøå öåíû max min
( )j J X E P

ij
n i M

m x
a

� � �1
;

à ïåðâûé èãðîê ìîæåò ïîìåøàòü åìó ïîëó÷èòü áîëüøå öåíû min max
( )X E P j J

ij
i M

m x
n

a
� �

�1
.

Â ýòîì ñëó÷àå, êîãäà

max min min max
( ) ( )j J X E P

ij
X E P j J

i
n i M

m x
i M

m x
n

a a
� � � �� �

�
1 1

j v� , (1)

âòîðîé èãðîê äîëæåí îñîçíàòü, ÷òî îí ìîæåò ïîëó÷èòü ìàêñèìóì ìèíèìàëü-

íîãî âûèãðûøà è åãî ïðîòèâíèê ïðîòèâîñòîèò â ïîëó÷åíèè áîëüøåãî. Ïîýòî-

ìó ÷èñëà i j* *, , êîòîðûå îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâî (1), ìîæíî íàçâàòü îïòèìàëü-

íûìè ðåøåíèÿìè èãðîêîâ. Ïðè ýòîì âûáîð i*ïåðâûì èãðîêîì îçíà÷àåò, ÷òî

âûáèðàåòñÿ X E P
i M

m x
* ( )� �1 .

Èòàê, îïèñàííàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà — ýòî çàäà÷à ïîèñêà òàêîãî íîìåðà i*ðàç-

ìåùåíèÿ X
i*

è òàêîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà — íîìåðà j*ñòîëáöà ìàò-

ðèöû A	 (èëè A), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1). Ïðè ýòîì íàçîâåì

v a
i j

� * * öåíîé èãðû; X j
i*

, *— îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî

èãðîêîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è [21].
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Çàäà÷à 1. Íàéòè îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ X *è j* :

X F Xx
* *( )� arg , ãäå F X F Xx

X E P
x

M
m x

( ) min ( )*
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� �1
, F X F X jx

j Jn
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j F jy
* *( )� arg , ãäå F j F j

j J
y

n

( ) max ( )* �
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, F j F X jy
X E PM

m x
( ) min ( , )

( )
�
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,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

• X x x x E Pm M
m x� ��

�( , , , ) ( )1 2 1
1

� ; X x x x x Pm i

i

m

m
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�
�( , ... ): ;1

1

1 ;

• âåêòîð P P P Px x x
M
x� ( , , , )

1 2
� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì P i Ji

x
M� � �0 .

Çäåñü F X j a xij i

i

m

( , ) � 	
�
�

1

, a i J j Jij m n( , )� � � � — çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ýòó ìîäåëü íàçîâåì çàäà÷åé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè èãðîâîãî òèïà íà

ìíîæåñòâå ðàçìåùåíèé (ÇÊÎÈÒÐ). Â íåé êîìáèíàòîðíûå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâà-

þòñÿ íà ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ( , )*X ji ïëàòåæíîé ôóíêöèè F X j( , ) [23].

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ (1), òî ñåäëîâàÿ òî÷êà â ÇÊÎÈÒÐ

îòñóòñòâóåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè èãðîêè íå èìåþò îïòèìàëüíûõ

÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ò.å. íåëüçÿ âûáèðàòü ïîñòîÿííî îäíî è òî æå ðàçìåùåíèå

ïåðâûì èãðîêîì, à âòîðûì èãðîêîì — îäíó è òó æå ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ äëÿ

ïîëó÷åíèÿ âûèãðûøà (ïðîèãðûøà) v.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé äëÿ òàêîé ñèòóàöèè.

Îáîçíà÷èì

S p p p p p pk k i

i

k

i� � � �
�


�

�
�
��

�( , , ..., ), ,1 2

1

1 0 ;

S q q q q qn n j

j

n

j� � � �
�


�

��

�
�
�

���
�( , ..., ), ,1

1

1 0 .

Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò p S k� , ñìåøàííîé

ñòðàòåãèåé âòîðîãî èãðîêà — ýëåìåíò q S n� .

Åñëè ïåðâûé èãðîê ïðèìåíÿåò ñâîþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ p p pk� ( , ..., )1 ,

à âòîðîé — q q qn� ( , ..., )1 , òî ïëàòîé ïåðâîãî èãðîêà âòîðîìó èãðîêó áóäåò âå-

ëè÷èíà F X Y( , ) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå aij � �i Jk , � �j Jn :

F P Q q a p a p qj

j

n

ij i

i

k

j

n

ij i j

i

k

( , ) � �
� � � �
� � � �

1 1 1 1

, (2)

ãäå ïðîèçâåäåíèå p qi j — âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ, êîòîðîå ñîñòîèò â

îäíîâðåìåííîì íàñòóïëåíèè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ X i äëÿ ïåðâîãî èãðîêà è

j — äëÿ âòîðîãî èãðîêà.

Ïåðâûé èãðîê ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïðîèãðûø íå áîëüøå

min max
p S q S j

n

ij i j

i

k

k n

a p q
� � � �

� �
1 1

, à âòîðîé èãðîê ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø íå

ìåíüøå max min
p S q S j

n

ij i j

i

k

k n

a p q
� � � �

� �
1 1

. Åñëè ( , )* *P Q — ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè

104 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 1



F P Q( , ) , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â (2), òî P Q* *, íàçûâàþò îïòèìàëüíûìè ñìå-

øàííûìè ñòðàòåãèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå

(ñì. [22]) çíà÷åíèå ïëàòåæíîé ôóíêöèè â ñåäëîâîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F P Q F P Q F P Q
j J i J i J j Jn k k n

( , ) max min ( , ) min max ( , )* * � �
� � � �

. Ïðè ýòîì ÇÊÎÈÒÐ èìååò ðå-

øåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, à F P Q( , )* * ÿâëÿåòñÿ öåíîé èãðû.

Ïîèñê ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè (2) ñâÿçàí, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ ðåøåíèåì

ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à ñ äðóãîé — ñ ðåøå-

íèåì îäíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îäíîé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé

îïòèìèçàöèè.

Îòìåòèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ôàêòû èç òåîðèè èãð [22].

Ïóñòü pi — âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïåðâûì èãðîêîì i-é ñòðîêè ìàòðèöû A ,

a q j — âåðîÿòíîñòü âûáîðà âòîðûì èãðîêîì j-ãî ñòîëáöà, ãäå pi � 0 , pi

i

k

�
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1

1,

q j � 0, q j

j

n

�
� �

1

1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïëàòåæà ïåðâîãî èãðîêà ðàâíî
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1 11 1

, òî ïîëó÷èì

min max
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ij i

i
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i
ij j

j
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a p a q

� �
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1 1

. (3)

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè èãð [22, 23] óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ

íàáîðàõ âåðîÿòíîñòåé P p pm
* ( , ... , )� 1 è Q q qn

* ( , ..., )� 1 íåðàâåíñòâî (3) è

íåðàâåíñòâî min max
j

ij i

i

k

i
ij j

j

n

a p v a q

� �
� �� �

1 1

âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà, à

âåêòîðû ( ; )* *P Q ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè â ìàòðè÷íîé èãðå.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå v öåíû èãðû â òåðìèíàõ ìàòðèöû A	 èìååò âèä

v a x p a x q
j

tj it i

i

m

i
tj it j

j

n

� 	 � 	
� �
� �min max

1 1

.

Äëÿ ÇÊÎÈÒÐ ðàçðàáîòàí ïðèáëèæåííûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ [21].

Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà òåõ æå èäåÿõ, ÷òî è ìåòîä Áðàóíà–Ðîáèíñîí [24], êîòîðûé

èñïîëüçóåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìàòðè÷íûõ èãð. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû [21] äàþò âîçìîæíîñòü ïðåäïîëàãàòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî

ìåòîäà. Äîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄÀ

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê òåîðåòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè èòåðà-

öèîííîãî ìåòîäà, ïðè ýòîì ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ëåìì è îäíó òåîðåìó.

Îáîçíà÷èì 	B j âåêòîð ñòðàòåãèè j Jn� âòîðîãî èãðîêà — ñòîëáåö ìàòðè-

öû A	. Ïóñòü 	B Xj — âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïîýëåìåíòíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåí-

òîâ X è 	B j , ãäå X x x x E Pm M
m x� �( , , , ) ( )1 2 � . Ñòðîêà 	Ai — ïðîèãðûøè ïåðâîãî

èãðîêà äëÿ åãî ÷èñòîé ñòðàòåãèè i , i Jm� ; N — êîëè÷åñòâî ñäåëàííûõ øàãîâ

â èòåðàòèâíîì ìåòîäå. Ïóñòü SUM N1 ( ) — âåêòîð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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{ ( ), ( ), ..., ( ), }SUM SUM SUM N1 1 10 1 � . Îáîçíà÷èì åãî j-þ êîîðäèíàòó SUM N
j1 ( )

è Nv SUM N
j

Lj
� max ( ) , N SUM N

j
Lj

� � min ( ) , ãäå Nv , N v — ìàêñèìàëüíûé íà-

êîïëåííûé âûèãðûø è ìèíèìàëüíûé íàêîïëåííûé ïðîèãðûø ñîîòâåòñòâåííî;

SUM R è SUM L — íàêîïëåííûå ñóììû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâåííî

â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ òàáëèöû ìåòîäà èç ðàáîòû [21].

Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ïåðåïèøåì (3)

min max
j

i i

i

k

i
j j

j

n

A p B q	 � 	
� �
� �

1 1

, (4)

ãäå pi � 0 , p q qi

i

k

j j

j

n

� �
� �� � �

1 1

1 0 1, , .

Ïóñòü a — âåêòîð, à min a è max a — ìèíèìóì è ìàêñèìóì êîîðäèíàò âåêòîðà a

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ( , )SUM SUMR L , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè m-ìåðíûõ âåêòîðîâ SUM SUMR R( ), ( ),0 1 � è n-ìåðíûõ âåêòîðîâ

SUM SUML L( ), ( ),0 1 �, íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé ñèñòåìîé ( , )SUM SUMR L äëÿ ìàò-

ðèöû A	, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Âåêòîðû SUM L ( )0 , SUM R ( )0 — íóëåâûå, ò.å. SUM L ( ) ( , ..., )0 0 0� ,

SUM R ( ) ( , ..., )0 0 0� . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

min ( ) max ( )SUM SUMR L0 0 0� � . (5)

2. Ïóñòü

SUM N SUM N AR R i( ) ( )� � � 	1 , SUM N SUM N BL L j( ) ( )� � � 	1 , (6)

ãäå i j, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

SUM N SUM N SUM N SUM NL
j

L R
i

Ri j
( ) max ( ), ( ) max ( )� � . (7)

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà

( , )SUM SUMR L óäîâëåòâîðÿåò îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì 1 è 2 èç îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî N (N — ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

min ( ) max ( )SUM N

N
v

SUM N

N

R L� � . (8)

Ðåøåíèå èãðû ïîëó÷àåì ïðè N � � . Ïîêàæåì, ÷òî ãðàíèöû ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòåé (8) ðàâíû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ýòîò ôàêò.

Òåîðåìà. Åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè èãðîâîãî òèïà íà ðàçìåùåíèÿõ ïîëó-

÷åíà âåêòîðíàÿ ñèñòåìà ( , )SUM SUMR L äëÿ ìàòðèöû A	, òî

lim
min ( )

lim
max ( )

N

R

N

LSUM N

N

SUM N

N
v

�� ��
� � . (9)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàññìîòðèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîêàçà-

òåëüñòâ ïÿòè ëåìì.

Ëåììà 1. Åñëè U , V— çàäàííûå ôóíêöèè, òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íå-

ðàâåíñòâà:

max( ) max( ) max( )U V U V� � � ; (10)

min( ) min( ) min( )U V U V� � � ; (11)
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max( ) min( ) max( )U V U V� � � ; (12)

min( ) max( ) min( )U V U V� � � . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ (10)–(13) îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ ôóíêöèé min è max.

Â ñëåäóþùåé ëåììå èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå íèæíåé ãðàíèöû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü lim
n

nx
��

inf , è âåðõíåé ãðàíèöû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè lim
n

nx
��

sup [25].

Ëåììà 2. Åñëè ( , )SUM SUML R — âåêòîðíàÿ ñèñòåìà äëÿ ìàòðèöû A	, òî

lim
max ( ) min ( )

N

L RSUM N SUM N

N��

�
�inf 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì N j êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé j-é ñòðàòåãèè, òîã-

äà q
N

N
j

j
� , îòñþäà N q Nj j� .

Èç (7) èìååì

SUM N SUM N B SUM q NA SUML L j j

j

n

L j

j

n

L( ) ( ) ( )� � 	 � � 	 �
� �
� �0 0

1 1

( )0

1

� 	
�
�N q Aj

j

n

,

ãäå q j � 0 , q j

j

m

�
� �

1

1 , ò.å. èìååì

SUM N SUM N q AL L j

j

n

( ) ( )� � 	
�
�0

1

. (14)

Àíàëîãè÷íî p
N

N
i

i� , N p ti i� . Èç (6) èìååì

SUM N SUM N p AR R i

i

m

( ) ( )� � 	
�
�0

1

, (15)

ãäå pi � 0 , pi

i

m

�
� �

1

1 .

Ïðèìåíèì ê ôîðìóëå (14) ñâîéñòâà (12). Òîãäà

max ( ) min ( ) maxSUM N SUM N q AL L j

j

n

� �
�
�0

1

.

Ïîñêîëüêó v a p a q
j

ij i

i

m

i
ij j

j

n

� �
� �
� �min max

1 1

, òî èìååì

max ( ) min ( )SUM N SUM NvL L� �0 . (16)

Ïðèìåíèì ê (15) íåðàâåíñòâî (11), ïîëó÷èì min ( ) min ( )SUM N SUMR R� �0

�
�
�N p Ai

i

m

min

1

, ò.å.

min ( ) min ( )SUM N SUM NvR R� �0

èëè

� � � �min ( ) min ( )SUM N SUM NvR R 0 . (17)

Ñóììèðîâàâ (16) è (17), ïîëó÷èì

max ( ) min ( ) min ( ) min ( )SUM N SUM N SUM SUML R L R� � �0 0 .

Ïîñêîëüêó max ( ) min ( )SUM SUML R0 0 0� � , òî

max ( ) min ( )SUM N SUM NL R� � 0 . (18)
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Ðàçäåëèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè èç (18) íà N � 0 , ïîëó÷èì

max ( ) min ( )SUM N SUM N

N N

L R�
�

0
.

Çàäàäèì íèæíþþ ãðàíèöó [26] äàííîãî íåðàâåíñòâà:

lim inf
max ( ) min ( )

lim inf
N

L R

N

SUM N SUM N

N N�� ��

�
�

0
.

Ïîñêîëüêó lim inf
N N��

�
0

0 , òî

lim inf
max ( ) min ( )

N

L RSUM N SUM N

N��

�
� 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ( , )SUM SUMR L — âåêòîðíàÿ ñèñòåìà äëÿ ìàòðèöû A	,

òî i-ÿ ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé â èíòåðâàëå ( , )N N 	 , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

N1 , ÷òî N N N1 � 	[ , ] è SUM N SUM NL
j

Li
( ) max ( )1 1� .

Àíàëîãè÷íî j-é ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â èíòåðâàëå ( , )N N 	 , åñëè

ñóùåñòâóåò N 2 , äëÿ êîòîðîãî N N N� � 	2 è âûïîëíÿåòñÿ SUM NR j
( )2 �

� min ( )
i

RSUM N 2 .

Äàëåå â ëåììå 3 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òàêîå îáîçíà÷åíèå äëÿ âåêòîðîâ

A a an� ( , , )1 � è B b bn� ( , ..., , )1 : çàïèñü A B� ïîíèìàåì êàê a bi i� � �i n1, .

Ëåììà 3. Åñëè ( , )SUM SUM2 1 — âåêòîðíàÿ ñèñòåìà äëÿ ìàòðèöû A	 , òî

ââèäó ñóùåñòâîâàíèÿ â èíòåðâàëå ( , )s s N� âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A	 âû-
òåêàåò

max ( ) min ( )SUM s N SUM s N aNR R� � � � 2 ,

max ( ) min ( )SUM s N SUM s N aNL L� � � � 2 ,

ãäå a a
i j

ij� max| |
,

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì i òàêîå, ÷òî SUM s N SUM s NR
i

Ri
( ) max ( )� � � , è

N s s N	� �[ , ] òàêîå, ÷òî SUM N SUM NR
i

Ri
( ) min ( )	 � 	 . Òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå � � �a a aij , òîãäà SUM N SUM N AR R i( ) ( )	� � 	 �1
1
, ãäå A a ai1

� ( , , )� . Âåê-

òîð Ai1
— ñòðîêà ìàòðèöû, à ( , , )a a� — âåêòîð ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè òà-

êîé æå ðàçìåðíîñòè, êàê è Ai1
. Çàòåì ñòðîêè ìàòðèöû A áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü

Ai2
, Ai3

, ... è òàê äàëåå:

SUM N SUM N A AR R i i( ) ( )	� � 	 � �2
1 2

, A a ai3
� ( , , )� ,

A A a a a ai i1 2
2 2 2� � �( , ..., ) ( , , )� ;

SUM s N SUM N A AR R i is t t
( ) ( )� � 	 � � �

� � 	1
� ,

A A s N N a a N a ai is t t1
� � � � � 	 �

� � 	
� � �( )( , , ) ( , , ) ,

N s s N� �[ , ] , s N N N� � 	 �

òàê, ÷òîáû SUM N SUM NR
i

Rj
( ) max ( )	 � 	 .

Äëÿ ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ

max ( ) ( ) ( )SUM s N SUM N A AR R i ij j s t t
� � 	 � � � �

� � 	1
�

� 	 � � �SUM N Na SUM N aNR
i

Rj
( ) min ( )2 , (19)

ïîñêîëüêó êîìïîíåíò j, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ çà N øàãîâ, íå ïðåâûøàåò aN .
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Ïîñëå ïîâòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îöåíèì ìèíèìóì:

SUM N SUM N AR R i( ) ( )	� � 	 �1
1
, ãäå A a ai1

� � ( , , )� ,

SUM N SUM N A AR R i i( ) ( )	� � 	 � �2
1 2

, A a ai2
� � ( , , )� ,

A A a a a ai i1 2
2 2 2� � �( , ..., ) ( , , )� ;

SUM s N SUM N A AR R i is N N
( ) ( ) ( )� � 	 � � �

� � 	1
� .

Èìååì

min ( ) min ( ) min( ) minSUM s N SUM N A A SUR R i is N N
� � 	 � � � �

� � 	1
� M N NaR ( ) ;	 �

� � � � 	 �min ( ) min ( )SUM s N SUM N NaR R . (20)

Ñëîæèâ (19) è (20), ïîëó÷èì

max ( ) min ( )SUM s N SUM s N aNR R� � � � 2 . (21)

Äëÿ âåêòîðà SUM NR ( ) ïîñëå ïðîâåäåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

max ( ) min ( )SUM s N SUM s N aNL L� � � � 2 . (22)

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Åñëè âñå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A	 ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó

( , )s s t� äëÿ íåêîòîðîé âåêòîðíîé ñèñòåìû ( , )SUM SUMR L , òî

max ( ) min ( )SUM s N SUM s N atL L� � � � 4 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîæèâ (21) è (22), ïîëó÷èì

max ( ) max ( ) min ( ) max (SUM s N SUM s N SUM s N SUM s NR L R L� � � � � � � ) .� 4at

Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî min ( ) max ( )SUM s N SUM s NR L� � � � 0 , òîãäà

max ( ) max ( )SUM s N SUM s N atR L� � � � �0 4 .

Ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî min ( ) max ( )SUM s N SUM s NR L� � � � 0 .

Ïðèìåíèì (4) ê òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöå A	 è ïîëó÷èì

min max
i

j j

i

m

j
i

j

n

iA q B p

� �
� ��

1 1

, (23)

ãäå pi � 0, pi

i

m

�
� �

1

1, q j � 0, q j

j

n

�
� �

1

1. Äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è

äëÿ âñåõ pi è q j , äëÿ êîòîðûõ

SUM s N SUM s N A pR R i i

i

m

( ) ( ) ( )� � � �
�
�0

1

,

SUM s N SUM s N B qL L j j

j

n

( ) ( ) ( )� � � �
�
�0

1

, (24)

ïîëó÷åííûõ ñîãëàñíî ëåììå 3, ãäå ( )s N� îáîçíà÷åíî ÷åðåç N . Ïðèìåíèâ

ê (24) ôîðìóëó (23), ïîëó÷èì

min ( ) max ( )SUM s N SUML L� � 0 � �
�
�( ) mins N B qj j

j

n

1

.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (5) ïîëó÷èì

min ( )SUM s NL � � min ( ) ( ) minSUM s N B qR j j

j

n

0

1

� �
�
� .
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4) è ñâîéñòâó (max( ) min ( ) max( )A B A B� � � ) ïîëó÷èì

min ( ) max ( )SUM s N SUM s NL R� � � .

Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è ïðîèçâîëüíîé � � 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N 0 ,

êîãäà äëÿ ëþáîé âåêòîðíîé ñèñòåìû ( , )SUM SUMR L âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max ( ) min ( )SUM N SUM N NL R� � � ïðè N N� 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ïîñêîëü-

êó â òàêîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî max ( ) min ( )SUM N SUM NL R� äëÿ ëþ-

áîãî N . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííàÿ ëåììà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïîäìàòðèö A	;
äîêàæåì, ÷òî îíà âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ A .

Âûáåðåì N *òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåêòîðíîé ñèñòåìû ( , )SUM SUMR L	 	

ïîäìàòðèöû A	 èç ìàòðèöû A âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

max ( )SUM NL	 � min ( )SUM N NR	 �
1

2
� ïðè N N� * .

Äîêàæåì, ÷òî åñëè â äàííîé ñèñòåìå ( , )SUM SUMR L äëÿ ìàòðèöû A íåêîòî-

ðûé ñòîëáåö (èëè ñòðîêà) íå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ( , )*s s N� , òî

max ( ) min ( )* *SUM s N SUM s NL R� � � �

� � �max ( ) min ( ) *SUM s SUM s NL R � . (25)

Äîêàæåì ýòî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî k-ÿ ñòðîêà íå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ( , )*s s N� .

Òîãäà ïîñòðîèì äëÿ ìàòðèöû A	 (èñêëþ÷åíèåì èç A k-é ñòðîêè) âåêòîðíóþ ñèñ-

òåìó ( , )SUM SUMR L	 	 ñëåäóþùèì îáðàçîì: SUM NR	 �( ) SUM s N CR ( )� � ,

ãäå C C Cn� ( , ..., )1 , C Cn1 � � �� max ( ) min ( )SUM s SUM sL R� , SUM NL	 �( )

� �P SUM s Nr Lk
( ), ãäå C — n-ìåðíûé âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû

max ( ) min ( )SUM s SUM sL R� , à Prk
— âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç SUM NL ( ) ïðè èñêëþ-

÷åíèè èç íåãî k-ãî êîìïîíåíòà. Ñòðîêè ìàòðèöû A	 íóìåðóþòñÿ ÷èñëàìè1 2 1, , ..., ,k �

k m�1, ..., . Çàìåòèì, ÷òî max ( )SUM L	 �0 min ( )SUM R	 0 . Äàëåå åñëè

SUM s N CR ( )� � �1 1 � � � �SUM s C N AR i( )1 ,

SUM s N SUM s N BL L j( ) ( )� � � � �1 ,

òî

SUM NR	 � �( )1 SUM N AR i	 �( ) , SUM N SUM N BL L j	 � � 	 � �( ) ( )1 1 .

Òàêèì îáðàçîì, SUM s N SUM s NL
j

Li
( ) max ( )� � � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-

äà SUM N SUM NL
j

Li
	 � 	( ) max ( ), à SUM s N SUM s NR

i
Rj

( ) max ( )� � � òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà SUM N SUM NR
i

Rj
	 � 	( ) max ( ) ïðè 0 � �N N * .

Èòàê, âåêòîðû ( , )SUM SUMR L	 	 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðåêóðñèâíûì îãðàíè-

÷åíèÿì, ïðèâåäåííûì â îïðåäåëåíèè âåêòîðíîé ñèñòåìû äëÿ 0 � �N N * , ïî-

ñêîëüêó èì óäîâëåòâîðÿåò âåêòîðíàÿ ñèñòåìà ( , )SUM SUMR L	 	 .

Ñîãëàñíî âûáîðó N *èìååì

max ( ) min ( )* * *SUM N SUM N NL R	 � 	 �
1

2
� .
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Ïîýòîìó

max ( ) min ( ) max ( ) min (* * *SUM s N SUM s N SUM N SUML R L R� � � � 	 � 	 N * ) �

� � � � �max ( ) min ( ) max ( ) min ( ) *SUM s SUM s SUM s SUM s NL R L R
1

2
� .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåêòîðíîé ñèñòåìû ( , )SUM SUMR L ìàòðèöû A âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî max ( ) min ( )SUM N SUM N NL R� � � ïðè t
aN

�
8 *

�
.

Ïóñòü N N� * , N bN� * ,
N

N
b

*
� , b �1 , à òàêæå 0 1� �Q è q òàêîå, ÷òî

t Q q N� �( ) * , Q q b� � , s q� , s N� .

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî s òàêîå, ÷òî s q� ,

è âñå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A	 â èíòåðâàëå (( ) , ( ) )* *Q s N Q s N� � �1 èìåþò

ìåñòî. Ïóñòü s — íàèáîëüøåå èç òàêèõ N . Èç ôîðìóëû (25) äëÿ r q� èìååì

max ( ) max ( )SUM N SUM NL R� �

� � � � �max (( ) ) min (( ) )* *SUM Q q N SUM Q q NL R

� � � � � � � �max (( ) ) min (( ) )* * * * *SUM Q q N N SUM Q q N N NL R
1

2
�

� � � � � � �max (( ) ) min (( ) )* * *SUM Q q N SUM Q q N NL R1 1
1

2
� . (26)

Äëÿ r q� �1 èìååì

max (( ) ) max (( ) )* *SUM Q q N SUM Q q NL R� � � � � �1 1

� � � � � � �max (( ) ) min (( ) )* * *SUM Q q N SUM Q q N NL R2 2
1

2
� . (27)

×èñëî òàêèõ ôîðìóë ñîñòàâëÿåò q s� . Ïðèìåíèì ýòè ôîðìóëû ïîñëåäîâà-

òåëüíî ê (26) ñ èñïîëüçîâàíèåì (27):

max ( ) max ( ) max (( ) )*SUM N SUM N SUM Q q NL R L� � � � �1

� � � � � � � �min (( ) ) max (( ) )* * *SUM Q q N N SUM Q q NR L1
1

2
1�

� � � � � � �min (( ) ) max (( ) )* * *SUM Q q N N SUM Q s NR L1
1

2
�

� � � �min (( ) ) ( )* *SUM Q s N q s NR
1

2
� . (28)

Èç ëåììû 3 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â èíòåðâàëå (( ) , ( ) )* *Q s N Q s N� � �1 âñå

ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A èìåþò ìåñòî, ñëåäóåò

max (( ) ) min (( ) )* * *SUM Q s N SUM Q s N aNL R� � � � 4 . (29)

Ïîäñòàâèâ (29) â (28), ïîëó÷èì

max (( ) )*SUM Q s NL � � � �min (( ) )*SUM Q s NR

� � � � �4
1

2
4

1

2
aN q s N aN N* * *( ) � .
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Ñëó÷àé 2. Åñëè ÷èñëà s , ðàññìîòðåííîãî â ñëó÷àå 1, íå ñóùåñòâóåò, òî â êàæäîì

èíòåðâàëå (( ) , ( ) )* *Q s N Q s N� � �1 äëÿ r s q� �1, ..., íåêîòîðûå ñòðîêà è ñòîëáåö

ìàòðèöû A íå èìåþò ìåñòî. Èç ôîðìóëû (26) ëåììû 5 èìååì ñëåäóþùèé âûâîä.

Ïóñòü äëÿ r q�

max ( ) max ( ) max (( ) )*SUM N SUM N SUM Q q NL R L� � � � �1

� � � �min (( ) )* *SUM Q q N NR 1
1

2
� ,

max (( ) ) max (( ) )* *SUM Q q N SUM Q q NL R� � � � � �1 1

� � � � � � �max (( ) ) min (( ) ) .* * *SUM Q q N SUM Q q N NL R2 2
1

2
�

Äëÿ r �1 èìååì

max (( ) ) max (( ) )* *SUM Q N SUM Q NL R� � � �1 1

� � �max (( ) min (( )* * *SUM QN SUM QN NL R
1

2
� .

×èñëî òàêèõ ôîðìóë ðàâíî q . Ïðèìåíÿÿ èõ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

max ( ) max ( )SUM N SUM NL R� �

max (( ) ) min (( ) )* * *SUM Q q N SUM Q q N NL R� � � � � � �1 1
1

2
�

� � � � � � � �max (( ) ) min (( ) )* * * *SUM Q q N SUM Q q N N NL R2 2
1

2

1

2
� � �

� � �max (( ) min (( )* * *SUM QN SUM QN NL R
1

2
� . (30)

Îöåíèì ðàçíîñòü max ( ) max ( )* *SUM QN SUM QNL R� èç ôîðìóëû (30).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èíòåðâàëå ( , )*0 QN âñå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A èìåþò

ìåñòî (åñëè N *äîñòàòî÷íî áîëüøîå, èíà÷å ïåðåîïðåäåëèì ìàòðèöó A).

Ïðèìåíèì ëåììó 4 äëÿ íåðàâåíñòâà

max ( ) max ( )* *SUM QN SUM QNL R� � 4 4aQN aN* *.�

Êàê è äëÿ ñëó÷àåâ 1 è 2, èìååì

max ( ) max ( ) *SUM N SUM N aN NL R� � � �4
1

2
�

�
�

�
�

�

�
� � � � �4

8

1

2

1

2

1

2
a

N

a
N N N N

�
� � � � .

Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Ñîãëàñíî ëåììå 5 èìååì

max ( ) min ( )SUM N SUM N

N

L R�
� � ,

à ñîãëàñíî ëåììå 2

lim inf
max ( ) min ( )

N

L RSUM N SUM N

N��

�
� 0 .
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Òîãäà

0 �
�

�
��

lim inf
max ( ) min ( )

N

L RSUM N SUM N

N

�
�

�
�� ��

lim
max ( ) min ( )

lim
N

L R

N

SUM N SUM N

N
� � �� 0 ,

åñëè

lim
max ( ) min ( )

N

L RSUM N SUM N

N��

�
� 0 . (31)

Èìååì lim inf
max ( ) min ( )

N

L RSUM N SUM N

N��

�
� 0 .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èç ëåììû 2, ïîëó÷àåì

lim sup
max ( )

lim inf
max ( )

N

L

N

LSUM N

N
v

SUM N

N�� ��
� � ; (32)

0 � � �
�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

���
lim inf

max ( )
inf

min ( )

N

L RSUM N

N

SUM N

N
�� �

� �
�

�
�

�

�
�

��
lim inf

max ( )
sup

min ( )

N

L RSUM N

N

SUM N

N
. (33)

Îäíàêî ðàâåíñòâî (33) ñ ó÷åòîì (32) âîçìîæíî, åñëè

lim inf
max ( )

lim sup
max ( )

N

L

N

RSUM N

N

SUM N

N�� ��
� .

Èç (31) ñëåäóåò, ÷òî lim
max ( )

lim
min ( )

N

L

N

RSUM N

N

SUM N

N�� ��
� .

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðeäåëà

lim
max ( )

lim inf
max ( )

N

L

N

LSUM N

N

SUM N

N
v

�� ��
� � .

Àíàëîãè÷íî

lim
min ( )

lim sup
min ( )

N

R

N

RSUM N

N

SUM N

N
v

�� ��
� � ,

à ñëåäîâàòåëüíî,

lim
min ( )

lim
min ( )

N

L

N

RSUM N

N

SUM N

N
v

�� ��
� � .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà â ïîíèìàíèè ïîëó÷å-

íèÿ öåíû èãðû âûòåêàåò ñõîäèìîñòü è â ïîíèìàíèè ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ

ñòðàòåãèé. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ðåøå-

íèÿ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè èãðîâîãî òèïà ñ îãðàíè÷åíèÿìè, êîòî-

ðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåùåíèÿìè íà ñòðàòåãèè îäíîãî èãðîêà.
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