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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîâåðêà ñâîéñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé, âåðîÿòíîñòíûé àëãî-

ðèòì, k-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà–Àäàìàðà.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è òåñòèðîâàíèÿ ñâîéñòâà k-ìåð-

íîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì (òåñò k-ìåðíîñ-

òè), èìåþùèé ëó÷øèå õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå

èçâåñòíûì òåñòîì [1].

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé

è ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

(Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â [2].)

Îáîçíà÷èì Vn âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F �GF( )2 .

Ñóììà âåêòîðîâ � � �� ( , , )1 � n , x x x Vn n� �( , , )1 � îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

� � �� � � �x x xn n( , , )1 1 � , à áóëåâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå — ïî ôîðìóëå

� � �x x xn n� � � � � �1 1 (çäåñü è äàëåå ñèìâîë � îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ

êàê ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , òàê è âåêòîðîâ íàä ýòèì ïîëåì). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà

M Vn� îáîçíà÷èì M � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn , äóàëüíîå

ê M : M V x M xn
� � � � � �{ }� �| : 0 ; äëÿ ëþáûõ a b, �Z ïîëîæèì a b, �

� � 	 	{ }i a i bZ: .

Îáîçíà÷èì Bn ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Ðàññòîÿíèå

Õýììèíãà ìåæäó ôóíêöèÿìè f g Bn, � îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå d f g( , ) �

� � 
| : ( ) ( ) |{ }x V f x g xn , à ðàññòîÿíèå îò ôóíêöèè f Bn� äî ìíîæåñòâà U Bn� —

ïî ôîðìóëå d f U d f g
g U

( , ) min ( , )�
�

.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f Bn� ïîëîæèì

� ( ) ( ) ( )f n f x x

x Vn

� �� �� �

�
�2 1 , � �Vn ; (1)

I V x V f x f xf n n� � � � � �{ }� �| : ( ) ( ) , (2)

Sp f V fn( ) { | � ( ) }� � 
� � 0 . (3)

×èñëà (1) íàçûâàþòñÿ íîðìèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè Óîëøà–Àäàìàðà

ôóíêöèè f ; ïðè ýòîì îáû÷íûå (íåíîðìèðîâàííûå) êîýôôèöèåíòû Óîë-

øà–Àäàìàðà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå W ff
n( ) � ( )� �� 2 , � �Vn [2]. Èçâåñòíî

(ñì. òåîðåìó 1 â [3] èëè çàäà÷ó 2.112 â [2]), ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f Bn�
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

I Sp ff � �( ) . (4)

Ôóíêöèÿ f Bn� íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé [1], k n� �0 1, , åñëè ìíîæåñòâî (3) ïîðîæ-

äàåò âVn ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, åñëè ñóùåñò-

âóåò íå ìåíåå n k� ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó (2).
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Îáîçíà÷èì B kn ( ) ìíîæåñòâî âñåõ k-ìåðíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ,

k n� �0 1, . Èçâåñòíî, ÷òî ïðè óìåðåííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ n çíà÷åíèÿõ k ôóíêöèè,

áëèçêèå ê k-ìåðíûì, îáëàäàþò êðèïòîãðàôè÷åñêèìè ñëàáîñòÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò

îñóùåñòâëÿòü íåêîòîðûå àòàêè íà ãåíåðàòîðû ãàììû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå

óêàçàííûõ ôóíêöèé [4–6]. Â ñâÿçè c ýòèì âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà

ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè ñâîéñòâà k-ìåðíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f Bn� çàäàíà ñ ïîìîùüþ âåêòîðà çíà÷åíèé

(òàáëèöû èñòèííîñòè), òî äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ f B kn� ( ) ìîæíî ïðèìåíèòü åñ-

òåñòâåííûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò

O n n( )2 2 äâîè÷íûõ îïåðàöèé. Ýòîò àëãîðèòì ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âñåõ çíà÷åíèé

(1) ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Àäàìàðà (ñì., íàïðèìåð, [2], ñ. 217), ïî-

ñòðîåíèè ìíîæåñòâà (3) è íàõîæäåíèè áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (4) ìåòî-

äîì Ãàóññà. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëó÷åííûé

áàçèñ ñîäåðæèò íå ìåíåå n k� âåêòîðîâ. ßñíî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì íå ïðèìåíèì íà

ïðàêòèêå, åñëè n ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì (íàïðèìåð, n � 64), à ôóíê-

öèÿ f çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðàêóëà (íåêîòîðîãî àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî âû÷èñ-

ëÿòü çíà÷åíèÿ f x( ) ïî ïðîèçâîëüíûì âõîäíûì àðãóìåíòàì x Vn� ).

Â [1] ïðåäëîæåí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì èëè òåñò k-ìåðíîñòè, êîòîðûé äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f Bn� , çàäàííîé ñ ïîìîùüþ îðàêóëà, è ÷èñåë k n� �0 1, , ��( , )0 1

ïðîâåðÿåò îñíîâíóþ ãèïîòåçó H 0 : f B kn� ( ) ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1:

d f B kn
n( , ( )) � 2 �. Ýòîò àëãîðèòì ñîñòîèò â ãåíåðàöèè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

ðàâíîâåðîÿòíûõ âåêòîðîâ h h Vl n1, ..., � è ïðîâåðêå ðàâåíñòâ

f h Z f Zj ij ij( ) ( )� � , i m�1, , (5)

äëÿ êàæäîãî j l�1, , ãäå Zij — íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè è íå çàâèñÿùèå îò

h hl1, ..., ñëó÷àéíûå ðàâíîâåðîÿòíûå âåêòîðû èç Vn . Îáîçíà÷èì � l ÷èñëî çíà÷å-

íèé j l�1, , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (5). Òîãäà ãèïîòåçà H 0 ïðèíè-

ìàåòñÿ, åñëè
� l k

l
� � �0 9 2, , è îòêëîíÿåòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â [1] ïðåäëîæå-

íî âûáðàòü l Ck� 2 , m k Ck� �2 1� ', ãäå C C, ' � const, ÷òî ïðèâîäèò ê îöåíêå òðó-

äîåìêîñòè àëãîðèòìà, ñîñòàâëÿþùåé O n kk( )22 1�� äâîè÷íûõ îïåðàöèé.

Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (ò.å. âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî

òåñò «íå ïðèçíàåò» òàêîâîé k-ìåðíóþ ôóíêöèþ) â [1] èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî

×åðíîâà

P P E
� � �l k l l k

l
H

l l
H� �

�

�
�

�

�
� 	 � � � �

�

�
�

�

�
� 	� �0 9 2 0 1 20 0, | , | exp ,� �

�
�
�

�
�
�

0 02
2

C

k
. (6)

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (6) çàâèñèò îò k è íå ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ, åñëè k ÿâëÿåòñÿ (ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî) ðàñòóùåé ôóíêöèåé îò n ,

íàïðèìåð, k n� � �log , n ��.

Äàëåå ïðåäëîæåí áîëåå ýôôåêòèâíûé òåñò k-ìåðíîñòè, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî

ñîñòàâëÿåò O n kk( )2 2 1�� äâîè÷íûõ îïåðàöèé. Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿò-

íîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ïðåäëîæåííîãî òåñòà íå çàâèñèò îò k, à âåðõíÿÿ ãðàíèöà

âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà ïî ñóùåñòâó òà æå, ÷òî è äëÿ òåñòà èç [1]. Ïîêàçà-

íî òàêæå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì èçìåíåíèè àëüòåðíàòèâû H1 ìîæíî

ïîñòðîèòü îäíîñòîðîííèé (ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ïåðâîãî ðîäà) òåñò
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k-ìåðíîñòè, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò O n k kk k( ( ) ( ))2 22 2  � �� �log

äâîè÷íûõ îïåðàöèé.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå

ïðåäëàãàåìîãî òåñòà, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íå âûáèðàòü âåêòîðû h hl1 , ... , íàóãàä,

à ñôîðìèðîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ìíîæåñòâî óêàçàííûõ âåêòîðîâ ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîäåðæàëîñü âî ìíîæåñòâå

I f , åñëè f — k-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñóæåíèå ôóíêöèè f íà

ñëó÷àéíî âûáðàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàVn . Îòìåòèì, ÷òî èäåÿ

èñïîëüçîâàòü òàêèå ñóæåíèÿ ïðè ïðîâåðêå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé

âîñõîäèò, ïî-âèäèìîìó, ê ðàáîòå Ë. Ëåâèíà [7] è ëåæèò â îñíîâå ðÿäà âåðîÿòíîñòíûõ

àëãîðèòìîâ òåñòèðîâàíèÿ ñòåïåíè ïîëèíîìîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì èç

äâóõ ýëåìåíòîâ [8, 9]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ýòà èäåÿ ðåàëèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì Fm n! ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m n! íàä ïîëåì F . Äëÿ ëþáîé

ìàòðèöû X Ft n� ! , ãäå k t n� � , ïîëîæèì f u f uXX ( ) ( )� , u Vt� .

Òåîðåìà 1. Åñëè f Bn� — k-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ f X òàêæå ÿâëÿåò-

ñÿ k-ìåðíîé. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàâíîâåðîÿòíîì âû-

áîðå t n! -ìàòðèöû X ìíîæåñòâî { }aX a I fX
: � ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå I f ,

áîëüøå ëèáî ðàâíà 1 2� �k t .

Àëãîðèòì ïðîâåðêè k-ìåðíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà òåîðå-

ìå 1, èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì 1

Èñõîäíûå äàííûå: f Bn� , k n� �0 1, , ��( , )0 1 .

Ïàðàìåòðû: t k c�  , m tt�  � �2 4 1 1� � , ãäå c�N, ��( , / )0 1 2 , c, � � const.

Øàã 1. Ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíóþ ðàâíîâåðîÿòíóþ t n! -ìàòðèöó X , ïîñòðîèòü

ìíîæåñòâî Sp f X( ), ïî êîòîðîìó íàéòè áàçèñ a al1, ..., âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

I Sp ff XX
� �( ) . Ïðîâåðèòü óñëîâèå

l t k� � , (7)

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ïåðåéòè ê øàãó 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèíÿòü ãè-

ïîòåçó H1: d f B kn
n( , ( )) � 2 �.

Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî j l�1, ïîëîæèòü h a Xj j� , ñãåíåðèðîâàòü íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå ðàâíîâåðîÿòíûå âåêòîðû Z Zj mj1 , ,� è ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà (5). Ïðè

âûïîëíåíèè óêàçàííûõ ðàâåíñòâ äëÿ âñåõ j l�1, ïðèíÿòü ãèïîòåçó H 0 : f B kn� ( );

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèíÿòü ãèïîòåçó H1.

Òåîðåìà 2. Îïèñàííûé àëãîðèòì âûïîëíÿåò O kk( )2 2 1�� çàïðîñîâ ê îðàêó-

ëó f , à åãî òðóäîåìêîñòü ñîñòàâëÿåò O n kk( )2 2 1�� äâîè÷íûõ îïåðàöèé. Ïðè

ýòîì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (îòâåðãíóòü èñòèííóþ ãèïîòåçó H 0) íå

ïðåâûøàåò 2�c , à âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà (îòâåðãíóòü èñòèííóþ ãèïî-

òåçó H1) íå ïðåâûøàåò max , exp{ { }}5 2 7 21�  �� �c cc� .

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H 0 : f B kn� ( ) ïðîòèâ àëü-

òåðíàòèâû K, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî { }� � �� �V fn : | � ( )| ïîðîæäàåò

ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå k  1 . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäëîæèòü

îäíîñòîðîííèé òåñò, ïî ñóùåñòâó ñîñòîÿùèé â âûïîëíåíèè øàãà 1 àëãîðèòìà 1.

Àëãîðèòì 2

Èñõîäíûå äàííûå: f Bn� , k n� �0 1, , ��( , )0 1 .

Ïàðàìåòð: t kk� �    ��  �log ( ( ( ) ))1 2 4 11 1 2� � , ãäå ��( , / )0 1 2 , � � const.
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Ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíóþ ðàâíîâåðîÿòíóþ t n! -ìàòðèöó X . Åñëè f X —

k-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíÿòü ãèïîòåçó H 0 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèíÿòü ãèïîòåçó K.

Òåîðåìà 3. Îïèñàííûé àëãîðèòì âûïîëíÿåò O kk( ( ))� �� � 1 22 çàïðîñîâ

ê îðàêóëó f , à åãî òðóäîåìêîñòü ñîñòàâëÿåò O n k kk k( ( ) ( ( )))� � � �� � � �  1 2 1 22 2log

äâîè÷íûõ îïåðàöèé. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ðàâíà íóëþ,

à âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà íå ïðåâûøàåò �.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Óñòàíîâèì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ñâîéñòâ

k-ìåðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ñëåäóþùàÿ äàëåå ëåììà ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò

ñ óòâåðæäåíèåì 2 â ðàáîòå [5].

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ f Bn� ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóþò ÷èñëî r k�0, , ìàòðèöà A Fn r� ! è ôóíêöèÿ g Br� òàêèå, ÷òî

f x g xA( ) ( )� , x Vn� . (8)

Åñëè ïðè ýòîì r — íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì, òî I Vf n� �{� :

�A � 0} è dim I n rf � � .

Íàçîâåì ïðåäñòàâëåíèå k-ìåðíîé ôóíêöèè f â âèäå (8), ñîîòâåòñòâóþùåå

íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ r k�0, , íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì

ýòîé ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäñòàâëåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà rank A r� è I g � { }0 .

Ëåììà 2. Ïóñòü (8) — íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå k-ìåðíîé ôóíêöèè

f Bn� , ãäå g Br� , r k�0, . Òîãäà äëÿ ëþáîé ìàòðèöû X Ft n� ! , ãäå k t n� � ,

ôóíêöèÿ f X ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíîé. Áîëåå òîãî, åñëè rank XA r� , òî

{ }aX a I If fX
: � � . (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (8) âûòåêàåò, ÷òî f u f uX g u XAX ( ) ( ) ( ( ))� � ,

u Vt� . Ñëåäîâàòåëüíî, f X ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíîé ôóíêöèåé ñîãëàñíî ëåììå 1.

Ïóñòü rank XA r� . Ïîñêîëüêó (8) — íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f ,
íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî I g � { }0 . Ñëåäîâàòåëüíî,
f u g u XAX ( ) ( ( ))� , u Vt� åñòü íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f X , îòêóäà
ñîãëàñíî ëåììå 1 âûòåêàåò, ÷òî I a V aXAf tX

� � �{ }: 0 . Òàêèì îáðàçîì, åñëè

a I fX
� , òî äëÿ ëþáîãî z Vn� âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà f aX z( )� �

� � � �g aXA zA g zA f z( ) ( ) ( ), ò.å. aX I f� , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 3. Ïóñòü � �1, ,� r nV� — ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû, r t n	 � .

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàâíîâåðîÿòíîì âûáîðå ìàòðèöû

X Ft n� ! âåêòîðû X X r� �1, ,� ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, íå ïðåâûøàåò 2r t� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîðû X X r� �1, ,� ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñóùåñòâó-

åò íåíóëåâîé âåêòîð � � �� � � � � �c cr r1 1 (c Fi � , i r�1, ) òàêîé, ÷òî X� � 0. Âåðîÿò-

íîñòü ïîñëåäíåãî ñîáûòèÿ ðàâíà 2� t . Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåêòîðû

X X r� �1, ,� ëèíåéíî çàâèñèìû, íå ïðåâûøàåò ( )2 1 2r t� � . Ëåììà äîêàçàíà.

Èñõîäÿ èç ëåìì 2, 3, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 1.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå k-ìåðíîé ôóíêöèè f

â âèäå (8), ãäå g Br� , r k�0, . Ñîãëàñíî ëåììå 2 ïðè ñëó÷àéíîì ðàâíîâåðîÿòíîì

âûáîðå ìàòðèöû X Ft n� ! âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ (9) íå ìåíüøå âåðîÿòíîñòè ñîáû-

òèÿ {rank }XA r� . Ïîñëåäíÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, áîëüøå ëèáî ðàâíà 1 2� ��r t

� � �1 2k t íà îñíîâàíèè ëåììû 3.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ñôîðìóëèðóåì äâà âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð-

æäåíèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé «ôàêò 11» èç [1], à âòîðîå — âà-

ðèàíò íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà (ñì. óòâåðæäåíèå 4 â [1]).

Ëåììà 4. Ïóñòü Z — ñëó÷àéíûé ðàâíîâåðîÿòíûé âåêòîð ñî çíà÷åíèÿìè âî

ìíîæåñòâå Vn . Òîãäà äëÿ ëþáûõ f Bn� , y Vn� âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

PZ

V
y

f y Z f Z f

n

{ }( ) ( ) | � ( )|

:

� 
 �
�
�

� �
�

� 1

2
.

Ëåììà 5. Ïóñòü � ��
�
� i

i

N

1

, ãäå � �1, ,� N — ïîïàðíî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî 0 	 	� �i , i N�1, . Òîãäà åñëè E� " 0, òî äëÿ ëþáîãî �" 0

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî P E
E

{ }� � �
�

� �
	 � 	( )1

2
.

Ëåììà 6. Àëãîðèòì 1 õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ïåðâîãî ðîäà

íå áîëåå 2�c è âûïîëíÿåò O kk( )2 2 1�� çàïðîñîâ ê îðàêóëó f . Ïðè ýòîì åãî òðó-

äîåìêîñòü ñîñòàâëÿåò O n kk( )2 2 1�� äâîè÷íûõ îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè f ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíîé ôóíêöèåé, òî òàêîé æå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f X .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (7) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, è àëãîðèòì ìîæåò ñîâåð-

øèòü îøèáêó òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà øàãå 2 íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû îäíî

èç ðàâåíñòâ (5). Îäíàêî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 âåðîÿòíîñòü ïîñëåäíåãî ñîáûòèÿ

íå ïðåâûøàåò 2 2k t c� �� , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Íà øàãå 1 äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíê-

öèè f X íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 2 t çàïðîñîâ ê îðàêóëó f , êàæäûé èç êîòîðûõ òðå-

áóåò O nt( ) äâîè÷íûõ îïåðàöèé. Äàëåå, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Óîë-

øà–Àäàìàðà ôóíêöèè f X äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü O tt( )2 ñëîæåíèé èëè âû÷èòà-

íèé íå áîëåå ÷åì t-ðàçðÿäíûõ öåëûõ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, ñëåäñòâèå 5.34 èç [2] ),

÷òî ñîñòàâëÿåò O tt( )2 2 äâîè÷íûõ îïåðàöèé. Òàêîå æå âðåìÿ ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà I fX
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà. Íà

øàãå 2 ïðîâåðêà ðàâåíñòâ (5) äëÿ ïîëó÷åííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîòðåáóåò

2 2ml mt	 çàïðîñîâ ê îðàêóëó f , ÷òî ñîñòàâëÿåò O nmt( ) äâîè÷íûõ îïåðàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ m è t îáùåå

÷èñëî çàïðîñîâ ê îðàêóëó ðàâíî O mt O kt k( ) ( )2 2 2 1 � �� , à òðóäîåìêîñòü

àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O n t t nmt O n kt t k( ) ( )2 2 22 2 1  � �� äâîè÷íûõ îïåðàöèé.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì,

ïðåäëîæåííûì â [1]. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ��( , )0 1 è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

R V fn( ) \ : | � ( )|� � � �� � �{ { } }0 , S V fn( ) \ : | � ( )|� � � �� � �{ { } }0 .

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî R ( )� ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-

íîñòè áîëåå k (è, ñëåäîâàòåëüíî, f çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíîé ôóíêöèåé), òî

àëãîðèòì 1 ñîâåðøèò îøèáêó ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ëåììà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî ìíîæåñòâî R ( )� ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå k  1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ � �1 1, ,� k . Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

àëãîðèòì 1 ñîâåðøèò îøèáêó (ò.å. ïîñ÷èòàåò f k-ìåðíîé ôóíêöèåé), íå ïðåâûøàåò

p kc m k c
1

1 2 12 1 1 2�   ��  �( )( )� . (10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãîðèòì ñîâåðøàåò îøèáêó. Òîãäà ëèáî âåêòîðû

X X k� �1 1, ,�  ëèíåéíî çàâèñèìû (ñîãëàñíî ëåììå 3 âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ

íå ïðåâûøàåò 2 21 1k t c � �� ), ëèáî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è òîãäà êàê ìèíè-

ìóì îäèí èç íèõ, ñêàæåì, X i� , i k�  1 1, , íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Sp f X( ).

Ïîñêîëüêó I Sp ff XX
� �( ) , ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ

a al1, ,� ïðîñòðàíñòâà I fX
íå îðòîãîíàëåí âåêòîðó X i� . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñ-

òâóåò íåíóëåâîé âåêòîð a Vt� òàêîé, ÷òî aX i� �1, è äëÿ âåêòîðà h aXj � âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà (5). Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò

2 1 11
1

�

�

 � � � �c
X Z Z i s s

a V
m

t

aX f aX Z f Z s mP , , ,

\

, ( ) ( ), ,� { }

{

�

01

1

}

��
i

k

�

 �

�

�
�

�

�

�
�
	

	   ��

�  
�

2 1 2 11

1 1
0

1

c t

i k
a V

X Z Z ik a X

t

m
( ) max ,

, ,
\

, , ,

{ }

{P � � f aX Z f Z s ms s( ) ( ), ,� � �1 }.

Äàëåå, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè è ðàâíîâåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé ìàòðèöû X

è âåêòîðîâ Z Zm1, ,� äëÿ ëþáûõ i k�  1 1, , a Vt� \ { }0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

PX Z Z i s sm
aX f aX Z f Z s m, , , , ( ) ( ), ,

1
1 1� { }� � � � � �

� � ��

�
�

�
�

� �
!

2

1

nt

y V
y

Z
m

X F
aX y

n

i

t n

f y Z f Z

: :

( ( ) ( )

�

P { } .

Ïðè ýòîì, åñëè y i� �1, òî íà îñíîâàíèè ëåììû 4 è óñëîâèÿ � �i R� ( ) ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

PZ

V
y

if y Z f Z f f

n

{ }( ) ( ) | � ( )| | � ( )|

:

� 
 � � �
�
�

� � � �
�

�

2

1

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

PX Z Z i s sm
aX f aX Z f Z s m, , , , ( ) ( ), ,

1
1 1� { }� � � � � 	

	 � � ��

�
�

�
�

� �
!

2 1
1

2
1

1

2 2nt

y V
y

m

X F
aX y

m

n

i

t n: :

( ) ( )

�

� � .

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìà íå

ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ (10). Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå

î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå 2n � îò ìíîæåñòâà B kn ( ).

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî R ( )� ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-

íîñòè íå áîëåå k, ïðè ýòîì ðàññóæäåíèÿ âî ìíîãîì áëèçêè ê èñïîëüçóåìûì â [1].

Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ äàëåå ëåììà ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ ëåììîé 8 â [1].

Ëåììà 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå 2n � îò ìíî-

æåñòâà B kn ( ), à ìíîæåñòâî R ( )� ïîðîæäàåò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå áî-

ëåå k. Òîãäà

| � ( )|

( )

f

S

� �
� �

2

�
� � . (11)
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Èòàê, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 îñòàåòñÿ îöåíèòü âåðîÿò-

íîñòü îøèáêè àëãîðèòìà â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (11).

Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (11). Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

àëãîðèòì 1 ñîâåðøèò îøèáêó (ò.å. ïîñ÷èòàåò f k-ìåðíîé ôóíêöèåé), íå ïðåâûøàåò

p k c m
2

1 22 8 1 4�  � �( ( / ) )� � � . (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè àëãîðèòì ñîâåðøàåò îøèáêó, òî ñóùåñòâóåò âåêòîð

a Vt� \ { }0 , äëÿ êîòîðîãî ñëó÷àéíûé âåêòîð h aXj � óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (5).

Ïîñêîëüêó âåêòîð h j èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå Vn , âåðîÿò-

íîñòü îøèáêè àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò

2 1
1

t
Y Z Z s sm

f Y Z f Z s mP , , , ( ) ( ), ,� { }� � � , (13)

ãäå Y Z Zm, , ,1 � — íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå ðàâíîâåðîÿòíûå

âåêòîðû ñî çíà÷åíèÿìè â Vn .

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà (13) âîñïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè

ïðèâåäåííûì â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7 â [1]. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

� �
� �

�( ) | ( )| ( )

( )

Y f I Y

S

�
�
� 2 ,

ãäå I Y� ( ) — èíäèêàòîð ñîáûòèÿ Y� �1, � ��S ( ). Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ âñå âåêòîðû � ��S ( ) ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè, â ñèëó íåðàâåíñòâà (11) èìååì

E� �
�

� �

( ) | ( )|

( )

Y f

S

� �
�
�

1

2 2

2 .
(14)

Êðîìå òîãî, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû I Y� ( ), � ��S ( ), ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî íåçàâèñè-

ìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ëåììû 5, îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà S ( )�

è íåðàâåíñòâà (14) ïîëó÷èì, ÷òî

P E
E

Y
S

Y Y

f

Y
{ }� �

�

�
� �

� �
( ) ( )

max | � ( )|

/ ( )

( )
	 	

�
	

� �1

2 1 4
8 1 2 .

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

P P EY Z Z s s Ym
f Y Z f Z s m Y Y, , , ( ) ( ), , ( ) ( )

1
1

1

2
� { }� � � 	 	

�
�
�

�
� � �

�
 

 � � � "
�
�
�

�
�
�
	P EY Z Z s sm

f Y Z f Z s m Y Y, , , ( ) ( ), , , ( ) ( )
1

1
1

2
� � �

	  � �� �

�

"

�8 21 2

1

2

� �

� �

n
Z

m

y V

y Y

f y Z f Z

n

( ( ) ( ) )

:

( ) ( )

P

E

{ } .

Ïðè ýòîì íà îñíîâàíèè ëåììû 4 è íåðàâåíñòâà (14) äëÿ ëþáîãî y Vn� òàêîãî,

÷òî � �( ) ( )y Y"
1

2
E , ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

PZ

V
y

f y Z f Z f y

n

{ }( ) ( ) | � ( )| ( )

:

� 
 � � "
�
�

� � �
�

�
�

2

1

4
.
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Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó ïàðàìåòðà (13):

2 1
1

t
Y Z Z s sm

f Y Z f Z s mP , , , ( ) ( ), ,� { }� � � 	  ��2 8 1 41 2t m( ( / ) )� � � .

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü îøèáêè àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ (12),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè ëåìì 7 è 9

âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà àëãîðèòìà 1 íå ïðåâûøàåò max ,{ }p p1 2 , ãäå

p kc m k c
1

1 2 12 1 1 2�   ��  �( )( )� , p k c m
2

1 22 8 1 4�  � �( ( / ) )� � � . (15)

Ïîëàãàÿ â ôîðìóëàõ (15) � ��2 32� � �t , m tt�  � �2 4 1 1� � , ãäå ��( , / )0 1 2 , ïî-

ëó÷àåì, ÷òî

p k k c mc
1

1 22 1 2 1	  �   � �� / ( ) exp{ }�

�  �  �  � � �� � � � � � �2 1 2 1 2 1 2 2 5 21 1 1c c k c c ce k e/ ( ) / ,

p k c m k c m k c
2

1 22 8 1 4 2 1 4 2�  � �  � �   �   ( ( / ) ) ( / ) exp� � � � � � {� �m� / }4

�  � �  � �  � �  � � � �2 4 2 2 8 2 8 21k c t k c t tt t t texp exp exp{ } { } { }�

�  � �  �� �exp exp{ } { }7 2 7 2t ct c .

Èòàê, âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà àëãîðèòìà 1 íå ïðåâûøàåò

max , exp{ { }}5 2 7 21�  �� �c cc� .

Òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâî-

ãî ðîäà àëãîðèòìà 2 ðàâíà íóëþ. Êðîìå òîãî, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåí-

íûå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 6, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, ÷òî ÷èñ-

ëî çàïðîñîâ ê îðàêóëó ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O t( )2 �

�  � �O kk( ( ))� �1 22 , à òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ðàâíà

O n t t O n t O n k kt t t k k( ) ( ) ( ( ) ( (2 2 2 2 22 1 2 1 � �   � � � �� � � �log 2 )))

äâîè÷íûõ îïåðàöèé.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû 3 âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòî-

ðîãî ðîäà àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò �.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

	 a t

f uX ua

u V

X

t

( ) ( ) ( )

\

�
�

� �

�
�

1

2 1
1

0{ }

, a Vt� . (16)

Èçâåñòíî [7] (è íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îïèðàÿñü íà íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà è

óñëîâèå ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ uX , u Vt� \ { }0 ), ÷òî äëÿ

ëþáûõ � �Vn è ��( , )0 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

E	 ��X X f( ) � ( )� ,

PX X t
X f{ }| | ( )| | � ( )| |	 � �

�
� � � 	

�

�2

2 1
. (17)

Ïóñòü ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà K, è àëãîðèòì ñîâåðøàåò îøèáêó. Òîãäà ìíî-

æåñòâî { }� � �� �V fn : | � ( )| ñîäåðæèò k  1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ
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� �1 1, ,� k , à ìíîæåñòâî Sp( )f X ïîðîæäàåò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå

áîëåå k, ïîñêîëüêó f X ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü

îøèáêè àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò ñóììû âåðîÿòíîñòåé äâóõ ñîáûòèé: #1 è # 2 .

Ïåðâîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîðû X X k� �1 1, ,�  ëèíåéíî çàâèñèìû, à âòî-

ðîå — ÷òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ìíîæåñòâî Sp( )f X ïîðîæäàåò

ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k.

Íà îñíîâàíèè ëåììû 3 âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ#1 íå ïðåâûøàåò 2 1k t � . Êðîìå

òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Sp( )f X è ôîðìóëû (16) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

Sp( ) : ( ) ( ) ( ) ( )f a V XX t a
t f� � 
 � �� �{ }	 2 1 11 0 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðîèñõî-

äèò ñîáûòèå # 2 , òî íàéäåòñÿ ÷èñëî i k�  1 1, òàêîå, ÷òî X fi X� $ Sp( ), è çíà÷èò,

| ( )| ( )	 �X
t

i
X � � �2 1 1. Íàêîíåö, ïîñêîëüêó â ñèëó âûáîðà çíà÷åíèé t è �

2 1 2 4 1 21 1 2 1t k k� �   "�  � �� � �( ( ) ) ,

òî | � ( )| ( )f i
t� �� " � �2 2 1 1. Îòñþäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (17) ñëåäóåò, ÷òî

P PX X
t

X X ii i
X X f{ } {| ( )| ( ) | ( )| | � ( )| ( (	 	 � �� �� � 	 � 	 � ��2 1 1 2 1 1t � 	�) )}

	 � � � � 	
� ��

� �
PX X i

t
t

i
X f{ }| | ( )| | � ( )| | ( )

( ( ) )
	 � �

�
� 2 1

2 11
1 2 2

2 1

4

2 1t t�
�

�

��
.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ# 2 íå ïðåâûøàåò
4 1

2 1

2��  

�

( )k

t
, à âåðîÿò-

íîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà íå ïðåâûøàåò

2
4 1

2 1

2 4 1

2 1

1
2 1 2

k t

t

k

t

k k �
�  �

 
 

�
	

  

�
	

� �
�

( ) ( )
.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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