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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÌÎÄÅËÈ ÊËÀÐÊÀ.
1. ÎÖÅÍÊÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÍÅÐÀÇÎÐÅÍÈß ÑÒÐÀÕÎÂÎÉ ÊÎÌÏÀÍÈÈ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ïî ïóàññîíîâñêîé ìåðå, áåçàð-

áèòðàæíîñòü, (B,S)-ðûíîê, âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íåñìîòðÿ íà èñêëþ÷èòåëüíóþ ïîïóëÿðíîñòü ìîäåëè Ñàìóýëüñîíà [1–3]:
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êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýâîëþöèþ öåíû ðèñêîâîãî àêòèâà (àêöèè), ãäå

W t t T( ), 0 � � , — ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, îäíàêî, èñõîäÿ èç çàäà÷

ïðàêòèêè, âðÿä ëè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíîñòü èçìåíåíèÿ öåí è íîðìàëü-

íîñòü ëîãàðèôìà îòíîøåíèÿ öåí. Åñëè ïåðâûé ôàêò íå âûçûâàåò ñîìíåíèé — öåíà

àêöèè ìåíÿåòñÿ ñêà÷êàìè, òî âòîðîìó ôàêòó ñëåäóåò óäåëèòü îñîáîå âíèìàíèå.
Â ìîäåëè (1) «îñíîâíûì» ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ïðèðàùåíèÿ êîòî-

ðîãî èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì îòìå÷åíî [4], ÷òî íà èíòåðâà-

ëàõ âðåìåíè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé äëèíû (äî òðåõ íåäåëü) ðàñïðåäåëåíèå

ïðèðàùåíèé îòëè÷íî îò íîðìàëüíîãî. Ïåðâûå ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ èçëàãàåòñÿ

ýòî ÿâëåíèå, ïîÿâèëèñü â 1915 ã. Ðåçóëüòàòû äîñòàòî÷íî ñåðüåçíîãî ñòàòèñòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà, ïîäòâåðæäàþùåãî îòëè÷èå óïîìÿíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé îò íîð-

ìàëüíîãî, áûëè îïóáëèêîâàíû Ì. Êåíäàëëîì â 1953 ã. â ðàáîòå [5]. Îêàçàëîñü,

÷òî îòìå÷åííûé ôåíîìåí ÿâëÿåòñÿ âñåîáùèì (ñì. [4]): íåíîðìàëüíîñòü ïðèðàùå-

íèé ïðîÿâëÿåòñÿ íà âñåõ áèðæàõ íåçàâèñèìî îò îáúåêòà òîðãîâëè. Îòëè÷èå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèé îò íîðìàëüíîãî çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òî (ñì. [4]) â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè íàáëþäàëîñü çàìåòíî áîëüøå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ è äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðèðàùåíèé, ÷åì èõ äîëæíî áûòü â ñîîòâåòñòâèè

ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàáëþäàåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðèðàùåíèé áèðæåâûõ öåí íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè óìåðåííîé äëèíû ÿâëÿþòñÿ áî-

ëåå îñòðîâåðøèííûìè, ÷åì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, èìåÿ çàìåòíî áîëåå «òÿæå-

ëûå õâîñòû». Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ýêñöåññ êîòîðûõ ïîëîæèòåëåí [6]. Ïîýòîìó âèíåðîâñêèå ïðîöåññû îêàçàëèñü

îòíþäü íå áåññïîðíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äèíàìèêè áèðæåâûõ öåí.
Âìåñòî îñíîâíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W t( ) Ï. Êëàðê [7, 8] äëÿ îïèñàíèÿ

áèðæåâûõ öåí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ñ îñíîâíûì ïðîöåññîì W Z t( ( )) ,

ò.å. â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èñïîëüçîâàòü ïîä÷èíåííûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ãäå

W t( ) — ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à Z t( ) — ïðîöåññ ñ íåóáûâàþùèìè

òðàåêòîðèÿìè, íà÷èíàþùèìèñÿ â íóëå. Åñëè â êà÷åñòâå Z t( ) âçÿòü ïðîöåññ Ïóàñ-

ñîíà ñ ïàðàìåòðîì �, êîòîðûé íå çàâèñèò îò W t( ) , òî âåëè÷èíà W Z t( ( )) áóäåò

èìåòü ïîëîæèòåëüíûé ýêñöåññ. Äåéñòâèòåëüíî,
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òîãäà êîýôôèöèåíò ýêñöåññà [6] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
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MW Z t t

( ( ))

[ ( ( ))]
, (2)

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î áîëüøåé, ÷åì ó íîðìàëüíîãî «îñòðîâåðøèííîñòè» ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Èç (2) , â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì âðåìåíè êîýôôèöèåíò ýêñ-

öåññà óáûâàåò, à íàèáîëüøàÿ îñòðîâåðøèííîñòü íàáëþäàåòñÿ ïðè ìàëûõ t � 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ Ï. Êëàðêîì ýâîëþöèÿ öåíû ðèñêîâîãî àêòè-

âà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ

S t S ct W Z t( ) ( )exp ( ( ))� 
0 { } ,

áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì äàííûì, ÷åì ìîäåëü Ï. Ñàìóýëüñîíà. Â äàí-

íîé ñòàòüå ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ öåíó àêöèè, èìååò âèä

S t S e t W Z t( ) ( )exp ( [ ]) ( ( ))� � � 
0 1{ }� � . (3)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìîäåëü (3) îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè Ï. Êëàðêà òåì, ÷òî

ïàðàìåòð �� 0, êàê è â ìîäåëè Ï. Ñàìóýëüñîíà (1), èìååò ñìûñë ëîêàëüíîé

äîõîäíîñòè.

Ïåðâîî÷åðåäíîé çàäà÷åé íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ìîäåëè (3) íà

áåçàðáèòðàæíîñòü [9]. Â äåéñòâèòåëüíîñòè áåçàðáèòðàæíîñòü ýòîé ìîäåëè ñëåäó-

åò èç ðàáîòû [10], îäíàêî â ñèëó îãðàíè÷åííîãî äîñòóïà ê ýòîé ðàáîòå è ââèäó

ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ êàê ÷àñòíîãî áûëè ñôîðìóëèðîâàíû áîëåå ïîíÿòíûå

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ è ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî áåçàðáèòðàæíîñòè ìîäåëè (3),

êîòîðîå ôàêòè÷åñêè áóäåò ñâåäåíî ê êðàòêîìó ïîâòîðó äîêàçàòåëüñòâà èç [10]

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.

Âòîðîé âîïðîñ â äàííîé ñòàòüå — ïîñòðîåíèå îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðà-

çîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ðàáîòàþùåé íà (B,S)-ðûíêå, â êîòîðîé ðèñê îïè-

ñûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ Êðàìåðà–Ëóíäáåðãà [11] ïðè óñëîâèè, ÷òî ýâî-

ëþöèÿ öåíû ðèñêîâîãî àêòèâà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ (3).

1. ÁÅÇÀÐÁÈÒÐÀÆÍÎÑÒÜ ÌÎÄÅËÈ Ï. ÊËÀÐÊÀ

Åñëè Z t( ) — ïðîöåññ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì � , íå çàâèñÿùèé îò W t( ) , òî

ïðîöåññ W Z t( ( )) î÷åâèäíî äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

W Z t i

i

Z t

( ( ))
( )
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0

, (4)

ãäå �0 0� , � i , i � 1 , — íåçàâèñèìûå N ( , )0 1 -ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû. Â ñèëó

òîãî, ÷òî äëÿ ñëîæíîãî ïðîöåññà Ïóàññîíà ñïðàâåäëèâî [12, 13] ïðåäñòàâëåíèå
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â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî ïóàññîíîâñêîé ìåðå �( , )A t , â äàííîì
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Êàê îòìå÷àëîñü, áåçàðáèòðàæíîñòü ìîäåëè (3) ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáî-

òû [10]. Äàäèì êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â { }� i i, � 1 , ñóùåñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ìîìåíò

Me e
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2 2/ .
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Ïóñòü

� �� � �� �( ) ( , ) ~ ( , )t d ds d ds

t t

� �
��


�

��


�

�� ��
0 0

,

ïîñêîëüêó

� �
	

��1

2
0

2 2

0

e d ds

t
�

��


�

�� �/ ,

�� � �� � � �
	

��( , ) ~ ( , ) /d ds d ds e d

t t

��


�

��


�
��� ��� 


0 0

21

2

2

ds

t

��


�

��
0

,

ââåäåì ïðîöåññ

� � �
	

� �� �� �( ) ( [ ] ) ~ ( , )/t e e d t d ds� � � 

��


�
�

��


�

� �1
1

2

2 2

0

t

� .

Òîãäà ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ öåíû àêöèè (3), ïðèìåò âèä

S t S e
t

( ) ( )
( )� 0

�
. (7)

Èç (7) ñ ó÷åòîì îáîáùåííîé ôîðìóëû Èòî [14] èìååì
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ò.å. �� 0 — ñðåäíÿÿ ëîêàëüíàÿ äîõîäíîñòü ðèñêîâîãî àêòèâà (àêöèè).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïî èñõîäíîé ìåðå P ïðîöåññ S t( ) áóäåò ìàðòèíãàëîì

ëèøü ïðè � � 0, ò.å. áåçàðáèòðàæíîñòü (3) ìîäåëè áóäåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü ïðè

íóëåâîé äîõîäíîñòè, ÷òî âïîëíå åñòåñòâåííî, íî íå ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîñòè,

òàê êàê íåò îñíîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü òàêîé àêòèâ. Ïðè ýòîì õîðîøî èçâåñòíî [2],

÷òî äëÿ áåçàðáèòðàæíîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ìàðòèíãàëüíîñòü ïðîöåññà ýâîëþ-

öèè öåíû ðèñêîâîãî àêòèâà ïî íåêîòîðîé ìåðå
~
P , ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé ìåðå P.

Íàéäåì ïëîòíîñòü ïåðåõîäà îò ìåðû P ê ìåðå
~
P , ñîãëàñíî êîòîðîé S e

t
( )

( )
0

�

áóäåò ìàðòèíãàëîì. Åñëè òàêàÿ ïëîòíîñòü 
( )t ñóùåñòâóåò, òî ìîäåëü (3) áåçàð-

áèòðàæíà. Ïëîòíîñòü 
( )t äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

à) 
( )t � 0 ;

á) M
( )t �1;

â) 
( )t — ìàðòèíãàë, ò.å. M{ }
 
( ) / ( )t ss� �
0

.

Ïðè ïîäñòàíîâêå 
( )t â îáîáùåííóþ ôîðìóëó Áàéåñà [2] äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèå

M M~ ( ( ) / )
( )

( ( ) ( ) / ) ( )
P

s
P

sS t
s

t S t S s� � � �
0 0

1




 .

Îïðåäåëèì ïëîòíîñòü (ñì. [15]) âèäå 
 	( ) exp( ( ))t t� .

Âîñïîëüçîâàâøèñü îáîáùåííîé ôîðìóëîé Èòî [14], íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî åñëè

	 � � �� � ��( ) [ ] ~ ( , )/t e t d d

t
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1 ,

ãäå ~( , )� � �d d — òàêàÿ æå öåíòðèðîâàííàÿ ìåðà, ÷òî è â �( )t , òî ïðîöåññ


 	( ) exp( ( ))t t� áóäåò ìàðòèíãàëîì.
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Èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ôîðìóëó Áàéåñà [2], ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

M M~ ( ( ) / )
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( )exp(

P
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0






� 
 � �	 	 � �( )) exp( ( ) ( )) / ( )exp( ( ))s t t S ssM{ }
0

0

èëè

M{ }exp( ( ) ( )) / exp( ( ))exp( ( ))	 � � 	t t s ss
 � �
0

.

Îáîçíà÷èì � 	 �( ) ( ) ( )t t t� 
 , òîãäà M{ }exp( ( )) / exp( ( ))� �t ss� �
0

, ò.å. ïðîöåññ

exp( ( ))� t äîëæåí áûòü ìàðòèíãàëîì.

Äàëåå, åñëè

� 	 � � � � �� � ��( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ~ ( , )/t t t e e t d d� 
 � � 
 � 
 

��

2 2 2 1


�

��
0

t

,

ñíîâà, ïðèìåíèâ ôîðìóëó Èòî, ïîëó÷èì
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×òîáû ïðîöåññ e t�( ) áûë ìàðòèíãàëîì, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå �

êîðåíü óðàâíåíèÿ
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,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

( ) / /e e e� � � �� 
1 1
2 2 1 2�

�

� � . (9)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (9) âñåãäà èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü

� 0 0� . Òîãäà ïðîöåññ 	( )t ïðèìåò êîíêðåòíûé âèä:

	 � � �� � ��
( ) [ ] ~ ( , )

/
t e d d

t
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��


�

��0
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0

0

1 , (10)

ìåðà
~
P , ýêâèâàëåíòíàÿ ìåðå P, áóäåò îïðåäåëåíà, à ïðîöåññ S t( ) áóäåò ìàð-

òèíãàëîì ïî ýòîé ìåðå. Áåçàðáèòðàæíîñòü ìîäåëè (3) óñòàíîâëåíà.

2. ÎÖÅÍÊÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÍÅÐÀÇÎÐÅÍÈß ÑÒÐÀÕÎÂÎÉ ÊÎÌÏÀÍÈÈ,
ÐÀÁÎÒÀÞÙÅÉ ÍÀ (B, S)-ÐÛÍÊÅ

Åñëè èíâåñòîð âêëàäûâàåò èìåþùèåñÿ ñðåäñòâà êàê â ðèñêîâûå àêòèâû (íà-

ïðèìåð, â àêöèè), òàê è â áåçðèñêîâûå (íàïðèìåð, íà áàíêîâñêèé ñ÷åò), òî

ñ÷èòàþò, ÷òî îí îïåðèðóåò íà (B, S)-ðûíêå. Â êà÷åñòâå èíâåñòîðà áóäåò âû-

ñòóïàòü ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ. Äàëåå âåçäå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåëè÷èíà áàíêîâ-

ñêîãî ñ÷åòà B t( ) èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó

dB t rB t dt( ) ( )� ,

B ( )0 — íà÷àëüíàÿ âåëè÷èíà ñ÷åòà. Öåíà ðèñêîâîãî àêòèâà (àêöèè) îïèñûâàåòñÿ

ïðîöåññîì (3). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Èíâåñòîð — ñòðàõîâàÿ êîìïà-

íèÿ, íà÷àëüíûé êàïèòàë êîòîðîé X x( )0 � , ñâîé êàïèòàë X t( ) íà ìîìåíò âðå-

ìåíè t äåëèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîëþ 0 1� �u îòêëàäûâàåò íà ïîêóïêó àê-

öèé, îñòàâøóþñÿ äîëþ 0 1 1� � �u êëàäåò íà áàíêîâñêèé ñ÷åò. Òîãäà â äåíåæ-
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íîì îòíîøåíèè ýòî ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíàì uX t( ) è ( ) ( )1� u X t . Åñëè

â ìîìåíò âðåìåíè t àêöèÿ ñòîèëà S t( ), òî íà ñóììó uX t( ) ìîæíî êóïèòü
uX t

S t

( )

( )
àêöèé è ïîëîæèòü ( ) ( )1� u X t íà áàíêîâñêèé ñ÷åò. Òîãäà ê ìîìåíòó âðå-

ìåíè t t
 � áàíêîâñêèé ñ÷åò áóäåò ñîñòàâëÿòü

( ) ( )( )1 1� 
u X t r t� , (11)

öåíà êàæäîé àêöèè ñîãëàñíî ìîäåëè (3) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S t t S t t e d t( ) ( )( [ ]~ ( , ))
 � 
 
 �
��


�

�� � �1 1� � �� . (12)

Òàêèì îáðàçîì, íà ìîìåíò âðåìåíè t t
 � îò èíâåñòèöèîííîé äåÿòåëüíîñòè

íà (B, S)-ðûíêå çà ñ÷åò ïàêåòà àêöèé áóäåì èìåòü ñóììó

uX t

S t
S t t uX t t e d t

( )

( )
( ) ( )[ [ ]~ ( , )]
 � 
 
 �

��


�

�� � �1 1� � ��
(13)

è ñóììó ( ) ( )( )1 1� 
u X t r t� çà ñ÷åò áàíêîâñêèõ âëîæåíèé. Äàëåå ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé â ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ ïîñòîÿííà è ðàâíà

c� 0 . Ñóììàðíûé èñê ê ñòðàõîâîé êîìïàíèè çà âðåìÿ îò t äî t t
 � îïèñûâàåò-

ñÿ ñëîæíûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì è îïðåäåëÿåòñÿ êàê

�
�

�( )

( )

( )

t k

k N t

N t t

� �
�




� , (14)

ãäå N t( ) — ñòàíäàðòíûé ïðîöåññ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì � 0 0� , �k — íåçàâè-
ñèìûå íåîòðèöàòåëüíûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
à òàêæå íåçàâèñèìûå îò N t( ) , êîòîðûå îïèñûâàþò âåëè÷èíû èñêîâ ê ñòðàõî-
âîé êîìïàíèè, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå B, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

êîòîðûõ F x( ) . Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [13]), ÷òî âåëè÷èíó � � �
�
� k

k

N t

0

0 0
( )

, ,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî ïóàññîíîâñêîé ìåðå,
à èìåííî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

� �
�
� ��k

k

N t

B

t

y dy ds

0

0

0

( )

( , )� , (15)

ãäå � 0 ( , )A t — ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà òàêàÿ, ÷òî

P A t i

t dF x

i
t dF x

A

i

A

{ }�

�

�( , )

( )

!
exp ( )� �

�

�
�
�

 

!
"
"

�
�
�



�
�

0

0

�


�
�



�

, i � 0 1, , ... (16)

Çäåñü F x( ) � P xk{ }� � , ò.å. M� �0 0( , ) ( )A t t dF x

A

� � . Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü íåçàâèñèìîñòü ìåðû � 0 ( , )A t è ïðîöåccà W Z t( ( )) .

Ñ ó÷åòîì (11), (13), (15) ïîëó÷èì

X t t uX t t e d t( ) ( )[ [ ]~ ( , )]
 � 
 
 � 

��


�

�� � �1 1� � ��


 � 
 
 � �( ) ( )( ) ( , )1 1 0u X t r t c t y dy t

B

� � �� , (17)

ãäå � � �0 0 0( , ) ( , ) ( , )A t A t t A t� �� 
 � .
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Èç (17) èìååì áàëàíñîâîå óðàâíåíèå

dX t X t u u r u e dt( ) ( )[ ( ) ( )]� 
 � � � 
� �1 1


 � 
 �
��


�

� �uX t e d dt cdt y dy dt

B

( ) [ ] ( , ) ( , )� � � �1 0 . (18)

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè óïðàâëåíèå 0 1� �u òàêîå, ÷òîáû âåðî-

ÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè çà íåîãðàíè÷åííîå âðåìÿ áûëà îöåíåíà

âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè ñòðåìëåíèè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x

ê áåñêîíå÷íîñòè, è ýòà îöåíêà äîëæíà áûòü íàèìåíüøåé ïî 0 1� �u .

Áóäåì íàõîäèòü ðåøåíèå (18) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

� �t t X t� 0 ( ) , (19)

ãäå

d u u r u e dt Y t dt t t� � � � � � � �0 0 01 1� � 
 � � � �
��


�

�[ ( ) ( )] ( , ) ( , dt), �
0
0 1� , (20)

ôóíêöèÿ Y t( , )� áóäåò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàíà.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ [16, ñ. 133], ïîëó÷àåì

d X t d dX t X t u e Y t dt t t t� � � � � ��� 
 � �
��


�

�( ) ( ) ( ) [ ] ( , ) (0 0 0 1 �, )dt �

� � 
 � � � �
��


�

�X t u u r u e dt X t Y tt t( ) [ ( ) ( )] ( ) ( , )� � � � � �0 01 1 ( , )d dt� 



 
 � � � 
 � �� � � � �t t

B

X t u u r u e dt cdt y dy dt0 0
01 1( )[ ( ) ( )] [ ( , )]



 � � �
��


�

�� � � � �� �
t tX t u e d dt X t u e Y t0 01 1( ) [ ] ( , ) ( ) [ ]) ( , )

��


�

� �� �( , )d dt

� � 
�� �t

B

cdt y dy dt0
0[ ( , )]


 � � � �
��


�

�� � � � �� �
t X t u e u e Y t Y t d dt0 1 1( ) ( [ ] [ ] ( , ) ( , )) ( , ) � (21)

� � �� �t

B

cdt y dy dt0
0[ ( , )] ,

åñëè

Y t
u e

u e
( , )

[ ]

[ ]
�

�

�
�

�


 �

1

1 1
. (22)

Âûáðàâ Y t( , )� èç (22) è ïîäñòàâèâ â (20), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d u u r u e dt
u e

u e
t t t� � � � �

�

�

0 0 01 1
1

1 1
� � 
 � � � �

�


 �
[ ( ) ( )]

[ ]

[ ]��


�

� �� � �( , ),d dt
0
0 1 , (23)

à

d cdt y dy dtt t

B

� � �� � �0
0( ( , )) , �0 � x . (24)

Òàêèì îáðàçîì,

X t x cds y dy dst

t

t s

B

t

( ) [ ] ( ( , ))� � 
 �
�

�
�
�

 

!

� ��
�

�
� � �

0

0 1 0
0

0

"
"

. (25)
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Ôîðìóëó (25) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå. Ïîñêîëüêó

M� �0 0( , ) ( )A t t dF x

A

� � ,

òî, ââîäÿ öåíòðèðîâàííóþ ìàðòèíãàëüíóþ ìåðó

~ ( , ) ( , ) ( , )� � �0 0 0A t A t A t� � M ,

ïîëó÷èì

X t x c a ds y dy dst s

B

t

( ) [ ] [ (( ) ~ ( , ))]� 
 � �� ��� � � �0 1 0
0 0

0

, (26)

ãäå a ydF y

B

� � ( ) .

Èç (23) ñëåäóåò

d m u u r u e dtt
m

t
m[ ] [ ] [ ( ) ( )]� � � �0 2 0 22 1 1� � 
 � � � 





 �

�
�

�
�
�

 

!
"
"��


�

�[ ]
( [ ])

( , )� � �
�t

m

mu e
d dt0 2

2

1

1 1
1 . (27)

Èç (27) âûòåêàåò

d m u u r u e dtt
m

t
mM M[ ] [ ] [ ( ) ( )]� � � �0 2 0 22 1 1� � 
 � � � 





 �

�
�

�
�
�

 

!
"
"��


�
��M[ ]

( [ ])

/�
	

�
�

�
t

m

mu e
e dt0 2

2

21

1 1
1

1

2

2

, M[ ]�
0
0 2 1m � , (28)

îòêóäà

M {[ ] exp [ ( ) ( )]� � �s
m m u u r u e t0 2 2 1 1� � 
 � � � 





 �

�
�

�
�
�

 

!
"
"��


�
���

	
�

�

�t
u e

e d
m

1

1 1
1

1

22

22

( [ ])

/ } . (29)

Ïóñòü

� � �( ) [ ( ) ( )]u u u r u e� 
 � � � �1 1

�

 �

�
�

�
�
�

 

!
"
"��


�
��

�

	
�

�

�

2

1

1 1
1

1

22

22

m u e
e d

m( [ ])

/ , 0 1� �u . (30)

Èç (30) èìååì

� � � � �
�

( ) , ( ) ( ) ,0 0 1 1
2

2 2

� � � � � � 
r e e
m

m

� � � �
	

�
�

�

�# � � � � 

�


 � 

�( ) ( )

[ ]

( [ ])

/u r e
e

u e
e d

m
1

1

1 1

1

22 1

22

��


�

� , (31)

� � � � �# � � � � 
 � � � �( ) ( ) ( )0 1 1 0r e e r ,

## � � 

�


 �
�



�� �

	
�

�

�

�( ) ( )
[ ]

( [ ])

/u m
e

u e
e d

m
2 1

1

1 1

1

2
0

2

2 2

22

��


�

� .
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Òîãäà: 1) åñëè äëÿ âûáðàííîãî m� 0 èìååì �( )1 0� , òî ñóùåñòâóåò òî÷êà

u* ( , )$ 0 1 òàêàÿ, ÷òî �# �( )*u 0 , è, ñëåäîâàòåëüíî, u* ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìó-

ìà äëÿ ôóíêöèè �( )u íà ïðîìåæóòêå 0 1� �u ; 2) åñëè äëÿ âçÿòîãî m� 0 èìååì

�( )1 0� è � �( ) ( )*u � �1 0 , òî ñóùåñòâóåò òî÷êà u* ( , )$ 0 1 òàêàÿ, ÷òî �# �( ) ,*u 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, u* ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè �( )u íà ïðîìå-

æóòêå 0 1� �u ; 3) åñëè êîðåíü óðàâíåíèÿ �# �( )*u 0 òàêîé, ÷òî u* � 1 , òî

max ( ) ( )
0 1

1 0
� �

� �
u

u� � .

Ïóñòü

d u u
u

� � �
� �

max ( ) ( )
0 1

0� � , 0 1� � % �u u u* * , u u* � % �1 1 , (32)

òîãäà èç (29) è (32) ñëåäóåò, ÷òî

M { }[ ] exp� t
m mdt0 2 2� � . (33)

Ïóñòü

� �� � �t s

B

t

d ds� �� 0
0

0

~ ( , ) ,

ãäå
~ ( , ) ( , ) ( )� � �0 0 0A t A t t dF x

A
� � � .

Çäåñü � 0 ( , )A t åñòü ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà ñî ñðåäíèì � 0 t dF x
A

( )� .

Â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1 (ñì. [11]) . Ïóñòü �� �r 0, åñëè äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî m� 0

x dF xm

B

2 ( )� � 
�, M { }[ ] exp� t
m mdt0 2 2� � , 0� � 
�d ,

òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup M |
0

2 2 0 2
2

0 2
22

1
2

� �
�
�

�

�

�
�

�

�

	
	



�

�

�
�

��
�

�
| m m m

m

m

b
C

d

d

C�

 

!

"
"

�2 1m m( )

, (34)

ãäå b x dF xm

B

m

�
�

�
�
�

 

!
"
"

� 2

1 2

( )

/

.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèåì (23) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ

� � � �
�t u u r u e t

u e

0 1 1
1

1 1
� � 
 � � � 



 �

�

�
�
�

�

�
	
	

exp [ ( ) ( )] ln
[ ]

( , )d t�

��


�

�
�
�



�


�
�



�

. (35)

Èç (35) ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ � t
0 0� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, à òàêæå èìååò ìåñ-

òî îöåíêà (33).

Äàëåå ïðè c a� � â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ïðîöåññà � t
0 ñ ó÷åòîì íåðàâåí-

ñòâà (34) èìååì

P X t t T{ }( ) ,� � � �0 0

� 
 � �
�

�
�
�

 

!
"� ��P x c a ds y dy dst s

B

t

{[ ] (( ) ~ ( , ))� � � �0 1 0
0 0

0 "
� � � �0 0, t T}
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� 
 � �
�

�
�
�

 

!
"
"
� � ���P x c a ds y dy ds ts

B

t

� � �0
0 0

0

0 0(( ) ~ ( , )) , T
�
�



�


�
�



�

�

�
&

&
&

&

&
&� 
 � � ��� �P y dy ds x c a ds ts

B

t

s

t

� � � �0
0

0

0
0

0

0~ ( , ) ( ) , T
�
�



�


�
�



�

�

�
&

&
&

&

&
&� � �

�
�



�


�
�



�

���P y dy ds x t Ts

B

t

� �0
0

0

0~ ( , ) ,

� �
&

&
&

&

&
&�

�
�



�


�
�



�

�

� �
��1

0

0
0

0

P y dy ds x
t T

s

B

t

sup � �~ ( , ) 1

0
0

0

2

2
�

�

�
�
�

 

!
"
"

�
��M � �s

B

T
m

m

y dy ds

x

~ ( , )

� �
�

�

�
�

�

�

	
	



�

�

�
�

 

!

"
"

�

1
1

2
1

2

2

2 0 2
2

0 2
2

2

x
b

C

d

d

Cm

m m

m

m

m m

�

�

( 1)

. (36)

Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè âëîæåíèÿ

{ } { }X t t X t t( ) , ( ) , ,� � � ' � � � �0 0 0 0� 
 � 
,

èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, êîòîðûå ñóæàþòñÿ. Äëÿ òàêîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( ) , ( ) ,
�

�
(
�

� � � � � � � 
�{ } { }X t t X t t0 0 0 0

è èìååò ìåñòî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

lim ( )
�(
�

�P X t{ 0, 0 0 0 0� � � � � � � �
(
�

t P X t t P X t� �
�

} lim ( ) , ( ){ { }} { ,

0 � � 
�t } .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó T ( 
� , èç (36) èìååì

P X t t P X t t T
T

{ } { }( ) , [ , ) lim ( ) ,� $ 
� � � � � �
(
�

0 0 0 0 (37)
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m
.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x � 0 — íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ôóíêöè-

îíèðóþùåé íà (B, S)-ðûíêå, íà êîòîðîì ýâîëþöèÿ ðèñêîâîãî àêòèâà îïèñûâàåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì (3). Ïóñòü 0� �r r�, — äåéñòâóþùàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà, ñóììàð-

íûå èñêè ê ñòðàõîâîé êîìïàíèè îïèñûâàþòñÿ ñëîæíûì ïðîöåññîì Ïóàññî-

íà (15), ãäå � 0 0� — èíòåíñèâíîñòü ñòàíäàðòíîãî ïðîöåññà Ïóàññîíà N t( ) , êîòî-

ðûé îïèñûâàåò ÷èñëî èñêîâ, ïîñòóïèâøèõ â ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ çà âðåìÿ [ , ]0 t ,

F x P xk( ) � � �{ } (0� �k — íåçàâèñèìû îäèí îò äðóãîãî è îò N t( ) îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûå âåëè÷èíû èñêîâ, èìåþùèå êîíå÷íûå ìîìåíòû M� � 
�
k

m2 ,
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b
k

m m� �( ) /M 2 1 2 , M� �k a) . Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè 0 1� �u òàêàÿ, ÷òî

� �( ) max ( )u u d
u

� � �
� �0 1

0, ïðè ýòîì u )100% äåíåã âêëàäûâàþòñÿ â àêöèè, à îñòà-

òîê — íà áàíêîâñêèé ñ÷åò, òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé

êîìïàíèè ñïðàâåäëèâà îöåíêà

P X t t
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( )

. (38)

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ïðèìåð. Ñðàâíèì âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ïðè

u u� * è u � 0 , ò.å. ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) êîìïàíèÿ ðàáîòàåò íà (B,S)-ðûíêå,

ò.å. u )100% äåíåã âêëàäûâàþòñÿ â àêöèè, à îñòàòîê íà áàíêîâñêèé ñ÷åò; 2) êîìïà-

íèÿ âñå ñðåäñòâà âêëàäûâàåò â áàíê. Èç òåîðåìû ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷åì ìåíüøå

÷èñëèòåëü â (38)
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, (39)

òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, � � 015. , r � 012. ,

� 0 0023� . , m � 2 . Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ïàêåòîì Maple, ïîëó÷èì:

1 0 311) .*u � , d � 0 1234. ; 2) u d r� � �0 0 12, . . Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â (39) è

ïîëó÷èì
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.941 4b .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî V V P P2 1 2 1� % � , ãäå V Pi i, — ÷èñëèòåëü è îöåíêà âåðî-

ÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ äëÿ i-ãî ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïòè-

ìàëüíîì óïðàâëåíèè êîìïàíèÿ, ðàáîòàþùàÿ íà ïîëíîì (B,S)-ðûíêå (âëîæåíèÿ

êàê â ðèñêîâûå, òàê è áåçðèñêîâûå àêòèâû), èìååò âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ

áîëüøóþ, ÷åì êîìïàíèÿ, êîòîðàÿ âêëàäûâàåò âñå ñðåäñòâà òîëüêî â áåçðèñêî-

âûå àêòèâû.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåíà îöåíêà äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé

êîìïàíèè, ðàáîòàþùåé íà (B,S)-ðûíêå, ðèñê êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé

ìîäåëüþ Êðàìåðà–Ëóíäáåðãà, åñëè ýâîëþöèÿ ðèñêîâîãî àêòèâà îïèñûâàåòñÿ

ìîäåëüþ (3). Òàêæå íàéäåíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êàïèòàëîì ñòðàõîâîé

êîìïàíèè, ïðè êîòîðîì âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, êîòîðàÿ

âêëàäûâàåò ñòðåäñòâà êàê â ðèñêîâûå, òàê è â áåçðèñêîâûå àêòèâû ((B,S)-ðû-

íîê), áîëüøå, ÷åì ó êîìïàíèè, êîòîðàÿ âêëàäûâàåò âñå ñòðåäñòâà òîëüêî â áåç-

ðèñêîâûå àêòèâû.
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