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Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä, ìî-
íîòîííûé îïåðàòîð, ïàðà Êóíà–Òàêêåðà, àëãîðèòì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà (â.í.) èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì ïðî-
ãðàììèðîâàíèè. Ê íèì ñâîäÿòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé
äîïîëíèòåëüíîñòè, îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê, êîòîðûå âîçíèêàþò âî ìíîãèõ
ïðèëîæåíèÿõ. Âîçðîñøàÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíîñòü èçó÷åíèÿ êîíå÷íîìåð-
íûõ â.í. îáóñëîâëåíà èíòåðåñîì ê ïðèìåíåíèþ ýòèõ ïîñòàíîâîê â êà÷åñòâå
óíèôèöèðîâàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà â ýêîíîìè÷åñêèõ, òðàíñïîðòíûõ,
ôèçè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Ðàññìîòðèì â.í. êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü çàäàíû íåïóñòîå ìíîæåñòâî

� � R
n è îïåðàòîð F x n n( ): R R� . Ïîä ðåøåíèåì â.í. ïîíèìàåòñÿ îòûñêàíèå

òî÷êè x n
* � �� R , äëÿ êîòîðîé

� � � 	 
 �F x x x x( ),* * 0 � . (1)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â (1) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
à) ìíîæåñòâî �, çàäàííîå â âèäå

� � � � �{ }x h x i ln
iR | ( ) , , ,0 1 � , (2)

îãðàíè÷åííîå è ñîäåðæèò âíóòðåííþþ òî÷êó z: h zi ( ) � ��, � 
 0 , äëÿ âñåõ
i l�1, ..., , à ôóíêöèè h xi ( ), i l�1, ..., , âûïóêëûå è äîñòàòî÷íî ãëàäêèå;

á) oïåðàòîð F x n n( ): R R� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé è ñèëüíî ìî-

íîòîííûé:
M p F x p p m p x pn n| | | | ( ) , | | | | , ,2 2	 � � � 	 
 � 
 �R R (3)
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— ÿêîáèàí F x( ) ;

â) ãðàäèåíòû � � � �h x i I x i li ( ), ( ) , , |{ 1 � h x h xi ( ) ( )� �� max , ( ), ...{0 1h x

� , ( )h xl }} ëèíåéíî-íåçàâèñèìû â ðåøåíèè x* (óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé).

Âåêòîðû x F x h xn l n l� � � �R R R R, , ( ) , ( )� âåçäå ðàññìîòðåíû êàê âåê-

òîð-ñòîëáöû. Íàïðèìåð, h x h xi i l( ) ( ) , ...,� �{ } 1 — âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè h xi ( ) ;

� �� �{ }i
i l1, ..., — âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè �i ; � � � �, — çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ; | | | |� — åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà.
Çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x

*
[1–3] ïðè óñëîâèÿõ à), á), è î÷å-

âèäíî, ÷òî x f x* min ( ),� arg ãäå f x F x x x( ) ( ) ,
*

� ��. Â òî÷êå x
*

âûïîëíÿþòñÿ
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè f x( ) , êîòîðûå òàêæå
áóäóò íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x

*
ÿâëÿëàñü ðåøå-

íèåì â.í. (1)–(3). Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé

F x h x h x i li

i

l

i
i

i
i( ) ( ) , ( ) , , , , .

* * * * * *
� � � � 	 �
�
� � � �

1

0 0 0 1 � (4)
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Âåêòîð ( , )* *x n l� � �
R , óäîâëåòâîðÿþùèé (4), íàçîâåì ïàðîé Êóíà–Òàêêåðà

â.í. (1)–(3). Åñëè êðîìå à), á), âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé â),
òî ïàðà Êóíà–Òàêêåðà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ðåøåíèå ñèñòåìû

F x h x h x h x ii

i

l

i
i

i i
i( ) ( ) , ( ) , ( ) , , , ,� � � � � 	 �

�
� � � �

1

0 0 0 0 1 � l.

Â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð F x n n( ): R R� ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì

� � � 	 
 � 
 �F x p p x pn n( ) , ,0 R R , (5)

â.í. (1), (2), (5) èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå x x X* * *
� �{ } [1–3]. Îäíàêî

âñëåäñòâèå âûïóêëîñòè îãðàíè÷åíèé íåîáõîäèìûå äëÿ (1), (2), (5) óñëîâèÿ ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà (4) ÿâëÿþòñÿ â òî æå âðåìÿ è äîñòàòî÷íûìè.

Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà íàðÿäó ñ çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè, íåïîäâèæíîé
òî÷êè è äîïîëíèòåëüíîñòè — îäíè èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ â íåëèíåé-
íîì àíàëèçå. Íàèáîëåå èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð F ïîòåíöèàëåí, ò.å. ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàäèåíòîì íåêîòîðîé ôóíêöèè (F x f x( ) ( )� �0 ) [1–3]. Òîãäà çàäà÷à (1) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå, à â ñëó÷àå âûïóêëîñòè ôóíêöèè f x0 ( )
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è min ( ).

x
f x

��
0

Îäíàêî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [1–3], ôîðìóëèðóåìûõ â âèäå
â.í., íå ãàðàíòèðóåò ïîòåíöèàëüíîñòè îïåðàòîðà F , ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâ-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) ñ íåïîòåíöèàëüíûì îïåðàòîðì F âåñüìà àêòóàëüíà.

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ Â ÈÑÕÎÄÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ â.í. ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ýêâèâà-
ëåíòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, öåëåâûìè ôóíêöèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
îöåíî÷íûå ôóíêöèè (èíòåðâàëüíûå èëè ôóíêöèè íåâÿçêè). Îöåíî÷íûå ôóíê-
öèè — ýòî íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå x

*
èñõîäíîãî â.í.

ñîâïàäàåò ñ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ýòèõ ôóíêöèé, ïðè÷åì îïòèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ðàâíî íóëþ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ � �: � �R òàêóþ, ÷òî òî÷êà x
*
�� — ðåøåíèå èñ-

õîäíîãî â.í., ñîâïàäàåò ñ ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

min ( ),
x

x
��
� (6)

à �( )
*

x � 0, ò.å. ñâåäåì èñõîäíóþ çàäà÷ó (1) ê çàäà÷å (6). Ñëîæíîñòü çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ â.í. òðóäíî íàéòè îöåíî÷íûå ôóíêöèè, êîòîðûå áû îòíî-
ñèòåëüíî ëåãêî âû÷èñëÿëèñü.

Ïåðâûìè èäåþ ïîñòðîåíèÿ îöåíî÷íîé ôóíêöèè èñïîëüçîâàëè Ìàðêîòò è Äó-
ñàëüò [1–3]. Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (6) îíè ïðåäëîæèëè ôóíêöèþ
âèäà

�1 ( ) max ( ), .x F x x y
y

� � � �
��

(7)

Ôóíêöèÿ (7) íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ x�� è åñëè òî÷êà x
*
�� òàêàÿ, ÷òî

�1 0( )
*

x � , òî îíà áóäåò è ðåøåíèåì èñõîäíîãî â.í. (1). Îñîáåííîñòüþ ýòîé ôóíê-
öèè ÿâëÿåòñÿ åå íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü.

Â [1, 2] ðàññìîòðåíà ðåãóëÿðèçîâàííàÿ îöåíî÷íàÿ ôóíêöèÿ

�2
1

2
( ; ) max ( ), ( ), ,x ñ F x x y

ñ
G x y x y

y
� � � � � � � � ��

�
�

�
�
���

(8)

ãäå G — ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì

a y x G y x y x A y x A a| | | | ( ), | | | | , ,� � � � � � � � 	 
2 2 0 (9)

c
 0 — ñêàëÿð. Äëÿ äâóõ ñêàëÿðîâ c c1 2 0
 
 èìååì � �2 1 2 2( ; ) ( ; )x c x c x	 
 ��.

Ôóíêöèÿ �2 ( ; )x c , â êîòîðîé G E� , E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à c �1 , ïðåäëî-



æåíà Ôóêóøèìîé â [4]:

�2
21

2
( ) max ( ), | | | | ( ), (x F x x y x y F x x y

y
� � � � � ��

�
�

�
�
�
� � �

��
x x y x) | | ( ) | |� � � �

1

2

2

� � � � � � � �F x x x F x x x F x( ), ( ( )) | | ( ( )) | | ,� �� �
1

2

2
(10)

ãäå y x x F x( ) ( ( ))� ��� — ïðîåêöèÿ òî÷êè x F x� ( ) íà ìíîæåñòâî �.
Àíàëîãè÷íî ôóíêöèè �1 ( )x ôóíêöèÿ �2 0( ; )x c 	 
 �x �. Îäíàêî â îòëè÷èå

îò �1 ( )x ôóíêöèÿ �
2

( ; )x c îáëàäàåò ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè [1, 2], íàïðèìåð:

— åñëè îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî, à � — íåïóñòîå âûïóëîå è çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî, òî ôóíêöèÿ �2 ( ; )x c íåïðåðûâíà;

— åñëè îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî, òî ôóíêöèÿ �2 ( ; )x c

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà;

— åñëè� — íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ôóíêöèÿ �2 ( ; )x c èìååò åäè-

íñòâåííûé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ñîâïàäàþùèé ñ ðåøåíèåì èñõîäíîãî â.í., à åå

çíà÷åíèå â òî÷êå ìèíèìóìà ðàâíî íóëþ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè (10) ïîñòðîåíû ãëîáàëüíûå ìåòîäû, îáëàäàþ-
ùèå êàê ëèíåéíîé [1, 2, 5], òàê è ñâåðõëèíåéíîé [6] ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè íà
ìíîãîãðàííèêå. Äëÿ ìíîæåñòâ � â îáùåì ñëó÷àå ëèíåàðèçîâàííîå â.í. ñâîäèòñÿ
ê îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å âèäà (6), (10), ãäå â êà÷åñòâå îïåðàòîðà F x( ) ðàñ-
ñìîòðåí ëèíåàðèçîâàííûé îïåðàòîð F x F x F x x xk k k k( ) ( ) ( )( )� � � � . Äëÿ ðåøå-
íèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì èõ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóþò ýâî-
ëþöèîííûå àëãîðèòìû, ïîñêîëüêó ïðÿìîå ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ íåâîçìîæíî ââèäó
íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè íåêîòîðîé òî÷êè íà èñõîäíîå ìíîæåñòâî
� ñëîæíîé ñòðóêòóðû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäû ðåøåíèÿ èñõîäíîãî â.í. (1) íà îñíîâå ôóíêöèè (8),
(10) ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíîå ìíîæåñ-
òâî � ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.

Äàëåå ðàññìîòðåíà îöåíî÷íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ èñõîäíîãî â.í., ïðåäëîæåííàÿ
â [7], êîòîðàÿ îáëàäàåò ïðåèìóùåñòâàìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ôóíêöèÿìè �1 ( )x è �2 ( )x . Ôóíêöèÿ �3 ( )x âû÷èñëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà-
÷è, ñîñòîÿùåé â ìàêñèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ëèíåàðèçîâàííûõ
â òî÷êå x îãðàíè÷åíèÿõ, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî �:

�3
1

2
( ) max ( ), ( ), ,x F x y x G y x y x

y
� �� � � � � � � �

h x h x y x i li i( ) ( ), , , ..., .� � � � � � �0 1 (11)

Çäåñü G — n n� -ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì (9).
Çàäà÷ó (11) â îòëè÷èå îò çàäà÷ (8), (10) ìîæíî ðåøèòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî âû-

÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ (11), â êîòîðîé G — ïîñòîÿííàÿ ìàò-
ðèöà è G E� , à E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà:

�( ) max ( ), | | | | , ( ) ( ), ,x F x p p h x h x p i
p

i i� �� � � � � � � � �
1

2
0 12 , ,� l . (12)

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (12) ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé â àëãîðèòìå ðåøåíèÿ â.í.,
ïîñòðîåííîãî íà èäåÿõ ëèíåàðèçàöèè [8]. Â ñèëó âûïóêëîñòè îãðàíè÷åíèé
h xi ( ) èìååì � 	 	 � � � � �� h z h x h x z xi i i( ) ( ) ( ), , i l�1, ..., , � 
 0, ÷òî îçíà÷àåò ñî-
âìåñòíîñòü îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (12) âñåãäà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå p x( ) ,

�( ) ( ), ( ) | | ( )| |x F x p x p x� � � � �
1

2

2
(13)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (12), à �( )x — äâîéñòâåííûì ðåøå-
íèåì ýòîé çàäà÷è.
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (13) îöåíî÷íàÿ äëÿ â.í. (1), ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (6),
(13) ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé çàäà÷å (1)–(3). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû
Êóíà–Òàêêåðà è îïðåäåëåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (12):

L x p F x p p h x h x pi
i i

i

( , , ) ( ), | | | | ( ( ) ( ), )� �� � � � � � � � ��

�

1

2

2

1

l

� .

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êóíà–Òàêêåðà èìååì

max min ( , , ) ( ) ( , ( ), ( )) min max
p

L x p x L x p x x
� �

� �
� �� �

� � �
� �

�
p

L x p( , , ).� (14)

Îáîçíà÷èì � � � � �( , ) max ( , , ) ( , ( , ), )x L x p L x p x
p

� � , ãäå p x L x p
p

( , ) max ( , , )� �� arg .

Èç ëåâîé ÷àñòè (14) ñëåäóåò, ÷òî L x p xp ( , ( , ), )� � � 0, ò.å.

F x p x h xi

i

l

i( ) ( , ) ( ) .� � � �
�
�� �

1

0 (15)

Âûðàæåíèå äëÿ p x F x h xi

i

l

i( , ) ( ) ( )� �� � � �
�
�

1

, ïîëó÷åííîå èç (15), ïîäñòàâèì

â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L x p( , , )� , îòêóäà ïîëó÷àåì

� � � �( , ) | | ( ) ( )| | ( ).x F x h x h xi

i

l

i
i

i

l

i� � � �
� �
� �1

2 1

2

1

Ñîãëàñíî ïðàâîé ÷àñòè (14) èìååì �
�

( ) min ( , ),x x�
� ��

� � è ìèíèìóì äîñòèãàåò-

ñÿ â òî÷êå � �� ( )x , ïîñêîëüêó �( ) max ( , , ( ))x L x p x
p

� �� � �( , ( ))x x . Ñëåäîâàòåëü-

íî, �
�

( ) min ( , ) ( , ( ))x x x x� �
� ��

� � � � .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (6), (13) ïðåîáðàçîâàíà â

min ( ),
x

x
��
� (16)

�
�

( ) ( , ( )) min | | ( ) ( )| |x x x F x h xi
i

i

l
i� � � � �

� �
�

�� � � �
�

1

2 1

2 h xi

i

l

( ) .

�
�

�
�
�

�
�
�1

(17)

Åñëè x��, òî èç (17) ñëåäóåò, ÷òî �( )x 	 0, è äëÿ x� � �� �, � âûïîëíÿåòñÿ

0 � �� � � �( , ( )) ( , )x x x .

Äëÿ ïàðû Êóíà–Òàêêåðà ( , )
* *

x n l� � �
R èñõîäíîãî â.í. (1), ò.å. òî÷êè, óäîâ-

ëåòâîðÿþùåé (4), èìååì 0 0� � �� � � �( , ( ) ( , ) ,* * * *x x x ñëåäîâàòåëüíî �( )
*

x �
� � �� � � �( , ( )) ( , )

* * * *
x x x 0, à x

*
— òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè

�( )x íà�. È íàîáîðîò, äëÿ òî÷êè ( , ( ))
* *

x x� — ðåøåíèÿ çàäà÷è (16), âûïîëíÿþò-
ñÿ óñëîâèÿ (4).

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (16), (17) ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîìó
â.í. (1)–(3) è èìååò òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è èñõîäíîå â.í. Ñâåäåíèå â.í. ê ýê-
âèâàëåíòíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü õîðîøî ðàçâèòûé
àïïàðàò îïòèìèçàöèè. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ìåòî-
äîâ îïòèìèçàöèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è (16), (17) âåäåò ê óâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò, ÷òî îáóñëîâëåíî ñëîæíîñòüþ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (16), (17).
Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé �( )x t-ãî ïîðÿäêà (êîãäà îíè ñó-
ùåñòâóþò) òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èñõîäíîãî â.í. ( )t �1 -ãî
ïîðÿäêà. Ê òîìó æå ôóíêöèÿ �( )x â îáùåì ñëó÷àå íåäèôôåðåíöèðóåìà.

Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ñïåöèôèêó çàäà÷è (16), (17), åå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíûé ñïóñê ôóíêöèè � �( , )x ñíà÷àëà ïî äâîéñòâåííûì ïå-
ðåìåííûì �, à çàòåì ïî ïðÿìûì ïåðåìåííûì x. Çàôèêñèðîâàâ òî÷êó xk è íàéäÿ
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ðåøåíèå ïî äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì � � �k kx� arg min ( , ) , �� �� , è ïðÿìîå

ðåøåíèå p F x h xk k
i

i

l

i k
k� � � �

�
�( ) ( )�

1

, îïðåäåëèì î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå

x x pk k k k� � �1 � , ãäå øàã � k âû÷èñëèì èç óñëîâèÿ ðåëàêñàöèè â òî÷êå xk âäîëü

âåêòîðà pk øòðàôíîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

�N k kx x Nh x( , ) ( , ) ( )� � �� � � (18)

ïðè ôèêñèðîâàííîì � k , ãäå N 
 0 êîýôôèöèåíò øòðàôà.

Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè � �( , )x (çàäà÷à (17)) ðåøàåòñÿ äîñòàòî÷-
íî ýôôåêòèâíî ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Òîãäà, çíàÿ ðåøåíèå �( )x çàäà÷è (17), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ p x( ) ïðÿìîé çà-
äà÷è (12) èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñèñòåìîé
Êóíà–Òàêêåðà

F x p x x h xi

i

l

i( ) ( ) ( ) ( ) ,� � � �
�
� �

1

0

� �i
i i

ix h x h x p x x i l( )( ( ) ( ), ( ) ) , ( ) , , ..., .� � � � � 	 �0 0 1 (19)

Ñïåöèôèêà è ñâîéñòâà ïðÿìîé (12) è äâîéñòâåííîé (17) çàäà÷ èçó÷åíû â [9].
Îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ èçâåñòíû ñëåäóþùèå îöåíêè: íà ïðîèçâîëü-

íîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå �  R
n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�
�

i

i

l

x F x z x

�
� � � �

1

21

2
( ) | | ( ) ( )| | ; ðåøåíèåì çàäà÷è (12) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð p x( ) � 0

ïðè x x�
*

. Îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ øòðàôíîé ôóíêöèè (18) èçâåñòíî, ÷òî óñëî-

âèÿ �N x( , )� � 0 èëè �N x( , )� � 0 íåîáõîäèìû, à åñëè �i

i

l

N

�
� �

1

, òî è äîñòàòî÷-

íû äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâåííî x x�
*

èëè x x�
*

.

ÌÅÒÎÄ ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß Â.Í.

Îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ çàäà÷è (16), (17) è ñâîéñòâàõ øòðàôíîé ôóíê-
öèè (18), ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ â.í., â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ òîëü-
êî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé.

Ïóñòü x0 — ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå è ��( ; )0 1 . Îïèøåì k-þ
èòåðàöèþ ìåòîäà x x pk k k k� � �1 � , k � !0 1, , , ïðèíÿâ, ÷òî òî÷êà xk è çíà÷åíèå
N k�1 íàéäåíû.

Øàã 1. Â òî÷êå xk ðåøèòü çàäà÷ó (17), íàéòè � k , èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñ-

òåìû (19) îïðåäåëèòü pk . Åñëè pk � 0, òî x xk � *
. Ïðîöåññ çàêîí÷åí.

Øàã 2. Íàéòè êîýôôèöèåíò øòðàôà N k :

N N Nk k k
i

i I

i

i Ik

�
�
�
�

��

�
�
�

��
��

� �� �

� �max , , ,

( ) ( )

1 0 0
2 2

0

� �

I i l h xk i k� � � 
( ) { , , , | ( )0 1 0� }.

Øàã 3. Îïðåäåëèòü äëèíó øàãà � k èç óñëîâèÿ óáûâàíèÿ øòðàôíîé ôóíêöèè

(18), ò.å. íàéòè íàèáîëüøåå èç ÷èñåë � � ��2 0 1s s, , , ,� ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

� �N k k k N k k kk k
x p x p( , ) ( , ) | | | | .� � �� � � �� 2 2

(20)

Íàéòè x x pk k k k� � �1 � . Êîíåö èòåðàöèè.

Ñâîéñòâà àëãîðèòìà óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà. Ñôîðìóëèðîâàííûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â.í. (1), (2) ïî
ïðÿìûì è äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì x xk k� �

* *
, � � . Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ìå-

òîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå (ïî k) êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé
è � �k 	 
 0 . Ïðè k k	 0 çíà÷åíèå N Nk � ïîñòîÿííî è ñïðàâåäëèâû îöåíêè ëè-
íåéíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

�N k k o
k

k
k

k
kx C q p C q x x C q( , ) , | | | | , | | | |

*
� � � � �1 1 2 1

, (21)

ãäå q q, ( ; )1 0 1� — êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî îáîñíîâàíèÿ ïðàâèëà âûáîðà øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ (20)
â ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå, íàïðèìåð,
àíàëîãè÷íî [8], à äîêàçàòåëüñòâî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (21) — àíàëîãè÷íî [10].

Ñðàâíèâàÿ îïèñàííûé àëãîðèòì ñ àëãîðèòìîì, ïîñòðîåííûì íà èäåÿõ ëèíåà-
ðèçàöèè [8], îòìåòèì, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïðàâèëîì âûáîðà øàãîâîãî
ìíîæèòåëÿ. Â ïðåäëîæåííîì àëãîðèòìå íà îñíîâå ýêâèâàëåíòíîé îïòèìèçàöèîí-
íîé çàäà÷è óäàåòñÿ ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ ïî âûáîðó øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ, óáðàâ
ïðîâåðêó ïðèíàäëåæíîñòè î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó �,
êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåòñÿ ñïóñêîì ïî øòðàôíîé ôóíêöèè (18). Îäíàêî ðåøåíèå çà-
äà÷è â.í. íà îñíîâå ýêâèâàëåíòíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (16), (17) îòêðûâàåò
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ íüþòîíîâñêîãî è êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïîâ,
÷åãî íå óäàâàëîñü ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ èäåè ëèíåàðèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, cîãëàñíî
[9] â ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x* ôóíêöèÿ �( )x äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà è äëÿ îïåðàòîðà F x( ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (3), â òî÷êå x

*
âûïîëíÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû íüþòîíîâñêîãî òèïà, áàçèðóþùèåñÿ íà ìåòîäàõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè
ôóíêöèÿìè Ëàãðàíæà [11], äëÿ ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.
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