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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à êîìïüþòåðíîãî âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè îäíîé äåé-

ñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ñ àïðèîðè çàäàííîé ãðàíèöåé ïîãðåøíîñòè ïðè îäíîâðå-

ìåííîé ìèíèìèçàöèè âðåìåííîé ñëîæíîñòè. Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå êóñî÷-

íî-ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, íà ïîäûíòåðâàëå âûáèðàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íûé ïîëèíîì Íüþòîíà, êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìó ïîëèíîìà ñ ÷èñëîâûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèÿ ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé âû÷èñëÿåòñÿ çà

âðåìÿ O( )1 ñ òî÷íîñòüþ äî 10 18� . Ïðè äàííîé êîìïüþòåðíîé àïïðîêñèìàöèè

ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ïîâûøàåòñÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà. Ìåòîä

ïåðåíîñèòñÿ íà ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ).
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Èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ ïîçâîëÿþò äîñòè÷ü âûñîêîé

òî÷íîñòè â ñëó÷àå íåæåñòêèõ çàäà÷, ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ âûñîêèé

ïîðÿäîê ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé [1]. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìå-

íåíèå ýòèõ ìåòîäîâ íå ñîõðàíÿåò òî÷íîñòè ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷. Íèæå ïîêàçà-

íà âîçìîæíîñòü ñíèæåíèÿ ïîãðåøíîñòè êîìïüþòåðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ ñèñòåì ÎÄÓ íà îñíîâå êóñî÷íîé èíòåðïîëÿöèè ðàçíîñòíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè

îãðàíè÷åíèÿõ ñðàâíèòåëüíî îáùåãî âèäà. Ðåøåíèå íåæåñòêèõ çàäà÷ ïðèáëèæàåòñÿ

ñ òî÷íîñòüþ 10 19� , æåñòêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïîíèæåíèåì ïîãðåøíîñòè ïî

ñðàâíåíèþ ñî ñïåöèàëèçèðîâàííûìè ìåòîäàìè.

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÀß ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ

Àïïðîêñèìàöèÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè u u x� ( ) îò îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðå-

ìåííîé íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [ , ]� � âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2, 3].

Âûáèðàåòñÿ ñèñòåìà ïîäûíòåðâàëîâ ðàâíîé äëèíû, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ïî-

êðûâàåò îòðåçîê [ , ]� � :
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1� , (1)

äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåòñÿ P kk� �2 0 1, , ,{ }� . Ïóñòü àïðèîðè çàäàíà ãðà-

íèöà � àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè äàííîé ôóíêöèè. Ïðè êàæäîì

i èç (1) íà i-ì ïîäûíòåðâàëå ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Íüþòîíà

�in t( ) ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè, ãäå t x x hi� �( ) / , h x x ni i� ��( ) /1 — ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó óçëàìè. Ñòåïåíü ïîëèíîìà n âûáèðàåòñÿ îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ

ïîäûíòåðâàëîâ è ìèíèìàëüíîé ïðè óñëîâèè

| ( ) ( ) | , [ , ], ,u x t x x x i Pin i i� � � � ��� � 1 0 1. (2)

Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Íüþòîíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

�in i i i in
nt a a t a t a t( ) � � � � �0 1 2

2 � , x x x t x x h i Pi i i� � � � ��[ , ], ( ) / , , .1 0 1 (3)

Äëÿ ýòîãî â åãî èñõîäíîé çàïèñè
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Ïðîèçâåäåíèå P t t kj
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ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, çàäàííûì ðàçëîæåíèåì

íà ìíîæèòåëè, ãäå k j� �0 1, — åãî íóëè, ïî êîòîðûì ìîæíî âîññòàíîâèòü êî-

ýôôèöèåíòû:

P t d d t d t d tj j j j jj
j( ) � � � � �0 1 2

2 � . (6)

Â îáîçíà÷åíèè z j� � �� � �, ,0 1, ïðèìåíÿåòñÿ îòëè÷íîå îò ôîðìóë Âèåòà âûðà-

æåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà ÷åðåç åãî íóëè [4]:
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Èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî íîìåðà èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà àëãîðèòì ïîëó-

÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì óìíîæåíèåì ìàòðèö (7) ñïðàâà íàëåâî, äîêàçàòåëüñòâî

è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ äàíû â [4]. Ïîëó÷åííûå â (7) êîýôôèöèåíòû d jj� �, ,� 0 ,

ìîæíî õðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñòåïåíè j, ÷òî ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ íèæå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî àïðèîðè âû÷èñëåíû ôàêòîðèàëû èç (5)

è çíà÷åíèÿ d j jj� �/ !, ,� 0 , êîòîðûå òàêæå õðàíÿòñÿ â ïàìÿòè. Ïîñëå äàííûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïîëèíîì (5) ïåðåâîäèòñÿ â ôîðìó (3) ïî äèñòðèáóòèâíîñòè ñ ïðèâå-

äåíèåì ïîäîáíûõ. Â ðåçóëüòàòå
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Äëÿ (8) ïðîâåðêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (2) íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå ïðîâî-

äèòñÿ äèñêðåòíî â ïðîâåðî÷íûõ òî÷êàõ x� , ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ñîñòàâ-

ëÿåò âåëè÷èíó h / �, ãäå � — ïàðàìåòð, â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè � � 3 . Ìèíè-

ìàëüíîñòü ñòåïåíè n ïîëèíîìà (8) îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñòðîå-

íèå è ïðîâåðêà òî÷íîñòè íà÷èíàåòñÿ ñ n �1 è k � 0 â (2), ãäå P k� 2 . Ïðè

íàðóøåíèè íåðàâåíñòâà (2) õîòÿ áû â îäíîé ïðîâåðî÷íîé òî÷êå çíà÷åíèå k óâå-

ëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî íàðóøåíèÿ àïðèîðè çà-

äàííîé ãðàíèöû k, k k� 0 . Åñëè â ðåçóëüòàòå çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ íå

äîñòèãàåòñÿ, òî ñíîâà ïîëàãàåòñÿ k � 0, ïðè ýòîì ñòåïåíü ïîëèíîìà óâåëè÷èâàåò-

ñÿ íà åäèíèöó è òàê äî ìîìåíòà íàðóøåíèÿ àïðèîðè çàäàííîé ãðàíèöû çíà÷åíèÿ

n, n n� 0 . Â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî ôèêñèðóåòñÿ íàèìåíüøåå n, ïðè êîòîðîì íå-

ðàâåíñòâî (2) âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî âî âñåõ ïðîâåðî÷íûõ òî÷êàõ âñåõ 2k

ïîäûíòåðâàëîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ôèêñèðóåòñÿ òåêóùåå k.

Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìîì (8) ôóíêöèè u x( ) , x �[ , ]� � , âûïîëíÿåòñÿ

äåøèôðàöèÿ íîìåðà ïîäûíòåðâàëà i x� �int (( ) / )� � , int — öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà,

� � ��x xi i1 , i P� �0 1, , x x xi i� �[ , )1 . Çíà÷åíèå i ñëóæèò àäðåñîì âûáîðêè ñîîòâåò-

ñòâåííûõ ïîäûíòåðâàëó êîýôôèöèåíòîâ (8).

Âñþäó íèæå n n n� �0 0, const , ñòåïåíü n ïî èçëîæåííîé ñõåìå ìîæíî ñäåëàòü

«ñêîëü óãîäíî» ìàëîé; îòñþäà ïðè óñëîâèè çàïîìèíàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (8) âðåìÿ

âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïóòåì äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòàâëÿåò T O� ( )1 . Â ÷àñòíî-

ñòè, òàêèì îáðàçîì ìèíèìèçèðóåòñÿ âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ èëè

ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå y e
x� arctg ( )

sin ( / )13

, x �[ . , ]05 1 ,

âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ äâóõ óìíîæåíèé ñî ñëîæåíèåì ñ òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ

äî 10 18� [3].

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (2) îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò âàðüè-

ðóåìîãî óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ïîäûíòåðâàëîâ P k� 2 è ñîîòâåòñòâåííîãî ñîêðàùå-

íèÿ èõ äëèíû. Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòó [3] â ñðàâíèòåëüíî îáùèõ óñëîâèÿõ òî÷íîñòü
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ïðèáëèæåíèÿ êîìïîçèöèé ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé èìååò ïîðÿäîê10 18� . Âàðèàíòû ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñ âûáîðîì ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ, âêëþ÷àÿ

ïîëèíîìû Ëàãðàíæà, ×åáûøåâà è Òåéëîðà, ïðåäñòàâëåíû â [2, 3, 5].

Ñëåäóþùèå îöåíêè ïîêàçûâàþò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà â çàâèñè-

ìîñòè îò ÷èñëà ïîäûíòåðâàëîâ. Ïóñòü íà âðåìÿ ðàññóæäåíèÿ ïðîèçâîëüíî çàôèê-

ñèðîâàíî n � const, à ôóíêöèÿ u u x� ( ) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è èìååò n �1 íåïðå-

ðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [ , ]� � èç (1). Íà ãðàíèöàõ îòðåçêà âñå ðàññìàòðè-

âàåìûå ïðîèçâîäíûå ñ÷èòàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè. Ïîëàãàÿ P �1, i � 0 ,

[ , ] [ , ]x x0 1 � � � , ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè íà [ , ]� �

èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Íüþòîíà �0n t( ) ìîæíî îöåíèòü èç íåðàâåíñòâà [6]

| ( ) ( ) | max | ( ) | / ( ) (
[ , ]

( )u x t u h n tn
x x

n n� � �
�

� ��0
1

0 1

1
�

�1 ! � �
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 �
�

) , [ , ],

0

0 1

n

x x x (10)

ãäå x x jh j nj0 0 0� � �, , , ïîýòîìó t x x h� �( ) /00 , h x x nn� �( ) /0 00 . Ñ ó÷åòîì

P k� 2 ýòî ñîîòâåòñòâóåò k � 0 â (1) è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íóëåâîé ýòàï ðàçáèå-

íèÿ [ , ]� � . Îöåíêó (10) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü j — íî-

ìåð óçëà èíòåðïîëÿöèè òàêîé, ÷òî x x xj j� �[ , ]0 0 1 . Ïîñêîëüêó t x x h� � �� �( ) /0 ,

� � 0, n , òî èç (10) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
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1 . Ïðè äàííîì âûáîðå j âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

x x xj j0 0 1� � � , ïîýòîìó

| ( ) ( ) | ( ) / ( )! ( | | / ) (u x t c n h n x x hn
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1
0 1 0
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| | / )x x hj
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n
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�
� �

 �

�

.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà k -ì ïîäûíòåðâàëå x x j hj0 00� � � �� �( ) è x j0 � ��

� � � �x j k hk0 ( )� , k j n j� � � �0 0, , ,� � , ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

| ( ) ( ) | ( ) / ( ) ( )! ( )!u x t c n h n j n jn
n� � � � ���0

1 1 1! . Î÷åâèäíî, ( )!( )! ( )!j n j n� � � �1 1 ;

ñëåäîâàòåëüíî,

| ( ) ( ) | ( )u x t c n hn
n� � ��0

1, P �1, [ , ] [ , ]� � � x x0 1 (11)

ïðè ëþáîì j n� �0 1, . Ïóñòü òåïåðü P � 2 è íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå [ , ]x x0 1 ,

[ , ]x x1 2 ðàçáèåíèÿ (1) âûïîëíÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ (8) ñ òåì æå n � const . Òîãäà

íà êàæäîì èç íèõ â ñèëó ðàâåíñòâà ÷èñëà óçëîâ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àíàëîã íå-

ðàâåíñòâà (11) ñ âäâîå ìåíüøèì h (óçëû îòñòîÿò íà h / 2): | ( ) ( ) |u x tin� ��

� �c n h n( )( / )2 1, i � 0 1, , èëè

| ( ) ( ) | ( ) ( )u x t c n hin
n n� � � � �� 2 1 1, P � 2, [ , ] [ , ]� � �

�
�

i

i ix x

0

1

1� , (12)

ãäå c n( ) — ïîñòîÿííàÿ ñ òàêèì æå çíà÷åíèåì, êàê è â (11), t x x hi� � �( )( / )2 1

ïðè êàæäîì i � 0 1, . Ïðè ýòîì â (12) è íåïîñðåäñòâåííî íèæå øàã h îòíîñèòñÿ
ê óçëàì èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà íà íà÷àëüíîì îòðåçêå [ , ]� � è íå ìåíÿåò-

ñÿ ïðè åãî ðàçáèåíèè íà P k� 2 ïîäûíòåðâàëîâ, k �1 2, , � Â ñèëó èíäóêöèè [7]

óäâîåíèå ÷èñëà ïîäûíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ (1) óìåíüøàåò äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè

ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê â 2 1n� , è ïðè k P� log 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| ( ) ( ) | ( ) ( )u x t c n hin
k n n� � � � �� 2 1 1, P k� 2 , [ , ] [ , ]� � �

�

�

�
i

i i

k

x x

0

2 1

1� . (13)
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Èç èçëîæåííîãî âûòåêàåò ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n � const ôóíêöèÿ u u x� ( ) îïðåäåëåíà, íå-

ïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà n �1 ðàç íà îòðåçêå [ , ]� � , íà êîíöàõ êî-

òîðîãî ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Òîãäà êà-

êèì áû íè áûëî çíà÷åíèå n � 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ �in t( ) èç (8) ðàâíî-

ìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u x( ) íà äàííîì îòðåçêå ïðè k � � , ãäå k P� log 2 , P —

÷èñëî ïîäûíòåðâàëîâ èç (1). Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îöåíèâàåòñÿ èç (13), ãäå

c n( ) � const , h — øàã èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïîëèíîìà �0n t( ) íà [ , ]� � ïðè k � 0 .

Ñ ó÷åòîì n n n� �0 0, const , èìååò ìåñòî ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1, à òàêæå â ïðåäïîëîæåíèè h� 1 äëÿ ëþáî-

ãî i èç (1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

| ( ) ( ) |u x t c hin
k� � �� 2 2 2 , (14)

ãäå c c n
n n

�
�

max( ( ))
0

, ïðè ýòîì c � const íå çàâèñèò îò âûáîðà ñòåïåíè n ïîëèíîìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç (13) çàìåíîé c n( ) íà max ( )
n n

c n
� 0

è n â hn k n� � ��1 12 ( )

íà ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñ ó÷åòîì h� 1.

Çàìå÷àíèå 1. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 1 ïðîèçâîëüíî çàäàííàÿ ãðàíèöà àáñî-

ëþòíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ñóæåíèÿ ïîäûí-

òåðâàëîâ íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà ãëàäêîñòè è âûáîðà ñòåïåíè ïîëèíîìà —

� � � � � �� 0 1 0n n n: , äëÿ âñåõ i èç (1) ñîãëàñíî (14) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

| ( ) ( ) |u x tin� �� � , êàê òîëüêî 0 5 1. ( )log 2 c k�� � .

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîëèíîìîâ �in t( ) â âèäå (8) íà [ , ]� � íåçàâèñèìî

îò ïîðÿäêà ãëàäêîñòè ôóíêöèè u x( ) , íà÷èíàÿ ñ äâóêðàòíîé íåïðåðûâíîé äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòè, íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè [3].

ÏÀÐÀËËÅËÈÇÌ ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèé îáùåãî âèäà ìèíèìèçàöèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè

ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ íàáîðà àëãîðèòìîâ ê ïàðàë-

ëåëüíîé ôîðìå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè íåâåò-

âÿùèõñÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì áåç ó÷åòà îáìåíà; âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü (âðå-

ìÿ) T R( ) âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ,

ãäå R — êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ. Ðàññìîòðèì u u x� ( ) íà ñèñòåìå ïîäûíòåðâà-

ëîâ (1) â óñëîâèÿõ (2). Ïîëèíîì âèäà (4) ìîæíî ïîñòðîèòü ïî ìàêñèìàëüíî

ïàðàëëåëüíîé ñõåìå ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îöåíêîé âðåìåííîé ñëîæíîñòè [3].

Èìåííî êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà (6) ìîæíî ñ÷èòàòü àïðèîðè âû÷èñëåííûìè

ñîãëàñíî (7) äëÿ ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîãî n, àíàëîãè÷íî ìîæíî ñ÷èòàòü

âû÷èñëåííûìè q d jj j� �� / ! äëÿ âñåõ j èç (9) ïðè âñåõ ñîîòâåòñòâåííûõ

� �1, n . Â âûðàæåíèè ðàçíîñòè j-ãî ïîðÿäêà

� j
i ij i j i ju u x ju x j j u x0 1 21 2 1� � � � � � �� �( ) ( ) ( ) / ( ) ( )( ) ( ) � j

iu x( )0
(15)

áèíîìèíàëüíûå êîýôôèöèåíòû C j
�

òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè è õðàíè-

ìûìè â ïàìÿòè äëÿ âñåõ òðåáóåìûõ j è n . Îòñþäà âû÷èñëåíèå (15) ñâîäèòñÿ ê

ñèíõðîííîìó óìíîæåíèþ C j
�

íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u x ji( ), ,� � � 0 , ñëîæåíèþ

ïðîèçâåäåíèé ïî ñõåìå ñäâàèâàíèÿ îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ � j
iu j n0 1, ,� , ÷òî ïî-

òðåáóåò R ~ n2 2/ ïðîöåññîðîâ. Â ðåçóëüòàòå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ bij èç (9)
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ñîñòàâèò � �T n t j t0
2

22 1( / ) log ( )� � �y ñ, ãäå ty , tñ — âðåìÿ áèíàðíîãî óìíî-

æåíèÿ è ñëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëåíèå ai� ñâîäèòñÿ ê ñèíõðîííîìó

óìíîæåíèþ n ïàð bij íà q j� è ñëîæåíèþ ïî ñõåìå ñäâàèâàíèÿ çà âðåìÿ

� �log ( )2 n t� � c. Òàêèå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñèíõðîííî äëÿ âñåõ � èç (8)

ñ îöåíêîé � �T R t n t1 2( ) log� �y ñ. Â ðåçóëüòàòå � �T R t n t( ) ~ ( log )2 2y c� èëè

T n t nt O n( / ) ~ ( log ) (log )2
2 22 2 y c� � . (16)

Äàííîå ïîñòðîåíèå âîñïðîèçâîäèòñÿ ïàðàëëåëüíî ïî âñåì ïîäûíòåðâàëàì èç (1),

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó ðîñòó ÷èñëà ïðîöåññîðîâ [7]: R nk� �2 1 2 .

ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ

Èç ïîëèíîìà âèäà (8) âûòåêàåò òàáëè÷íûé âèä ïðîèçâîäíîé è ïåðâîîáðàçíîé. Èõ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé � � � �

�
	u x h a ti

n

( ) 1 1

1

� �
�

�

,

t x x hi� �( ) / , è îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò ôóíêöèè ïî ñîîòíîøåíèþ

u x dx h t dtin

n

i

P

( ) ( )

�

�

� �	�
�

�

�

00

1

[3]

èëè

u x dx h a ni

n

i

P

( ) / ( )

�

�

� 		� ��

��

�

�
�

�

�1

00

1

1 , (17)

ãäå ai� âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (9). Íà ïðàêòèêå ãðàíèöà ïîãðåøíîñòè òàêîãî

ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîäíîé èìååò ïîðÿäîê 10 15� , à îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà —

10 19� [3, 5]. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà (17) ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ (13).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 1 âûáðàíî ïðîèçâîëüíîå � � 0 . Ïîñêîëü-

êó u x dx u x dx

x

x

i

P

i

i

( ) ( )

�

�

� �	�
�

�

� 1

0

1

, òî

u x dx t dx u x

x

x

i

P

in

x

x

i

P

i

i

i

i

( ) ( ) | ( )
� �

�	 �	
�

�

�

�

� � �
1 1

0

1

0

1

� �in

x

x

i

P

t dx

i

i

( ) |
�

�	
�

� 1

0

1

.

Äëÿ ëþáîãî �1 0� , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k0 , ïðè âñåõ k k� 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî | ( ) ( ) |u x tin� �� �1; ñëåäîâàòåëüíî, | ( ) ( ) |u x t dx dxin

x

x

i

P

x

x

i

P

i

i

i

i

� �
� �

�	 �	
�

�

�

�

�
1 1

0

1

1

0

1

� .

Ñ ó÷åòîì � � � �1

0

1

1

1

dx

x

x

i

P

i

i�

�	
�

�

� �( ) ïðè âûáîðå � � � �1 � �/ ( ) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

u x dx x x h dx k k Pin i

x

x

i

P

i

i

( ) (( ) / ) ,

�

�

�� �	� � � � � �
�

�

�

�
1

0

1

0 2k .

Íàïðèìåð [5], ôóíêöèÿ u e x� � �( )1 2 1 íà îòðåçêå [ , ]0 1 èçëîæåííûì ìåòîäîì

âû÷èñëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 2.71� �10 20 , ãðàíèöà ïîãðåøíîñòè åå ïðîèçâîäíîé ñî-

ñòàâëÿåò 1.89 � �10 15 , îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò íåå íà [ , ]0 1 âû÷èñëÿåòñÿ ñ òî÷-
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íîñòüþ äî 2.17 � �10 19 . Ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñ àáñî-

ëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ1.74 � �10 14 . Ñðàâíèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîé ñõåìû

ðåàëèçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå àïðèîðíîé ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè ïîäûíòåãðàëü-

íîé ôóíêöèè ïîñðåäñòâîì êîìïüþòåðíîé âàðèàöèè ÷èñëà ïîäûíòåðâàëîâ è ñòå-

ïåíè ïîëèíîìà. Òàêàÿ âàðèàöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ê ìåòîäó Ñèìïñîíà íå

îòíîñèòñÿ, îòëè÷èòåëüíûì [2, 3] ÿâëÿåòñÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (17).

Íèæå êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà âèäîèçìåíÿåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè

ôóíêöèé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ÎÄÓ è äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîîá-

ðàçíîé îò àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà. Àíàëîãîì (2) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ìèíè-

ìàëüíîñòè îòêëîíåíèÿ ïîëèíîìà (8) îò ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè. Ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì n óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ áóäåò äîñòèãàòüñÿ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïîäûíòåðâàëîâ

(ñóæåíèåì èõ äëèíû) íà òåêóùåì èíòåðâàëå ïîñòîÿííîé äëèíû. Çà ñ÷åò âàðèàöèè

n ïðè âàðüèðóåìîì ñóæåíèè ïîäûíòåðâàëîâ äîñòèãàåòñÿ áîëåå âûñîêàÿ òî÷íîñòü

ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè (è ìåæäó íèìè) ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ-

õîäíûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå àïðèîðè çàäàþòñÿ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì.

ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ
ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ÎÄÓ

Ïåðâîíà÷àëüíî îòðåçîê [ , ]a b ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòå-

ìû ÎÄÓ äåëèòñÿ íà èíòåðâàëû ðàâíîé äëèíû. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ

íà òåêóùåì èíòåðâàëå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì çíà÷åíèþ íà êîíöå ïðåäøåñòâóþùå-

ãî èíòåðâàëà. Àíàëîãè÷íî (1) òåêóùèé èíòåðâàë ðàçáèâàåòñÿ íà 2k ïîäûíòåð-

âàëîâ ðàâíîé äëèíû, âûáèðàþòñÿ n �1 ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ, ñòðîèòñÿ èíòåð-

ïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Íüþòîíà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ôóíê-

öèè â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîñòíûå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ.

Âûïîëíÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (4)–(7), â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ èíòåðïîëÿöèîí-

íûé ïîëèíîì íà ïîäûíòåðâàëå ïðèíèìàåò âèä (8). Íà ýòîì æå ïîäûíòåðâàëå

îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíàÿ

� 	� � �
�

�� jn

n

jt dt C h a t( ) / ( )

�
�

��
0

11 , (18)

äëÿ êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ ïåðåìåííûì âåðõíèé ïðåäåë è ôèêñèðóåòñÿ íèæíèé.

Çà íèæíèé ïðåäåë ïðèíèìàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ íà

ïðàâîé ãðàíèöå ïðåäûäóùåãî ïîäûíòåðâàëà (íà íà÷àëüíîì ïîäûíòåðâàëå èñ-

ïîëüçóþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è Êîøè). Ïåðâîîáðàçíàÿ (18) ñ îïðåäåëåí-

íîé òàêèì îáðàçîì êîíñòàíòîé ïðèíèìàåòñÿ çà ïðèáëèæåíèå èñêîìîãî ðåøå-

íèÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì ïîäûíòåðâàëå. Íèæå ýòà ñõåìà èçëàãàåòñÿ ñ ìîäèôè-

êàöèåé, çàêëþ÷àþùåéñÿ â ïðîãðàììíîé âàðèàöèè ñòåïåíè ïîëèíîìà è ÷èñëà

ïîäûíòåðâàëîâ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííî-

ãî ðåøåíèÿ.

ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÓ Ñ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅÌ
ÓÇËÎÂÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÏÎ ÌÅÒÎÄÓ ÝÉËÅÐÀ

Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2 íà ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå

[ , ]( ) ( )a b0 0 òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà

� � �y x f x y y x y( ) ( , ), ( )0 0 . (19)

Ñòðîèòñÿ ðàñøèðåíèå [ , ]a b ýòîãî îòðåçêà: a a b b( ) ( ),0 0� � , ãäå ðàçíîñòü b a�

êðàòíà âåëè÷èíå �, ðàâíîé äëèíå òåêóùåãî èíòåðâàëà. Äëÿ íåæåñòêèõ çàäà÷
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öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü � �1 [3]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà [ , ]a b âûïîëíåíû âñå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, à òàêæå âñå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

ðàññìàòðèâàåìîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (â äàííîì ñëó÷àå ìåòîäà Ýéëåðà). Âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàçáèåíèå:

[ , ] [ , ]a b a b

i

R

i i�
�

�

0

1

� , b ai i� � � , i R� �0 1, . (20)

Ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ íà [ , ]a b ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèáëèæåíèþ íà

èíòåðâàëàõ [ , ]a bi i , ïðè êàæäîì i � 1 ïîëàãàåòñÿ y a y bi i( ) ( )� �1 è y a y( )0 0� .

Äëÿ êàæäîãî i èç (20) àíàëîãè÷íî (1) çàäàåòñÿ ñèñòåìà ïîäûíòåðâàëîâ:

[ , ] [ , ]a b x xi i

j

P

j j�
�

�

�
0

1

1� , P kk� �2 0 1, , ,{ }� . (21)

Àíàëîãè÷íî (2)–(9) íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå èç (21) ñòðîèòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíî-

ìèàëüíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè (19). Êîëè÷åñòâî ïîäûíòåðâà-

ëîâ P k� 2 è ñòåïåíü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà n âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû

áûëî ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèå

	 �ij jn j j jx x f x z x x x x j P( ) | ( ) ( , ( )) | , [ , ], ,� � � � ��1 0 1, (22)

ãäå � jn x f x y( ) ( , )� èç (19), z x y x dxj j jn

x

x

j

( ) ( )� � � � — ïîëèíîì ñ ÷èñëîâûìè

êîýôôèöèåíòàìè âèäà (18), ïðèáëèæàþùèé èñêîìîå ðåøåíèå z x y xj ( ) ( )� .

Ïðè ýòîì óçëû èíòåðïîëÿöèè íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå àïðèîðè âû÷èñëÿþòñÿ

ïî ìåòîäó Ýéëåðà ñ èçëàãàåìûìè íèæå îñîáåííîñòÿìè.

Ïðàêòè÷åñêè ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ñî ñëåäóþùèì óòî÷íåíèåì. Ôèêñèðóåòñÿ

íà÷àëüíîå n , è ïðè k � 0 íà ïîäûíòåðâàëå [ , ]x x0 1 èç (21) â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷-

êàõ ñ øàãîì, ìåíüøèì øàãà èíòåðïîëÿöèè, âû÷èñëÿåòñÿ 	i x0 ( ) èç (22). Ìàêñè-

ìàëüíîå èç ýòèõ çíà÷åíèé, îáîçíà÷àåìîå
~ ( , )	i

k n , ñîõðàíÿåòñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòå-

ðà ñ ñîîòâåòñòâåííûìè èíäåêñàìè i , k , n . Çàòåì k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó

è ïîñòðîåíèå âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè òîì æå çíà÷åíèè n íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå.

Ïðè ýòîì â ïàìÿòè âìåñòå ñ èíäåêñàìè i , k , n ñîõðàíÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-

íèå
~

max ( ( ))
( , )	 	i
k n

j
ij x� ïî âñåì j P� �0 1, ñðåäè ñîîòâåòñòâóþùèõ j-ìó ïîäûí-

òåðâàëó çíà÷åíèé 	ij x( ) . Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîìåíòà íàðóøåíèÿ äîïóñòè-

ìûõ (àïðèîðè çàäàííûõ) ãðàíèö k. Ïðè èõ íàðóøåíèè âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä

ê ìèíèìàëüíîìó k, íî óæå ïðè óâåëè÷åíèè n íà åäèíèöó, ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ

äî íàðóøåíèÿ àïðèîðè çàäàííûõ ãðàíèö n . Ñðåäè âñåõ ñîõðàíÿåìûõ çíà÷åíèé

âûáèðàåòñÿ min
~ ( , )

i
i

k n

�const
	 , ñîîòâåòñòâóþùèå k è n ôèêñèðóþòñÿ äëÿ i-ãî èíòåðâàëà

èç (20) êàê öåëåâûå. Èìåííî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ðåøåíèå çàäà÷è (19) ïðèáëèæà-

åòñÿ íà îòðåçêå [ , ]a bi i ïî äàííîé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå. Ñîãëàñíî ýêñ-

ïåðèìåíòó [8] äëÿ k è n öåëåñîîáðàçíû ãðàíèöû k � 10 , n � 15 , ïðè ýòîì äîñòèãà-

åòñÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ 10 1016 19� �� è âûøå (íèæå äàíû ïðèìåðû).

Êîýôôèöèåíòû êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïðè êàæäîì j ïîäûíòåðâàë [ , ]x xj j�1 èç (21) ðàçáèâàåòñÿ íà n

ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ ñ øàãîì h :

x x ph p n h x x njp j j j� � � � ��, , , ( ) /0 1 . (23)
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Â êàæäîì óçëå (23) âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ f x yjp jp( , ) , ãäå yjp îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ìåòîäó Ýéëåðà:

y y h f x y p njp j p j p j p� � � �� � �( ) ( ) ( )( , ), ,1 1 1 1 , (24)

ïðè ýòîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ yj 0 áåðåòñÿ çíà÷åíèå íà ïðàâîé ãðàíè-

öå èç îêîí÷àòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïðåäûäóùåì ïîäûíòåðâàëå: y yj j n0 1� �( ) ,

äëÿ íà÷àëüíîãî ïîäûíòåðâàëà èç (19) y y00 0� . Çíà÷åíèÿ f x yjp jp( , ) ïðèíèìà-

þòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè:


 jp jp jpf x y p n� �( , ), ,0 . (25)

Àíàëîãè÷íî âñþäó íèæå y áóäåò îáîçíà÷àòü âû÷èñëÿåìîå ïðèáëèæåíèå òî÷íîãî

ðåøåíèÿ y. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè (25) ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé

ïîëèíîì Íüþòîíà ñòåïåíè n , êîòîðûé ïî ñõåìå (4)–(9) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

� jn j j

n

jx a a x x h( ) (( ) / )� � �
�
	0

1

0�
�

� , (26)

ãäå a j j0 0� 
 , a b d kj jk k

k

n

� �
�

�
�
	 / !, bjk

k
j� � 
 0 .

Ïîëèíîì (26) ïðèáëèæàåò ïðîèçâîäíóþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (19). Ïðèáëèæåíèå

ñàìîãî ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ êàê ïåðâîîáðàçíàÿ îò (26) ñ ïîñòîÿííîé, ïðèíèìàþùåé

çíà÷åíèå yj0 . Ñåìåéñòâî ïåðâîîáðàçíûõ îò ïîëèíîìà � jn x( ) íà j-ì ïîäûíòåðâà-

ëå èìååò âèä (18). Ôèêñèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè (18) çíà÷åíèÿ íèæíåãî ïðåäåëà

è çàìåíà êîíñòàíòû C íà yj0 îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ z x y x dxj j jn

x

x

j

( ) ( )� � �0

0

� èëè

z x y h a x x hj j j

n

j( ) / ( )(( ) / )� � � �
�

�	0

0

0
11�

�

�� . (27)

Ïîëèíîì (27) ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ y x( ) íà j-ì ïîä-

ûíòåðâàëå:

y x z x x x xj j j( ) ( ), [ , ]� � �1 . (28)

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïîëèíîìà (27) ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå Ãîðíåðà ïðè

t x x hj� �( ) /0 :

z t y h a n t a n t a nj j jn j n j n( ) ( (( / ( ) / ) / (( ) ( )� � � � � �� �0 1 21 1� )) ) .� �� a tj 0 (29)

Àíàëîãè÷íîå ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ íà ñëåäóþùåì ïîäûíòåðâàëå è ò. ä. äî

èñ÷åðïàíèÿ èíòåðâàëà [ , ]a bi i .

Çàìå÷àíèå 2. Â ñèëó èíòåðïîëÿöèè ïðèáëèæåíèå (27) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñ-

êèì âíóòðè êàæäîãî ïîäûíòåðâàëà. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ

z x z xj j j j n( ) ( )( )0 1 1� � � , îíî íåïðåðûâíî íà ãðàíèöàõ êàæäîãî ïîäûíòåðâàëà. Ïîýòî-

ìó ïðè êàæäîì i â (20) äàííîå ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíî íà [ , ]a bi i . Ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî y a y bi i( ) ( )� �1 , îíî íåïðåðûâíî íà âñåì îòðåçêå [ , ]a b . Ïðèáëèæåíèå ïðîèçâîä-

íîé ðåøåíèÿ òàêæå íåïðåðûâíî íà âñåì [ , ]a b . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

x xj j n0 1� �( ) , äëÿ ðåøåíèÿ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî y yj j n0 1� �( ) ; ñëåäîâàòåëüíî,

f x y f x yj j j n j n( , ) ( , )( ) ( )0 0 1 1� � � . Èç (25), (26) èìååì � �jn j j n j nx x( ) ( )( ) ( )0 1 1� � � ;

òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíî ïðè êàæäîì i èç (20) íà

[ , ]a bi i . Ðàâåíñòâî y a y bi i( ) ( )� �1 îáóñëîâëèâàåò f a y a f b y bi i i i( , ( )) ( , ( ))� � �1 1 ;

ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (19) íåïðåðûâíî íà âñåì îòðåçêå [ , ]a b .

Çíà÷åíèÿ y z x p njp j jp� �( ), ,1 , èç (27) â ïðîöåññå êîìïüþòåðíîé ðåàëèçà-

öèè îêàçûâàþòñÿ áîëåå òî÷íûìè ïðèáëèæåíèÿìè ðåøåíèÿ, ÷åì ïîëó÷àåìûå íå-
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ïîñðåäñòâåííî ðàçíîñòíûì ìåòîäîì. Ýòè çíà÷åíèÿ öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü êàê

íîâûå óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ â èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëàõ äëÿ ïîñëåäóþùåãî èí-

òåðïîëèðîâàíèÿ. Óòî÷íåíèå ñòðîèòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî

ïðîöåññà. Êàê ðåçóëüòàòû ïåðâîé èòåðàöèè íà j-ì ïîäûíòåðâàëå ïðèíèìàþòñÿ

y z xjp j jp� ( ) èç (29): y yjp jp
( )1 � , p n�1, . Â ýòîì îáîçíà÷åíèè îíè èñïîëüçóþòñÿ

â êà÷åñòâå ïîäñòàíîâêè âòîðîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè f x yjp jp( , )( )1 , p n�1, . Äàëåå

îïèñàííûé ïðîöåññ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïîâòîðÿåòñÿ îäèí ðàç. Â ñâîþ î÷åðåäü, çíà-

÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì â ðåçóëüòàòå âòîðîé èòåðàöèè, îáîçíà÷àþòñÿ

yjp
( )2 , p n�1, . Îíè ïîâòîðíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íîâûõ óòî÷íåíèé íà òåêóùåì ïîä-

ûíòåðâàëå ñ óçëîâûìè çíà÷åíèÿìè f x yjp jp( , )( )2 , p n�1, , è îïèñàííûé âûøå ïðî-

öåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå � ïîâòîðåíèé ïðèáëèæåíèå ïðîèçâîäíîé

f x yjp jp
l( , )( ) , p n�1, , îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íûì, ÷åì íà÷àëüíîå, ñî-

îòâåòñòâåííî óòî÷íÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ. Äëÿ ïåðåõîäà îò �-é ê ( )� �1 -é

èòåðàöèè èíäåêñèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ � jn jp jp jpx f x y( ) ( )( ) ( , )� �� èç (26) äëÿ âñåõ

p n�1, èç (23) è çíà÷åíèÿ y z xjp j jp
( ) ( ) ( )� �� �1 , âû÷èñëÿåìûå èç âíîâü ïîñòðîåííîãî

ïîëèíîìà ñ êîýôôèöèåíòàìè âèäà (27), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå yjp

äëÿ (25) ïðè âûïîëíåíèè ( )� �1 -é èòåðàöèè. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ � èòåðàöèé íà j-ì

ïîäûíòåðâàëå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ( )j �1 -ìó ïîäûíòåðâàëó, ãäå â êà÷åñòâå íà-

÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ áåðåòñÿ çíà÷åíèå îêîí÷àòåëüíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ íà êîíöå ïðåäûäóùåãî ïîäûíòåðâàëà: y yj jn( )
( )

� �1 0
� . Íà ( )j �1 -ì ïîäûí-

òåðâàëå ñíîâà âûïîëíÿþòñÿ � èòåðàöèé, ïðîöåññ âîñïðîèçâîäèòñÿ îò j � 0 äî j P� �1

èç (21). ×èñëî èòåðàöèé îãðàíè÷èâàåòñÿ: � �
~
L ,

~
L � const , íà ïðàêòèêå

~
L � 9.

Ïîñëå îêîí÷àòåëüíîãî âûáîðà è ôèêñèðîâàíèÿ k è n, ïðè òîì æå çíà÷åíèè
~
L , âû-

ïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå ïðèáëèæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè è ðåøåíèÿ

ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëèíîìîâ (26), (27) ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ k è n.

Âñå îïèñàííûå èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå [ , ]a bi i .

Ïðè âû÷èñëåíèè óçëîâûõ çíà÷åíèé ïî ìåòîäó Ýéëåðà â ýêñïåðèìåíòàõ [7, 8]

ñ íåæåñòêèìè çàäà÷àìè ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà 10 19� íå ïðåâûøàåòñÿ íà âñåì îò-

ðåçêå (20).

Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ïåðâîíà÷àëüíî îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ áåç ó÷å-

òà èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ, ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîãî d � const â îáëàñòè
~

, | |R a x b y y d� � � � �{ }0 ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè âñå óñëîâèÿ ñóùåñò-

âîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (19); â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f x y( , ) ñó-

ùåñòâóåò è íåïðåðûâíà âî âñåé
~
R ; êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèïøèöà

| ( , ) ( , ~) | | ~ | ,f x y f x y L y y L� � � �const � � � �x y y x y R x y R, , ~ : ( , )
~

( , ~)
~
. (30)

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f x y x( , ( )) èìååò n �1 íåïðåðûâíóþ ïðî-

èçâîäíóþ íà âñåì îòðåçêå [ , ]a b èç (20), íà ãðàíèöàõ îòðåçêà ïðîèçâîäíûå ïîíè-

ìàþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâåííî îäíîñòîðîííèå. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i çàôèêñè-

ðîâàí èíòåðâàë [ , ]a bi i . Íà ýòîì è íà âñåõ äðóãèõ èíòåðâàëàõ èç (20) çàôèêñèðî-

âàíà ñòåïåíü n èíòåðïîëèðóþùèõ ïðàâóþ ÷àñòü (19) ïîëèíîìîâ � jn x( ) èç (26),

n � const , 1 � n ; j P� �0 1, . Ñîãëàñíî (23)–(26) äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé â óçëàõ

èíòåðïîëÿöèè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ýéëåðà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàçíîñòíûå çíà-

÷åíèÿ, à òàêæå êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ íå âûâîäÿò èç

îáëàñòè
~
R , äëÿ íèõ ñîõðàíÿåòñÿ óñëîâèå (30), ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
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è íåïðåðûâíîñòü n �1 ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f x y x( , ( )) , ãäå y x( ) — ðàññìàòðèâà-

åìîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ y x( ).

Íà÷àëüíûé ýòàï ðàçáèåíèÿ âûáðàííîãî èíòåðâàëà íà ïîäûíòåðâàëû ñ÷èòàåò-

ñÿ íóëåâûì, ïîñëåäóþùèå ýòàïû íóìåðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîêàçàòåëþ

ñòåïåíè k èç (21).

Íà íóëåâîì ýòàïå ïîëàãàåòñÿ [ , ] [ , ]x x a bi i0 1 � . Àíàëîãè÷íî (10), (11) ïî-

ãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (19) íà äàííîì ïîäûíòåðâàëå ïîëè-

íîìîì � 0n x( ) ñ óçëîâûìè çíà÷åíèÿìè f x yp p( , )0 0 èç (25) ïðè j � 0 ìîæíî

îöåíèòü èç íåðàâåíñòâà

| ( , ) ( ) | ~f x y x c hn
n� � �� 0

1, ~ ~( , ,
~

)c c f n R� , P �1, [ , ] [ , ]a b x xi i � 0 1 , (31)

ãäå ~( , ,
~

) max | ( , ( ) |~
( )c f n R f x y x

R

n� �1 ) , ~ , ~c c� � �const â ñèëó çàìêíóòîñòè
~
R .

Àíàëîãè÷íî (12), (13) ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè f x y x( , ( )) íà k-ì ýòàïå,

1 � k , èíòåðâàë [ , ]a bi i ðàçáèâàåòñÿ íà P k� 2 ïîäûíòåðâàëîâ ðàâíîé äëèíû, íà

êàæäîì èç íèõ èíòåðïîëèðóåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü (19) ïîëèíîìîì Íüþòîíà

� jn x j P( ), ,� �0 1. Ïðè ýòîì âõîäíûå çíà÷åíèÿ â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè f x yjp jp( , )

íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå ñ íîìåðîì j P� �0 1, äàííîãî ýòàïà ðàçáèåíèÿ âû÷èñëÿ-

þòñÿ ñîãëàñíî (24), (25). Íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì yj 0 ïðè äàííîì è âñåõ ïîñëåäó-

þùèõ k áåðåòñÿ çíà÷åíèå íà ïðàâîé ãðàíèöå èç îêîí÷àòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà

ïðåäûäóùåì ïîäûíòåðâàëå: y yj j n0 1� �( ) . Ïðè j � 0 çíà÷åíèå y00 ïîëàãàåòñÿ ðàâ-

íûì çíà÷åíèþ ïðèáëèæåíèÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå ïðåäûäóùåãî èíòåðâàëà ñ íîìå-

ðîì i �1, äëÿ íà÷àëüíîãî èíòåðâàëà (i � 0) — çíà÷åíèå y y00 0� èç (19). Øàã ìå-

òîäà Ýéëåðà ïðè âû÷èñëåíèè óçëîâûõ çíà÷åíèé íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå ïîëàãà-

åòñÿ ðàâíûì ðàññòîÿíèþ ìåæäó óçëàìè èíòåðïîëÿöèè, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò h k/ 2 .

Â ðåçóëüòàòå ïî àíàëîãèè ñ (11)–(13) èç (31) âûòåêàåò îöåíêà

| ( , ) ( ) | ~ ( )f x y x c hkj n
k n n

k
� � � � �� 2 1 1, P k� 2 , [ , ] [ , ]a b x xi i

j

j j

k

�
�

�

�
0

2 1

1� , (32)

ãäå � �kj n jnk
x x( ) ( )� — èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Íüþòîíà ñòåïåíè n èç

(26) äëÿ jk -ãî ïîäûíòåðâàëà; øàã h àíàëîãè÷íî (12), (13) îòíîñèòñÿ ê èíòåð-

ïîëÿöèîííîìó ïîëèíîìó íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå [ , ]a bi i è íå èçìåíÿåòñÿ ïðè

åãî ðàçáèåíèè íà P k� 2 ÷àñòåé.

Äàëåå, ïóñòü � �kj n k j nk k
x� ( ) . Î÷åâèäíî,

| | | ( , ) | | ( , )( ) ( )� � � �k j n k j n k j n k jk k k
f x y f x y� � � � �� ��1 11 k n�1

| , (33)

ãäå x x xj jk k
� �[ , ]1 . Íà ( )k �1 -ì ýòàïå ïðè ÷åòíîì jk èìååì x x xj jk k

� �
� � �[ , (

1 1 1

�
�

xjk 1
2) / ], ïðè íå÷åòíîì j

k
èìååì x x x xj j jk k k

� �
� � �� �[( ) / , ]

1 1 11 12 . Èç (32), (33)

ñëåäóåò | | ~ ( )( )
( ) ( )( )� �k j n k j n

n k n k n
k k

c h� � ��
� � � � � �

�1
1 1 1 1

1
2 2 èëè

| |
~

( )
( )� �k j n k j n

n k n
k k

Ch� ��
� � �

�1
1 1

1
2 ,

~ ~( )C c n� � �1 2 1 . (34)

Íåðàâåíñòâî | |( ) ( ) ( ) (� � � � �k m j n k j n j k j k jk m k k k k m� � �� � � �
� � � � �

1 21 2 � k m� ) , ãäå

� � �j k k j n k j nk k k� � � �� � � �� �
� � �� � �( ) ( ) ( )| |1 1

, � �1, m , ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî m �Z . Îòñþäà è èç (34) ñëåäóåò | |
~

( )
( )( )� �k m j n k j n

n

r

m
k r n

k m k
Ch�

�

�

� � �
�

� � 	1

1

12

èëè

| |
~

( )
( )( ) ( )� �k m j n k j n

n k n r n

r

m

k m k
Ch�

� � � � � �

�
�

� � 1 1 1 1

0

2 2
�

	
1

. (35)
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Ïðè çàìåíå êîíå÷íîãî ðÿäà ñëàãàåìûõ â (35) íà 2 1

0

� �

�

�

	 r n

r

( ) ïîëó÷àåì

| |
~

( )( )
( )( )� �k m j n k j n

n k n
k m k

Ch q�
� � � � �

�
� � �1 1 1 12 1 , (36)

ãäå q n� � �2 1( ) . Èç (36) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî � � 0 ñóùåñòâóåò N N� ( )� òà-

êîå, ÷òî

| |( )� � �k m j n k j nk m k� �
� � � �x a bi i[ , ],

åñëè k N� , ãäå N n Ch qn� � � �� � �int (( ) (
~

( ) ))1 1 12
1 1 1log � . Îöåíêà (36) íå çàâè-

ñèò îò âûáîðà m , ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ëåììû Áîëüöàíî–Êîøè ñïðàâåäëèâà

cëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � �k j n k j nk k
x� ( ) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåêî-

òîðîé ôóíêöèè
~

( , )f x y íà [ , ]a bi i :

� k j nk
f x y k�
~

( , ), � � . (37)

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (36) ïðè m � � îáóñëîâëèâàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (37) îöåíèâàåòñÿ èç íåðàâåíñòâà

|
~

( , ) |
~

( )( )( )f x y Ch qkj n
n k n

k
� � �� � � � �� 1 1 1 12 1 . (38)

Ôóíêöèÿ
~

( , )f x y èç (37), (38) ñîâïàäàåò ñ f x y( , ) èç (19) âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � k j nk
âêëþ÷àåò ñõîäÿùóþñÿ ê f x y( , ) ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçíîñòíûõ ïðèáëèæåíèé

ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó Ýéëåðà, ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèè íà÷àëüíûõ çíà-

÷åíèé íà ïîäûíòåðâàëå âíîñÿò â ýòîò ìåòîä ïîãðåøíîñòü íà øàãå âûñøåãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà � k j nk
ïðè êàæäîì k â êà-

÷åñòâå óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðèíèìàþòñÿ ðàçíîñòíûå çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå ïî ìå-

òîäó Ýéëåðà ñ øàãîì h k/ 2 . Äëÿ íóëåâîãî ïîäûíòåðâàëà íà èíòåðâàëå ñ íîìåðîì

i � 0 íà÷àëüíîå äàííîå äëÿ ìåòîäà Ýéëåðà çàèìñòâóåòñÿ èç (19). Íà âñåõ ïîñëåäóþ-

ùèõ ïîäûíòåðâàëàõ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ýòîãî ìåòîäà âûáèðàåòñÿ èç èíòåðïî-

ëÿöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïðåäøåñòâóþùåì ïîäûíòåðâàëå ñ ïîðÿäêîì

ïîãðåøíîñòè, ìåíüøèì ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòè äëÿ ìåòîäà íà øàãå Ýéëåðà. Íà jk -ì

ïîäûíòåðâàëå ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà íà øàãå ìîæíî îöåíèòü [9] èç ôîðìóëû

Òåéëîðà: y y f x y h f y hp p p p
k

p p
k

�
� �� � � �1

22 2( , ) ( , ( ))( )� � , x xp p p� � �� 1, îò-

êóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî | | ( )y y c hp p
k

� �
�� �1 1 0

22 , ãäå c f x y
R

0 � �max | ( , ) |
~

,

yp�1 — ïðèáëèæåíèå ïî ìåòîäó Ýéëåðà. Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíê-

öèè f x y( , ) îöåíèâàåòñÿ èç (32): | ( , ) ( ) | ~ ( )f x y x c hkj n
k n n

k
� � � � �� 2 1 1. Ïóñòü

� �k k j nx f x y x
k

( ) ( , ) ( )� � , òîãäà y y x x hp p k p k j n p
k

k�
�� � �1 2( ( ) ( ))� � , ïîãðåø-

íîñòü ìåòîäà Ýéëåðà íà îäíîì øàãå îò ñîáñòâåííî èíòåðïîëèðîâàíèÿ íà ïðåäûäó-

ùåì ïîäûíòåðâàëå ñîñòàâèò �k p
k n k nx h c h( ) ~ ( )2 22 2� � � �� , à ýòî ïðè âñåõ n � 1 íà

ïîðÿäîê íèæå ïîãðåøíîñòè íà øàãå íåïîñðåäñòâåííî ìåòîäà Ýéëåðà. Îòñþäà ìå-

òîä Ýéëåðà ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñõîäèòñÿ ê òîé æå

ôóíêöèè, ÷òî è ýòîò æå ìåòîä ñ øàãîì h k/ 2 . Áîëåå òî÷íî: y y xj pk
� ( ) íà [ , ]a xi

â ñèëó h k2 0� � ïðè êàæäîì x a bi i�[ , ], à ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâûõ çíà÷å-
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íèé f x yj p j pk k
( , ) , ãäå p — íîìåð óçëà èíòåðïîëÿöèè, ñõîäèòñÿ ïðè òåõ æå x ê ïðà-

âîé ÷àñòè (19) ïðè k � � . Îòñþäà f x y f x y( , )
~

( , )� � �x a bi i[ , ]. Òàêèì îáðàçîì,

èìååò ìåñòî ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2 � k j n i ik
f x y x a b� ( , ) [ , ]� � è íà k-ì ýòàïå

| ( , ) |
~

( )( )( )f x y Ch qkj n
n k n

k
� � �� � � � �� 1 1 1 12 1 . (39)

Îñòàåòñÿ îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñàìîãî ðåøå-

íèÿ. Íà k-ì ýòàïå ðàçáèåíèÿ ñîãëàñíî (27), (28) äëÿ ïîäûíòåðâàëà ñ íîìåðîì

j jk� ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

| ( ) ( ) | ( ) ( , )z x y x y dx y x f x y dxj k j

x

x

k j n jk k

jk

k k
� � � � ��0 0

0

�

x

x

j j

jk

k k
x x x

0

1� � �, [ , ].

Îòñþäà | ( ) ( ) | max | | | ( , )z x y x x x f x y
j k

x x x
j k j n

k
jk jk

k k
� � � �

� � � 1

0 � | | ( ) |� �y y xj jk k
0 0

.

Ñ ó÷åòîì (39) è òîãî, ÷òî | |x x j
k

k
� � � �

0 2 , ãäå � cëåäóåò èç (20), ïîñëåäíÿÿ

îöåíêà îáóñëîâëèâàåò íåðàâåíñòâî

| ( ) ( ) |
~

( ) |( )( )z x y x Ch q yj k
k n k n

jk k
� � � � �� � � � � �2 2 11 1 1 1

0 � y x jk
( ) |0 , (40)

ãäå
~
C ñëåäóåò èç (34). Çíà÷åíèå y jk 0 èç (40) ðàâíî çíà÷åíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ íà êîíöå ïîäûíòåðâàëà ñ íîìåðîì jk �1, ïîýòîìó y jk 0 �
� � �z xj k j nk k( ) ( )( )1 1 . Îòñþäà

max | ( ) ( ) |
~ ( )(

x x x
j k

k n k n

jk jk

k
z x y x Ch

� �

� � � � �

�

� � �
1

2 21 1 1) ( )1 1� ��q

� �
� �

�
�

max | ( ) ( ) |( )
x x x

j k
jk jk

k
z x y x

1

1 . (41)

Â îáîçíà÷åíèè � j
x x x

j kk
jk jk

k
z x y x� �

� � �

max | ( ) ( ) |
1

, 
k
k n k nCh� � �� � � � �2 21 1 1~ ( )( )

� � �( )1 1q íåðàâåíñòâî (41) ïðèìåò âèä � 
 �j k jk k
� � �1. Ïî ðåêóððåíòíîñòè

� 
 
 
 �j k k kk
� � � � �� 0 , ãäå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ 
k ðàâíî ÷èñëó ïîäûíòåð-

âàëîâ íà îòðåçêå [ , ]a bi i , óìíîæåííîìó íà ÷èñëî èíòåðâàëîâ i �1, �
�

— îøèáêà

ââîäà íà÷àëüíîãî äàííîãî, ïðåäïîëàãàåìàÿ ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

� 
j
k

kk
i� �2 1( ) . Ïîñêîëüêó i b a b ai i i� � � �1 ( ) / ( ) è b bi � , òî � 
j

k
kk

b a� � �2 ( )

� �x a bi[ , ]. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà i îöåíêà ñïðàâåäëèâà � �x a b[ , ]. Òà-
êèì îáðàçîì,

| ( ) ( ) |
~

( ) ( ) [( )( )z x y x C b a h q x aj k
n k n

k
� � � � � �� � � � �1 1 1 12 1 , ]b . (42)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (42) íå çàâèñèò îò x; ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ

ñõîäèìîñòü z x y xj kk
( ) ( )� � �x a b[ , ] ïðè k � � . Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî

z x z xj k jk
( ) ( )� èç (27) ïðè j jk� íà k-ì ýòàïå ðàçáèåíèÿ.

Èç èçëîæåííîãî âûòåêàåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì âûáîðå n , 1 0� �n n , n0 � const , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëèíîìîâ z xj kk
( ) , ãäå k îïðåäåëÿåòñÿ èç (21), ðàâíîìåðíî íà [ , ]a b ñõîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ y x( ) çàäà÷è (19) ïðè k � � . Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îöåíèâàåòñÿ èç

(42), ãäå
~
Ñ � const , h — øàã èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïîëèíîìà z xj00 ( ) íà [ , ]a bi i èç

(21), âûáðàííûé â ñîîòâåòñòâèè k � 0 , åãî çíà÷åíèå íå èçìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì k.
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Ñëåäñòâèå 4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ n �1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõî-

äèìîñòü z x y xj kk
( ) ( )� � �x a b[ , ], åñëè k � � , ïðè ýòîì

| ( ) ( ) | ~ ( ) , ~( )z x y x c b a h cj k
k

k
� � � �� �

0
2 2 1

02 const , (43)

ãäå ~ ~
/ ( )c C q0 1� � ,

~
C îïðåäåëÿåòñÿ èç (34), q — èç (36) ïðè n �1.

Ñëåäñòâèå 5. Â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 è ïðè h� 1 íà k-ì ýòà-

ïå ðàçáèåíèÿ îäíîâðåìåííî âñåõ èíòåðâàëîâ (20) äëÿ � �x a b[ , ] âûïîëíÿåòñÿ íå-

ðàâåíñòâî

| ( ) ( ) |
~

( ) ,
~( )z x y x C b a Cj k

k
k

� � � �� �
0

2 1
02 const , (44)

êîíñòàíòà
~
C0 íå çàâèñèò îò n.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè (42) äëÿ ëþáîãî n, 1 0� �n n ,

ïðè q n� � �2 1( ) ,
~ ~( , ,

~
)( )C c f n R n� � �1 2 1 . Çàìåíà ~( , ,

~
)c f n R íà max ~( , ,

~
)

1 0� �n n
c f n R ,

ìíîæèòåëÿ1 2 1� �n íà1 2 0 1� �n
, äðîáè q n� � �2 1( ) íà q �1 4/ , çíà÷åíèÿ h íà åäèíè-

öó ïðèâîäèò ê (44).

Çàìå÷àíèå 3. Èç ñëåäñòâèé 4, 5 âûòåêàåò íåçàâèñèìîñòü îöåíîê (43), (44) îò

ïîðÿäêà ãëàäêîñòè n �1 ïðàâîé ÷àñòè (19). Íà÷èíàÿ ñ äâóêðàòíîé íåïðåðûâíîé

äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f x y( , ), ïîðÿäîê ãëàäêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷-

íûì äëÿ ñõîäèìîñòè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ìàëîñòü ïðàâûõ

÷àñòåé (43), (44) äîñòèãàåòñÿ ñóæåíèåì äëèíû ïîäûíòåðâàëîâ â ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Êðîìå òîãî, ðîñò ïîðÿäêà ãëàäêîñòè ñíèæàåò âåëè÷èíû êîíñòàíò â

ìàæîðèðóþùèõ îöåíêàõ (39), (42). Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ ÷èñëåííûì

ýêñïåðèìåíòîì [7, 8], ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Çàìå÷àíèå 4. Îöåíêà (44) ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòíîé äëÿ n è îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè,

ê âûáîðó âàðüèðóåìûõ n äëÿ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè (22) â ãðàíèöàõ1 0� �n n .

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ýéëåðà â ðàññìàòðèâàåìîì êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîì

ïðèáëèæåíèè äîñòàòî÷íî îäíîêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðàâîé ÷àñòè (19) è âû-

ïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ëèïøèöà (30). Îòñþäà ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèé 3, 4 ìåòîä â öåëîì ïðè-

ìåíèì ïðè íåâûñîêîì ïîðÿäêå ãëàäêîñòè çàäà÷è (19), òîãäà êàê ìåòîäû âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ äëÿ ñâîåé ñõîäèìîñòè òðåáóþò ñóùåñòâîâàíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ [1].

ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ÎÄÓ Ñ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅÌ
ÓÇËÎÂÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÌÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÂÛÑØÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä âûñîêîãî

ïîðÿäêà, åñëè ýòî äîïóñêàåò îãðàíè÷åíèå íà ïðàâóþ ÷àñòü (19). Â íàñòîÿùåé

ñòàòüå â ïðîöåññå îïèñûâàåìîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå ìå-

òîäû. Ìåòîä Ýéëåðà–Êîøè íà ïîäûíòåðâàëå [ , ]x xj j�1 ïðèìåíÿëñÿ â âèäå [9]
~ ( , )( ) ( ) ( )y y h f x yjp j p j p j p� � �� � �1 1 1 , y y h f x yjp j p j p j p� � � ��

�
� �( ) ( ) ( )( ( , )1

1
1 12

� f x yjp jp( , ~ )) , p n�1, , ãäå x jp , h îïðåäåëÿþòñÿ èç (23), yjp ïðèíèìàþòñÿ â êà-

÷åñòâå èíòåðïîëèðóåìûõ çíà÷åíèé àíàëîãè÷íî çíà÷åíèÿì (24) äëÿ ïîëèíîìà (26).

Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå ïðèìåíÿëèñü ðàçíîñòíûå ìåòîäû Ðóíãå–Êóòòà 4-ãî ïîðÿä-

êà [10], ìåòîä Áóò÷åðà 6-ãî ïîðÿäêà [11], ìåòîä Äîðìàíà-Ïðèíñà 8-ãî ïîðÿäêà

àïïðîêñèìàöèè [11]. Êîýôôèöèåíòû ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðèâåäåíû â [8].

Â äàííîé ñòàòüå îíè îïóñêàþòñÿ ââèäó ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ

� � �Y x F x Y Y x Y( ) ( , ), ( )0 0 , (45)

ãäå F x Y f x Y f x Y f x YN( , ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))� 1 2 � , Y y x y x y xN� ( ( ), ( ), , ( ))1 2 � ,

Y y y y N0 01 02 0� ( , , ..., ) , â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
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øåíèÿ ñõåìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [ , ]a b ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî

êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîìó ïðèáëèæåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21) ñ òàêèì èçìåíå-

íèåì, êîãäà âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîé êîìïîíåí-

òû âåêòîð-ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè (45), âêëþ÷àÿ ïðîãðàììíûé ïîäáîð k è n

ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñ-

òåìû (45) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåõîäîì ê êàíî-

íè÷åñêîé íîðìå âåêòîðà ïîãðåøíîñòè.

Çàìå÷àíèå 5. Îáúåì âû÷èñëåíèé íà êàæäîì èíòåðâàëå [ , ]a bi i èç (20) êîíå-

÷åí, îäèíàêîâ äëÿ âñåõ i è çàâèñèò îò ïîðÿäêà ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (â êà÷åñòâå êî-

òîðîãî ìîæíî âûáðàòü íàèìåíüøèé (òàáë. 1)), à òàêæå ëèíåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà

óðàâíåíèé â (45), íî íå çàâèñèò îò äëèíû îòðåçêà [ , ]a b .

Êîä ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (45) è ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò áåç ïðåîáðàçîâà-

íèé ïðàâîé ÷àñòè, èññëåäóåìûõ â [12], ïðèâîäÿòñÿ â [8], ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ñ ó÷å-

òîì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíû â [7], íàèáîëåå õàðàêòåðíûå èç íèõ äàíû íèæå.

Ðåàëèçàöèÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ìåòîäà âûïîëíåíà â êîíñîëüíîì ïðèëî-

æåíèè Delphi íà ÏÊ Intel Core. Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ïîëèíîìà ïî ñõåìå (29)

äëÿ ñíèæåíèÿ ïîãðåøíîñòè â óçëîâûõ òî÷êàõ (23) èñïîëüçîâàëàñü çàìåíà p — íîìå-

ðà óçëà èíòåðïîëÿöèè: p t� , ãäå t x x hip i� �( ) /0 ; òàê, íàïðèìåð, çàäà÷à Êîøè

� � � � � � � ��y x x y y y y y y1
1

1 2 2 2 1 22 2 1 2 1 4, , ( ) , ( ) (46)

èìååò ðåøåíèå [13] y x x y x1
2

2
21� � � �, ( ) , ïîãðåøíîñòü åãî ïðèáëèæåíèÿ ðàç-

íîñòíûìè è ïðåäëîæåííûì ìåòîäàìè íà îòðåçêå x �[ , ]1 10 ïðèâîäèòñÿ â òàáë. 1.

Çäåñü h — øàã íàèëó÷øåãî êîìïüþòåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàçíîñòíûì ìåòî-

äîì. Â ïåðâîé ñòðîêå — ïîãðåøíîñòü ýòîãî ìåòîäà: 10 8� ñîîòâåòñòâóåò ìåòî-

äó 1-ãî ïîðÿäêà, îíà óáûâàåò ñ ïîâûøåíèåì ïîðÿäêà, äîñòèãàÿ 10 15� äëÿ ìå-

òîäà 8-ãî ïîðÿäêà. Ïîãðåøíîñòü âàðüèðóåìîãî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ìå-

òîäà — âî âòîðîé ñòðîêå, çíà÷åíèÿ â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè âû÷èñëåíû

(ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöàì) ïî ìåòîäàì Ýéëåðà, Ýéëåðà–Êîøè, Ðóíãå–Êóòòà

4-ãî ïîðÿäêà, Áóò÷åðà 6-ãî ïîðÿäêà è Äîðìàíà–Ïðèíñà 8-ãî ïîðÿäêà. Âî âñåõ

ñëó÷àÿõ îíà íå ïðåâîñõîäèò 10 18� ; x — çíà÷åíèå, ãäå äîñòèãíóò ìàêñèìóì ïî-

ãðåøíîñòè. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (46) ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì íå ïðåâîñõî-

äèò 1.5 ñ. Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ãðàíèö ïîãðåøíîñòè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè

ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ÎÄÓ [7, 8]. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ Áåëîóñî-

âà–Æàáîòèíñêîãî ìîäåëèðóåòñÿ æåñòêîé ñèñòåìîé [14]:

� � � � � � � �� �y y y y y y y1 2 1
6

1 2 2
1

377 27 1 8 375 10 77 27. ( ( . )), . ( � �y y2 11( )),

� � �y y y3 1 30161. ( ) .
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Ò à á ë è ö à 1

x

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ ñèñòåìû (46) ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè

Euler Euler–Cauchy Runge–Kutta_4 Butcher_6 Dormand–Prince_8

h � � �1 03 10 9. h � � �1 03 10 9. h � � �103 10 4. h � � �103 10 3. h � � �103 10 2.

9.24 4 5 10 8. � � 5 5 10 8. � � 2 5 10 13. � �
11 10 14. � � 9 2 10 16. � �

3.06 8 7 10 19. � � 8 7 10 19. � � 8 7 10 19. � �
4 3 10 19. � � 4 3 10 19. � �



Ýêñòðàïîëÿöèîííàÿ ïðîãðàììà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ íà îñíîâå ëèíåéíî
íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà (Stiff EULer EXtrapolation) äàåò ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïðè y y y1 2 30 1 0 2 0 3( ) , ( ) , ( )� � � íà îò-

ðåçêå [ , ]0 500 ñ ïîãðåøíîñòüþ 10 9� [12]. Ïðåäëîæåííûé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëü-

íûé ìåòîä ïðè n k� � � �3 9 00095, , . â ôîðìàòå Extended ñ òðåìÿ âàðüèðóåìû-

ìè èòåðàöèÿìè ðåøàåò çàäà÷ó ñ òî÷íîñòüþ äî 10 13� çà 53 ñ. Ñîãëàñíî çàìå÷à-
íèþ 2 ïðèáëèæåíèå (27) íåïðåðûâíî è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà âñåì
îòðåçêå [ , ]a b . Îòñþäà äîñòèãàåòñÿ âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàêöèè [11]
âî âñåõ òî÷êàõ â ïðîìåæóòêå ìåæäó ðàçíîñòíûìè çíà÷åíèÿìè. Êàê ñëåäñòâèå,
óòî÷íÿåòñÿ õàðàêòåð âûñîêîàìïëèòóäíûõ êîëåáàíèé ïåðåìåííûõ è ôàçîâûå
ïîðòðåòû. Â [15] äàíî ñîïîñòàâëåíèå âñåõ ãðàôè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ðåàêöèè
Áåëîóñîâà–Æàáîòèíñêîãî ñ àíàëîãàìè èç [11] è ïðèâåäåíû êîäû ìîäåëèðóþ-

ùèõ ïðîãðàìì. Ê ÷èñëó æåñòêèõ ìîæíî îòíåñòè çàäà÷ó [16]: � � � �y xe y2 ,

y( . ) ln ( . )� �09 019 , x � �[ . , . ]09 09 . Åå ðåøåíèå y x x( ) ln( )� �1 2 ñ ïîìîùüþ ôóíê-

öèè stiffr (MathCad, ìåòîä Ðîçåíáðîêà) ïðèáëèæàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 10 13� , ïî-
ãðåøíîñòü íå ñíèæàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ýéëåðà ñ
èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì è ïåðåìåííûì øàãîì [15, 16]. Ñ ïîìîùüþ êóñî÷-
íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ìåòîäà ñ äåâÿòüþ âàðüèðóåìûìè èòåðàöèÿìè, n �10 ,

h � �10 3 çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 5 4 10 19. � � çà âðåìÿ ìåíåå 1 ìñ.

ÎÖÅÍÊÀ ÒÐÓÄÎÅÌÊÎÑÒÈ

Â [11, 12] òðóäîåìêîñòü îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì îáðàùåíèé ê ïîäïðîãðàììå âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè (45). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå òðóäîåìêîñòü Tri
(i — èíäåêñ èíòåðâàëà, r — âñïîìîãàòåëüíûé èíäåêñ ãðóïïû îïåðàöèé) îöå-
íèâàåòñÿ ÷èñëîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà îòðåçêå ðåøåíèÿ
ñ ó÷åòîì îáðàùåíèé ê ïîäïðîãðàììå. Ïðè îöåíêå ñâåðõó ðàññìàòðèâàåòñÿ êóñî÷-
íî-ïîëèíîìèàëüíîå ïðèáëèæåíèå íà îñíîâå ìåòîäà Ýéëåðà, ïðè÷åì ïåðâîíà÷àëü-
íî — äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (19). Äëÿ ïðîñòîòû k è n ïðåäïîëàãàþòñÿ àïðèîðè çà-
ôèêñèðîâàííûìè. Íà èíòåðâàëå [ , ]a bi i èç (20) ìåòîä Ýéëåðà âûçûâàåò ïðàâóþ

÷àñòü (19) 2k n ðàç äëÿ çàäàíèÿ n �1 óçëîâîãî çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíî-

ìà n -é ñòåïåíè íà êàæäîì èç 2k ïîäûíòåðâàëîâ: y y h f x yj p jp jp jp( ) ( , )� � � �1 ,

p n� �0 1, . Îòñþäà T n t t ti
k

f1 2� � �( )y c , ãäå t f — âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé

÷àñòè (19), ty , tc — âðåìÿ áèíàðíîãî óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, íà
êàæäîì ïîäûíòåðâàëå èç (21) âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîëèíîìà Íüþòîíà n-é
ñòåïåíè, îòêóäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (26) ïî âñåì âûïîëíÿåìûì ïîäûíòåð-

âàëàì ñëåäóåò ðàâåíñòâî T n n t n ti
k

2
2 22 0 5� � �( . ( ) )y c . Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-

ëèíîìà ñîãëàñíî (29) ñîîòâåòñòâóåò T n t t ti
k

d3 2 1� � � �( )( )y c , ãäå td — âðåìÿ

áèíàðíîãî äåëåíèÿ. Ñëîæåíèå îöåíîê ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó T Qri

r

k
i	 � 2 ,

ãäå Q nti f� � 0 5 5 2 2 1 12 2. ( ) ( ) ( )n n t n n t n td� � � � � � �y c . Îñòàåòñÿ ó÷åñòü èòå-

ðàöèîííîå óòî÷íåíèå. Óòî÷íåíèå âûïîëíÿåòñÿ íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå ïóòåì
âû÷èñëåíèÿ íà òåêóùåé èòåðàöèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà; ïîñëå çàäàíèÿ
çíà÷åíèé â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè èñêëþ÷àþòñÿ ðàçíîñòíûå øàãè. Ýòî ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåé îöåíêå: T L Q n t ti
k

i y c4 2� � �
~

( ( )) . Ñëîæåíèå ñ ïðåäûäóùèì íåðà-

âåíñòâîì îáóñëîâëèâàåò îöåíêó òðóäîåìêîñòè TSi íà èíòåðâàëå [ , ]a bi i :

T L QSi
k

i� �2 1(
~

) , Q n t t n t ti f d~ ( / ) ( )2 2c y� � � .

Ïîñëå ïåðåõîäà îò i-ãî ê ( )i �1 -ìó èíòåðâàëó âñå îïåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ, âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöà èõ ÷èñëà íà èíòåðâàëå íå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì i. Â óñëîâèÿõ ñëåä-
ñòâèÿ 5 ãðàíèöà � ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ íà i-ì èíòåðâàëå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò
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ðîñòà ÷èñëà ýòàïîâ k åãî ðàçáèåíèÿ íà R k� 2 ïîäûíòåðâàëîâ ïðè îãðàíè÷åíèè
1 0� �n n (ðèñ. 1). Çäåñü k ki i� ( )� — ÷èñëî ýòàïîâ íà i-ì èíòåðâàëå, R
îïðåäåëÿåòñÿ èç (20). Ãðàíèöà òðóäîåìêîñòè íà îòåçêå [ , ]a b ïåðèîäè÷åñêè âîç-
ðàñòàåò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íà êàæäîì îòðåçêå [ , ]a bi i . Ïðè òðàäèöèîí-
íîì [11] èçìåðåíèè ïîñðåäñòâîì log10 TSi ãðàôèêè ãðàíèöû òðóäîåìêîñòè ïðå-
îáðàçóþòñÿ ê âèäó ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé.

Â ñèñòåìå (45) èçëîæåííûå îïåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ â îò-
äåëüíîñòè, óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ íà ãðàôèêå ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó óðàâíåíèé, ñîõðàíèâ â öåëîì ïåðèîäè÷åñêèé âèä è õàðàêòåð çàâèñèìîñòè.

Ïðè ôèêñèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ âðåìÿ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè êóñî÷-

íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ [8, 15]. Èçëîæåííûé

ìåòîä îáëàäàåò ðåçåðâîì áûñòðîäåéñòâèÿ íà îñíîâå ïàðàëëåëèçìà ïîñòðîåíèÿ

ïîëèíîìà Íüþòîíà íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå ñ îöåíêîé (16). Íà îñíîâå [17] ìå-

òîä ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [15].

ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÀß ËÈÍÅÀÐÈÇÀÖÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ

Äëÿ ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìó (45) òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
~ ~

� � � �Y A Y b ,

ãäå ìàòðèöà A è âåêòîð b ëèíåéíî çàâèñÿò îò x, ïðè ýòîì
~
Y Y� , ãäå Y — ðå-

øåíèå (45). Ïóñòü ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàí èíòåðâàë [ , ]a bi i èç (20). Èñêî-

ìàÿ ëèíåàðèçàöèÿ âûïîëíèìà íà ïîäûíòåðâàëàõ ñ íàïåðåä çàäàííîé ãðàíèöåé
ïîãðåøíîñòè:

~ ~
,� � � �Y A Y bj j 0 , j P� �0 1, , ãäå P îïðåäåëÿåòñÿ èç (21). Ýëå-

ìåíòû A j ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè êîìïîíåíò ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ðàçäå-

ëÿþòñÿ íà êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ (45). Èìåííî
dy

dx

x

y
y

jn� �

�
��

� ( )
, � �1, N ,

x x xj j� �[ , ]1 , j P� �0 1, ; � �jn x( ) îïðåäåëÿåòñÿ èç (26). Ñîãëàñíî (28)

y z xj� �� ( ), � � 1, N , è � � �y x x z x yjn j� � � �( ) ( ) ( )� 1 , � � 1, N , x x x j Pj j� � ��[ , ], ,1 0 1.

Îòñþäà
~

( ) ( )Y x Y x� , ïðè ýòîì

~

( ) ( )

( ) ( )� �

�

�
Y

x z x

x z x

jn j

jn j

�

�

1 1
1

2 2
1

0 0 0

0 0 0

0

0 0 0

�

�

� � � �

� � Njn Nj
x z x

Y

( ) ( )

~
,

�

�

�












�

�

�
�
�
�
�

�

1

x x x j Pj j� � ��[ , ], ,1 0 1.

Äàííàÿ ëèíåàðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîäû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè
ëèíåéíûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå êîìïüþòåðíûå, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû [18]. Âûñîêàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðè ïðèìåíåíèè ïðåäëîæåí-
íîãî ìåòîäà ïîâûøàåò íàäåæíîñòü êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè [18]
íåïîñðåäñòâåííî ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ÎÄÓ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èçëîæåí êîìïüþòåðíûé ìåòîä âàðüèðóåìîãî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ ôóíêöèé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ. Ìåòîä îòëè÷àåòñÿ íåïðåðûâíîñòüþ è íåïðå-
ðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ, îáëàäàåò ìàëîé ãðàíèöåé ïîãðåø-
íîñòè, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðè
äâàæäû íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîé
÷àñòè ñèñòåìû. Êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò, ñðàâíèòåëüíî íèçêàÿ ïîãðåøíîñòü
ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ äîñòèãàåòñÿ ïðè äîïóñòèìîé ãðàíèöå òðóäîåìêîñòè, ïðè
ýòîì ìåòîä èíâàðèàíòåí ïî ôîðìå îòíîñèòåëüíî æåñòêèõ è íåæåñòêèõ çàäà÷.
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