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Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìèçàöèÿ, èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, ìåòîä âåò-

âåé è ãðàíèö.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîáóæäàåò ê èçó÷åíèþ íå-
äîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ðàçíûõ êëàññîâ ñ äàííûìè, êîòî-
ðûå èìåþò îïðåäåëåííîñòü (ñì. îòíîñèòåëüíî êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè,
â ÷àñòíîñòè [1–3]). Äëÿ òàêèõ çàäà÷ öåëåñîîáðàçíî ðàçâèâàòü ìåòîäû ñ ó÷åòîì èõ
ñïåöèôèêè. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå òàêèõ çàäà÷ è ìåòîäîâ
èõ èññëåäîâàíèÿ äëÿ ðàçíûõ âèäîâ íåîïðåäåëåííîñòè, â òîì ÷èñëå èíòåðâàëü-
íîé [4–11]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáîñíîâàí îáùèé ïîäõîä â ðàìêàõ ìåòîäà âåòâåé
è ãðàíèö (ÌÂÃ) ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè â èíòåðâàëüíîé ïîñòàíîâêå.

1. ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü ôóíêöèîíàë F x( ) çàäàí íà ìíîæåñòâå öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ
X x X( )� [5, 6]); F x X( ) � , ò.å. çíà÷åíèå, êîòîðîå îí ïðèíèìàåò, òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ; D X� — äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ. Â ðàáîòàõ [4–6] ââåäåíû àðèôìåòè-

÷åñêèå îïåðàöèè íàä èíòåðâàëàìè è ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íà X R� 1. Ðàñ-
ñìîòðèì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî óñòàíîâèòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå
A a ak� � �{ }1 � öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ ai i i� ( , )� � , i J kk� � { }1 2, , ..., .

Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñðàâíèòåëè äëÿ öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ,

êîòîðûå îáîçíà÷èì a � ( , )� � , ïîíèìàÿ ïîä ýòèì èíòåðâàë ÷èñëîâîé îñè R 1,

a R� � � �( , )� � � � 1, ãäå � � 0, � �, �R 1. Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñðàâíèòå-

ëè (äàëåå ïðîñòî ñðàâíèòåëè) H1, H 2 , H 3 , êîòîðûå ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå öåíòðè-
ðîâàííîìó èíòåðâàëó ( , )� � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñîãëàñíî ïðàâèëàì:

1) H1
2 2( , ) ( )� � � � �� � sign , çäåñü è äàëåå
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sign

åñëè H H1 1( , ) ( , )� � � �� ; àíàëîãè÷íî H 2 âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ( , )� � ;
3) åñëè H a H at i t j( ) ( )� , t �1 2, , òî � i � 0 , H ai i3 ( ) � � , i Jk� . Åñëè � i � 0 ,

òî H ai i3 ( ) � � .
Cðàâíèòåëü öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûé ÿâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîå (ïðè íåîáõîäèìîñòè) ïðèìåíåíèå ñðàâíèòåëåé H1, H 2 , H 3 , îáîçíà÷èì
H H H H� � �1 2 3, , . Äîêàæåì ñâîéñòâî ñðàâíèòåëÿ H , íåîáõîäèìîå äëÿ
äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè H a H ai j1 1( ) ( )� , H a H ai j2 2( ) ( )� , òî èëè a ai j� ,

èëè � �� �i j , � �� �j i , èëè � �i j� , � �j i� , èëè � �i j� � 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H a H at i t j( ) ( )� , t �1 2, . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

� � � � � �i i i j j j
2 2 2 2� � �sign sign( ) ( ); (1)

(| | ) ( ) (| | ) ( )� � � � � �i i i j j j� � �sign sign . (2)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: 1) � i 	 0; 2) � i � 0; 3) � i 
 0 .
Ñëó÷àé 1. Åñëè � i 	 0, òî � j 	 0 (ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (1), (2)) è sign � i �

� sign � j . Â ðåçóëüòàòå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì

� � � �i i j j
2 2 2 2� � � ; (3)

� � � �i i j j� � � , (4)
îòñþäà

� � � �i i j j� . (5)

Ñëó÷àé 1.1. Åñëè � i � 0, òî èç (5) �
�

�
�i

j

i
j� . Ïîäñòàâèì � i â (3), ïîëó÷èì

� � � � � �j j i i j i
2 2 2 2 2 2( ) ( )� � � . Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå âîçìîæíîñòè:

à) � �i j� , òîãäà èç (5) � �i j� , ò.å. a ai j� ;

á) � �i j� , òîãäà � �j i
2 2 0� � , ò.å. � �j i

2 2� ïðè óñëîâèÿõ � j 	 0, � i 	 0; çíà-

÷èò, � �i j� ; åñëè � �i j� , òî èç (5) èìååì � �j i� .
Ñëó÷àé 1.2. Åñëè � i � 0, òî: à) � j � 0 èëè á) � j � 0, èëè â) îäíîâðåìåííî

� j � 0 , � j � 0 . Ñèòóàöèè à) è â) íåâîçìîæíû, ïîòîìó ÷òî â ñëó÷àå 1, êîòîðûé
ðàññìàòðèâàåòñÿ, � i 	 0 è � j 	 0. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðèì âàðèàíò á).

Åñëè � j � 0, òî èç (3) èìååì � �i j
2 2� ïðè óñëîâèÿõ � j 	 0; � i 	 0, ò.å.

� �i j� ; òàêèì îáðàçîì, � �i j� ; � �i j� � 0 , ò.å. a ai j� .
Ñëó÷àé 1 ðàññìîòðåí.

Ñëó÷àé 2. Åñëè � i � 0, òî H a H ai i1 2 0( ) ( )� � , � � �i i i
2 2 0� �sign ( ) . Òà-

êèì îáðàçîì, èç (1) è (2) èëè òîëüêî � j � 0, à � j � 0, èëè è � j � 0 è � j � 0, ò.å.
ïðè � i � 0 èìååì � j � 0.

Ñëó÷àé 3. Åñëè � i 
 0, òî è � j 
 0 (ñëåäóåò èç îáîèõ èñõîäíûõ ðàâåíñòâ (1)

è (2)). Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîñëåäíèõ èìååì (3): � � � �i i j j
2 2 2 2� � � è

� � � �i i j j� � � 	 0. (6)

Îòcþäà ñëåäóåò (5): � � � �i i j j� . Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî, àíàëîãè÷íîå ñëó÷àþ 1.
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Ñëó÷àé 3.1. Åñëè � i � 0, òî � � � � � �j j i i j i
2 2 2 2 2 2( ) ( )� � � : à) � �i j� , òîãäà

èç (5) � �i j� ; òàêèì îáðàçîì, a ai j� ; á) � �i j� , òîãäà | |� �j i� , íî � j 
 0 ïðè
� i 	 0. Òàêèì îáðàçîì, � �i j� � ; çíà÷èò, èç (5) � �j i� � .

Cëó÷àé 3.2. Åñëè � i � 0, òîãäà èç (5): à) � j � 0 èëè á) � j � 0 , èëè â) îäíî-

âðåìåííî � j � 0 , � j � 0. Ïåðâàÿ è òðåòüÿ ñèòóàöèè â ñëó÷àå 3 (� i 
 0 ; � j 
 0) íå-

âîçìîæíû. Ðàññìîòðèì âàðèàíò á). Åñëè � j � 0, èìååì èç (3) � �i j
2 2� ïðè � i 
 0 ,

� j 
 0; òàêèì îáðàçîì, � �i j� è � �i j� � 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a ai j� .
Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå. Ïðè óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1: 1) a ai j� òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà � �i j 	 0, � �i j� ; 2) � �i j� ; � �j i� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � i 	 0;
� j 	 0, � �i j� ; 3) � �i j� � ; � �j i� � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � i 
 0; � j 
 0;
� �i j� . Ïðè � i � 0 èìååì òàêæå � j � 0, à ïðè � �i j� èìååì èëè a ai j� , èëè
� �i j� � 0.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà � ìåæäó èíòåðâàëàìè ai , a j , i j Jk, � , çàäàäèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè H a H ai j1 1( ) ( )
 , òî a ai j� ;
2) åñëè H a H ai j1 1( ) ( )� , H a H ai j2 2( ) ( )
 , òî a ai j� ;
3) åñëè H a H ai j1 1( ) ( )� , H a H ai j2 2( ) ( )� , òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 ýòî

îçíà÷àåò:
à) a ai j� , òîãäà H a H ai j3 3( ) ( )� , ñ÷èòàåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî a ai j� (èëè

a aj i� ), òàê êàê a ai j� ;
èëè
á) a ai j� , ai i i� ( , )� � , a j j j� ( , )� � è | |� �i j� � 0 , � �i j� �| | 0 (â ýòîì

ñëó÷àå � �i j� , � �i j� ), òîãäà H ai i3 ( ) � � , ñ÷èòàåì, ÷òî a ai j� , åñëè
H a H ai j3 3( ) ( )
 ;

èëè
â) a ai j� , � �i j� � 0 , � �i j� , òîãäà H ai i3 ( ) � � è H a j j3 ( ) � � ; åñëè

H a H ai j3 3( ) ( )
 , òî a ai j� .
Èíûìè ñëîâàìè, ñëó÷àé 3 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè H a H at i t j( ) ( )� , t �1 2, , è

H a H ai j3 3( ) ( )� , òî a ai j� , ïðè÷åì åñëè H a H ai j3 3( ) ( )� , òî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî a ai j� , è íàîáîðîò.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàäàííûå íèæå öåíòðèðîâàííûå èíòåðâàëû a , b, c, d

è ñðàâíèì èõ:

1) åñëè a � ( ; )4 1 ; b � ( ; )3 2 , òî H a1
2 24 1 17( ) � � � ; H b1

2 23 2 13( ) � � � ;

H a H b b a1 1( ) ( )
 � � ;
2) åñëè a � ( ; )4 1 ; c � ( ; )17 0 , òî H a1 17( ) � ; H c1 17( ) � , H a2 4 1 5( ) � � � ;

H c2 17( ) � ; H c H a c a2 217 25( ) ( )� 
 � � � ;

3) åñëè b � ( ; )3 2 ; c � ( ; )17 0 , òî H b1 13( ) � ; H c b c1 17( ) � � � ,

ò.å. b c a� � ;

4) åñëè a � ( ; )4 1 ; d � ( ; )1 4 , òî H a1
2 24 1 17( ) � � � ; H d1

2 21 4 17( ) � � � ;

H a2 5( ) � ; H d2 5( ) � ; H a3 4( ) � ; H d d a3 1( ) � � � .
Ïîñêîëüêó H c H d2 217( ) ( )� 
 , òî c d� . Ñëåäîâàòåëüíî, b c d a� � � .

Çäåñü èíòåðâàëû a , b, c, d óïîðÿäî÷åíû (âñå èíòåðâàëû ìîæíî ñðàâíèòü ïîïàð-
íî). È ýòî íå ñëó÷àéíî, ïîñêîëüêó ââåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå öåíòðèðî-
âàííûõ èíòåðâàëîâ — ýòî ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ÷òî óòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Áèíàðíîå îòíîøåíèå � ìåæäó öåíòðèðîâàííûìè èíòåðâàëàìè, êîòî-
ðîå çàäàåòñÿ ñðàâíèòåëåì H H H H� � �1 2 3, , , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê — ýòî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê � , îïðåäå-

ëåííûé äëÿ âñåõ ïàð a , b, êîãäà èëè a b� , èëè b a� , ò.å. íåò äâóõ ýëåìåíòîâ, êî-
òîðûå íåâîçìîæíî ñðàâíèòü. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê — ýòî ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèì-
ìåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ñðàâíèòåëåì H , — ðåôëåêñèâíîå îòíî-
øåíèå, ïîñêîëüêó a a� : H a H a H b( ) ( ) ( )� �3 3 , êîãäà a b� , a b� ; b a� ; ñëåäî-
âàòåëüíî, a a� .

Äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü, ò.å. åñëè a b� , b c� , òî a c� :
1) åñëè H a H b1 1( ) ( )
 ; H b H c1 1( ) ( )
 , òî H a H c1 1( ) ( )
 , óòâåðæäåíèå â ýòîì

ñëó÷àå äîêàçàíî;
2) H a H b1 1( ) ( )� ; H b H c1 1( ) ( )
 , ò.å. èç H a H c1 1( ) ( )
 ñëåäóåò a c� ;
3) H a H b1 1( ) ( )
 ; H b H c1 1( ) ( )� ; òîãäà a c� (ïîñêîëüêó H a H c1 1( ) ( )
 );
4) H a H b H c1 1 1( ) ( ) ( )� � , òîãäà a b� , b c� ; H a H b2 2( ) ( )
 ; H b H c2 2( ) ( )
 ;

òàêèì îáðàçîì, H a H c2 2( ) ( )
 , ò.å. a c� ;
5) H a H b H c1 1 1( ) ( ) ( )� � .
Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè:
5.1) èç H a H b2 2( ) ( )� ; H b H c2 2( ) ( )
 ñëåäóåò a b� , b c� ; òîãäà

H a H c2 2( ) ( )
 ; òàêèì îáðàçîì, a c� ;
5.2) àíàëîãè÷íî èìååì ïðè H b H c2 2( ) ( )� è H a H b2 2( ) ( )
 ; òîãäà

H a H c2 2( ) ( )
 ; òàêèì îáðàçîì, a c� ;
6) H a H b H ci i i( ) ( ) ( )� � , i �1 2, , ïðè a b� , b c� .
Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè:
6.1) H a H b3 3( ) ( )
 ; H b H c3 3( ) ( )
 ; òàêèì îáðàçîì, H a H c3 3( ) ( )
 , ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî a c� ;
6.2) H a H b3 3( ) ( )� ; H b H c3 3( ) ( )
 . Ïðè óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 (êîòîðûå

âûïîëíÿþòñÿ) H a H b3 3( ) ( )� èìååì a b� , ò.å. è a b� , è b c� ; òàêèì îáðàçîì,
a c� ; àíàëîãè÷íî èç H a H b3 3( ) ( )
 ; H b H c3 3( ) ( )� ñëåäóåò a c� .

6.3) H a H b H c3 3 3( ) ( ) ( )� � , ïðè óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 èìååì a b c� � ,
à ñëåäîâàòåëüíî, a c� .

Âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàññìîòðåíû. Òðàíçèòèâíîñòü äîêàçàíà.
Äîêàæåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü, ò.å. åñëè a b� ; b a� , òî a b� . Îáîçíà÷èì

a � ( , )� � ; b � ( , )� � .

1 . H a H b1 1( ) ( )
 ; H b H a1 1( ) ( )
 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî � � �2 2� 
sign ( )


 �� � �2 2sign ( ) , à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì ïðîòèâîïîëîæ-

íûé çíàê. Íè äëÿ êàêèõ a, b ýòè äâà íåðàâåíñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî.
2. H a H b1 1( ) ( )� , H a H b2 2( ) ( )
 è H a H b2 2( ) ( )	 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâî ( | | ) ( ) ( | | ) ( )� � � � � �� 
 �sign sign è íåðàâåíñòâî ñ ïðîòèâî-
ïîëîæíûì çíàêîì. Íè äëÿ êàêèõ a, b ýòè íåðàâåíñòâà îäíîâðåìåííî íå
âûïîëíÿþòñÿ.

3. H a H bi i( ) ( )� , i �1 2, ; a b� ; b a� . Èñõîäÿ èç ýòîãî, ðàññìîòðèì, ÷òî:
à) H a H b3 3( ) ( )� ; á) H a H b3 3( ) ( )� . Â ñëó÷àå à) èìååì H a H b3 3( ) ( )
 èëè
H a H b3 3( ) ( )	 , ò.å. èëè � �
 , � �	 , ÷òî îäíîâðåìåííî íåâîçìîæíî, èëè � �	 ,
� �
 , êîãäà � �� � 0, ÷òî îäíîâðåìåííî íåâîçìîæíî.

Â ñëó÷àå á) èìååì H a H bi i( ) ( )� , i �1 2 3, , ; a b� ; b a� . Ïðè óñëîâèÿõ óò-
âåðæäåíèÿ 1 H a H b3 3( ) ( )� îçíà÷àåò a b� .

Ñëåäîâàòåëüíî, èç a b� , b a� âûòåêàåò a b� , ïðè ýòîì H a H b1 1( ) ( )� ,
H a H b2 2( ) ( )� è H a H b3 3( ) ( )� . Çíà÷èò, a b� ; b a a b� � � . Àíòèñèììåò-
ðè÷íîñòü äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê � , çàäàâàåìûé ñðàâíèòåëåì H , — ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-
äîê. Î÷åâèäíî, ÷òî H1, H 2 , H 3 ìîæíî ïîäñ÷èòàòü äëÿ ëþáûõ äâóõ öåíòðèðîâàí-
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íûõ èíòåðâàëîâ a , b, ò.å. îïðåäåëèòü a b� èëè b a� . Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíîñòü
ïîðÿäêà H äîêàçàíà.

Âàæíûì â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè åñòü îïðåäåëåíèå ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà
íà ìíîæåñòâå öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ. Èìåÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ââåäåì
îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà íà ìíîæåñòâå öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ.
Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ïðîíóìåðîâàâ èõ ñîãëàñíî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà:
a1 � a a ak k2 1�� � �� . Ìàêñèìóìîì íàçîâåì ak : a a i kk

a A
i

i

� �
�

max | , , ...,{ }1 2 ;

ìèíèìóìîì íàçîâåì a1: a a i k
a A

i
i

1 1 2� �
�

min | , , ...,{ }.

Èñïîëüçóÿ îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X öåíòðèðîâàííûõ èíòåð-
âàëîâ, ïîíÿòèÿ ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå X è îïåðèðóÿ èíòåðâàëüíûìè ýëåìåí-
òàðíûìè ôóíêöèÿìè (íàïðèìåð, [5, 6]), çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå öåí-
òðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: íàéòè â îáëàñòè D X�
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà F D X: � :

min ( )
x D

F x
�

. (7)

Ìíîæåñòâî D X� áóäåì äàëåå íàçûâàòü èíòåðâàëüíûì, à ýëåìåíòû x èç D —
äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7).

2. ÌÅÒÎÄ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ ÏÐÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ

Îáîçíà÷èì S íåêîòîðûé ñïèñîê (ìàññèâ), nrec — ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ
îáîçíà÷àåò íîìåð ïðîñìîòðåííîãî ëèñòà äåðåâà âåòâëåíèÿ. Àëãîðèòì ÌÂÃ äëÿ
(7) èçëîæåí â ñëåäóþùèõ øàãàõ.

0. S � �; nrec � 0. Çàäàíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè D (D � �) è öåëåâîãî ôóíê-
öèîíàëà F íà D.

1. Ìíîæåñòâî D ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà D Dn1� �� ñî ñâîéñòâàìè:
Di � �; D Di j� � � � � �i j J nn, , , ...,{ }1 2 , D D Dn� � �1 � . Ìíîæåñòâà
D Dn1� �� ñ÷èòàåì íåðàçâåòâëåííûìè è íåîòñå÷åííûìè. Íàçîâåì òàêîå ìíîæåñò-
âî ïî÷êîé, à ñâîéñòâà òàêèõ ìíîæåñòâ — ñâîéñòâàìè ïî÷åê. Êàæäîìó ìíîæåñò-
âó, êîòîðîå íå ïðèíàäëåæèò S è êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïî÷êîé, ïðèïèøåì îöåíêó
� �i i iD X( ) � � — öåíòðèðîâàííûé èíòåðâàë ñî ñâîéñòâîì � i F x� ( ) � �x Di ,
ãäå � îáîçíà÷àåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ X .
Äîçàïèøåì ýòè ìíîæåñòâà â ñïèñîê S ïî÷åê ñ îöåíêàìè. Îáîçíà÷èì n êîëè÷åñò-
âî ïî÷åê | |S äåðåâà âåòâëåíèÿ.

2. Ïðîâåðêà: S � � ? Åñëè «äà» — íà øàã 16. Åñëè «íåò» — íà øàã 3.
3. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ ïî÷êó Di .
4. Ïðîâåðÿåì, ðàâíî ëè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ | |Di â ìíîæåñòâå Di åäèíèöå:

| |Di �1? Åñëè «äà» — íà øàã 6. Åñëè «íåò» — íà øàã 5.
5. Èìååì | |Di �1 (òî÷íåå, | |Di 	1), ðàçáèâàåì (ðàçâåòâëÿåì) Di êàê D, ïåðåé-

äÿ íà øàã 1.
6. Îäíîýëåìåíòíóþ ïî÷êó íàçûâàåì ëèñòîì, ò.å. D xi nrec

� { }, x Dnrec
� . Ëèñò

Di
èñêëþ÷àåì èç S . Âû÷èñëÿåì F F xn nrec rec

� ( ), èñïîëüçóÿ îïåðàöèè [4–6] äëÿ

èíòåðâàëüíûõ ìíîæåñòâ.
7. Ïðîâåðÿåì: nrec 	 0? Åñëè «íåò» (ò.å. nrec � 0), òî ïåðåõîä íà øàã 8. Èíà÷å

(ò.å. nrec 	 0) — íà øàã 14.
8. Ïðèñâàèâàåì òî÷êå xrec , êîòîðàÿ õðàíèò ðåêîðäíîå çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè, òî÷êó x0 , ò.å. x xrec : � 0 , à íîìåðó nrec ïðèñâàèâàåì åäèíèöó: nrec : �1.
9. Çàäàåì i �1 (îðãàíèçîâûâàåì íà÷àëî öèêëà ïåðåáîðà ïî÷åê).

10. Ïðîâåðêà: � i F� 0? Åñëè «äà» — íà øàã 12, åñëè «íåò» — íà øàã 11.
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11. Ïî÷êó Di èñêëþ÷àåì èç ñïèñêà S . (Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå n íå èçìå-
íÿåòñÿ, îíî èçìåíÿåòñÿ òîëüêî íà øàãå 1.) Ýòî îçíà÷àåò îòñå÷åíèå ïî÷êè Di .

12. Óâåëè÷èâàåì íà åäèíèöó i, ò.å. i i: � �1.
13. Ïðîâåðêà: i n	 ? Åñëè «äà» — ïåðåõîä íà øàã 2. Åñëè «íåò» — ïåðåõîä

íà øàã 10.
14. Ïðîâåðêà: F Fnrec

� 0? Åñëè «äà» — ïåðåõîä íà øàã 2. Åñëè «íåò» — ïå-
ðåõîä íà øàã 15.

15. Ïðèñâàèâàåì ðåêîðäó öåëåâîé ôóíêöèè F0 çíà÷åíèå Fnrec
, ò.å. F Fnrec0 : � ,

äàëåå x xrec nrec
: � ; n nrec rec: � �1. Ïåðåõîä íà øàã 9.

16. Âûâîä ðåçóëüòàòà: ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå F0 öåëåâîé ôóíêöèè è òî÷êà
xrec , ïðè êîòîðîé öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò F0 . Îñòàíîâêà.

Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.
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Íà÷àëî

D ðàçáèâàåì
íà ïî÷êè Di

Íîâûì ïî÷êàì Di
ïðèïèñûâàåì

îöåíêó �i

Äîïèñûâàåì
ïî÷êè â S ,

îáîçíà÷èì |S | � n

?��S ?��S

Âûáîð
íîìåðà i
ïî÷êè Di

|Di | �1?

in Dx
rec

�:

)(:
recrec nn xFF �

Ëèñò Di

èñêëþ÷àþò èç S

Di ðàññìàòðèâàåì
êàê D

Îñòàíîâ

recxF ,0

0

1

Äà

16

Íåò 2
345

Äà

0:
1:
xx

n

rec

rec
�
�

?0	recn

1:�i

?0Fi ��
Ïî÷êó Di

èñêëþ÷àþò èç S
(îòñå÷åíèå)

1: �� ii

?ni 	

rec
:0 nFF �

recnrec xx �:

1: �� recrec nn

6

147 ÄàÄà

Äà

Íåò

Íåò

8

9

10
11

12

13 Äà
Íåò

15

Íåò

?0rec
FFn �

Íåò

D � �, F

S � �
nrec = 0

D — íåïóñòàÿ äîïóñòèìàÿ îáëàñòü,
F — ôóíêöèîíàë

S — ñïèñîê ïî÷åê, âíà÷àëå îí ïóñòîé,

nrec — íîìåð äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ

Ðèñ. 1. Áëîê-ñõåìà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ìèíèìèçàöèè íà èíòåðâàëüíîì ìíîæåñòâå



Ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ýôôåêòèâíîñòü ÌÂÃ ñïîñîá âåòâëåíèÿ äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà (øàã 1 — ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà D íà ïî÷êè Di ; øàã 3 — âûáîð Di )
è îöåíèâàíèå Di (âû÷èñëåíèå îöåíêè íà øàãå 1). Â ñèëó îáùíîñòè çàäà÷è íå ñó-
ùåñòâóåò åäèíûõ äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïðàâèë, êîòîðûå áû äåéñòâîâàëè ýôôåêòèâíî
âî âñåõ ñèòóàöèÿõ âåòâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ. Ñïîñîáû âåòâëåíèÿ, îòñå÷åíèÿ, îöå-
íèâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèôèêîé êàæäîãî îòäåëüíîãî ðåøàåìîãî êëàññà çàäà÷.
Îòñå÷åíèå ïðîèñõîäèò, êàê âèäíî èç àëãîðèòìà, ïî àíàëîãèè êëàññè÷åñêîãî äëÿ
ÌÂÃ óñëîâèÿ: åñëè � i iD F( ) � 0 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî Di îòñåêàåòñÿ.
Â îïðåäåëåííûõ êëàññàõ çàäà÷, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü îðãàíèçàöèè
îòñå÷åíèÿ è ïî äðóãèì ïðàâèëàì.

3. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂ Â ÌÃÌ ÏÐÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ

Îïèøåì âû÷èñëåíèå îöåíêè ïîäìíîæåñòâà D
r� � �1 2�

— ïî÷êè r-ãî óðîâíÿ.
Òåîðåìà 2. Åñëè D D D xi i in1 2

� � � �� { }, ò.å. | |Din
�1, à ôóíêöèîíàë �,

êîòîðûé çàäàí íà ìíîæåñòâàõ D Di in1
� �� , òàêîé, ÷òî � �( ) ( ) ( )D x F xin

� � ,
� �( ) ( )D Di ij j

�
� 1

� � �j Jn 1, òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà �( )D ìîæåò áûòü îöåíêîé
äîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà D â ÌÂÃ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó � �( ) ( )D Di ij j
�

� 1
� � �j Jn 1 è � �( ) ( ) ( )D x F xin

� � ,

òî � ( ) ( )D F xij
� � �x Dij

, � �j Jn , ÷òî è ñëåäîâàëî äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 2 ïîðÿäîê � ïðåäñòàâëÿåò íå òîëüêî ëèíåéíûé ïîðÿ-

äîê, êîòîðûé çàäàåò ñðàâíèòåëü H íà ìíîæåñòâå öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ,
à ëþáîé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Èç òåîðåìû 2 ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêîå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Åñëè F x c x

j

k

j j( ) �
�
�

1

, c Rj � 1, x Xj � , ñóììà a X� �( , )� � è

b X� �( , )� � íàõîäèòñÿ êàê a b� � � �( , )� � � � , à ïðîèçâåäåíèå 	a, ãäå a X� ,

	 �R 1, 	 	 0, íàõîäèòñÿ êàê 	 	� 	�a � ( , ) , òî â êà÷åñòâå îöåíêè � ïîäìíîæåñòâà

D J I X( , ) � , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê x gj i i i� � ( , )
 � , g Xi � � � �j J Jk ,
� �i I , ìîæíî âûáðàòü çíà÷åíèå � � F J I( , ) öåíòðèðîâàííîãî èíòåðâàëà

F J I c gj i
j J i I

( , )
,

�
� �
� , åñëè 
 i 	 0, c j 	 0 � �i I , � �j J.

Ýòî óòâåðæäåíèå îñíîâûâàåòñÿ, êðîìå òåîðåìû 2, íà òàêîì ñâîéñòâå ëèíåé-
íîãî ïîðÿäêà, çàäàâàåìîãî H , è ñóììû.

Òåîðåìà 4. Åñëè a, b, c — öåíòðèðîâàííûå èíòåðâàëû: a � ( , )� � , b � ( , )� � ,

c � ( , )� � , èõ ñóììû íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 3 è a b� , òî b b c� � è a b c� �
ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) � 	 0; � �� 	 0;

� �� � ��2 22 2 0� � � 	 ; 2) � � 0; � � 0; 3) � 
 0; � �� 
 0; � �� � ��2 22 2 0� � � 
 ;

4) � 
 0; � �� � 0; 5) � � �	 � ; � �� 	 0; � � � �� �� � � � �2 22 ; 6) � �� �
 � �2 2 ;

� �� 
 0; � �	 ; � � � �� �� � � � �2 22 ; 7) � � 0; � � 0 ; � 	 0; 8) � � 0; � � 0; � 
 0;

9) � 	 0; � �� ; � � �� � � ; � �� 
 0; � 
 0; � 	 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ

� � 0; � � 0; � � 0. Âîñïîëüçóåìñÿ òðàíçèòèâíîñòüþ ïîðÿäêà � . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî b b c� � . Òîãäà â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè a b c� � .

Èìååì òðè ñëó÷àÿ:
1) H b H b c1 1( ) ( )
 � ;
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2) H b H b c1 1( ) ( )� � ; H b H b c2 2( ) ( )
 � ;
3) H b H b c1 2( ) ( )� � ; H b H b c2 2( ) ( )� � , òîãäà èëè H b H b c3 3( ) ( )
 � , èëè

H b H b c3 3( ) ( )� � .
Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 1. H b H b c1 1( ) ( )
 � îçíà÷àåò, ÷òî

� � � � � � � � �2 2 2 2� 
 � � � �sign sign( ) ( ) ( ). (8)
Âîçìîæíû ñèòóàöèè: 1) � 	 0; 2) � � 0; 3) � 
 0. Ðàññìîòðèì èõ.
1. Ïðè � 	 0

� � � � �� � � �� � �2 2 2 2 2 22 2� 
 � � � � � �sign( ). (9)

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíîñòè äëÿ ñîîòíîøåíèÿ � �� .
1.1�. � �� 	 0, òîãäà

� � � �2 2 2 2� 
 � � � , (10)

çäåñü è äàëåå ïóñòü
� �� � ��2 22 2� � � � � . (11)

Åñëè � 	 0, òî íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ñëó÷àé 1.1� îçíà÷àåò âûïîë-
íåíèå ñèñòåìû

� 	 0; � �� 	 0; � �� � ��2 22 2 0� � � 	 . (12)

Çàìåòèì, åñëè � 	 0, � 	 0, òî èìååò ìåñòî (12), à ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñò-
âî (8) âûïîëíÿåòñÿ.

1.2�. � �� � 0, ïðè ýòîì (9) íå âûïîëíÿåòñÿ.
1.3�. � �� 
 0, ïðè ýòîì (9) òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ.
2. Ïðè � � 0 íåðàâåíñòâî (8) ïðèíèìàåò âèä

0 2 2
 � �� � � �( ) sign . (13)

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíîñòè äëÿ �.
2.1�. Ïðè � 	 0 óñëîâèå (13) âûïîëíÿåòñÿ, ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå (8) ïðè

� � 0; � 	 0. (14)

2.2�. Ïðè � � 0 óñëîâèå (13) íå âûïîëíÿåòñÿ.
2.3�. Ïðè � 
 0 óñëîâèå (13) òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ.
3. Â ñèòóàöèè, êîãäà � 
 0, íåðàâåíñòâî (8) ïðèíèìàåò âèä

� � 
 � � � �� � � � � � � �2 2 2 2( ) ( ) ( )sign . (15)

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíîñòè äëÿ � �� .

3.1�. � �� 
 0; èç (15) èìååì � � � �2 2 2 2� 	 � � � ïðè � 
 0.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå (15) (à òàêæå (8)) ïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè ñèñòåìû:

� 
 0; � �� 
 0; � 
 0. (16)

3.2�. � �� � 0, òîãäà èç (15) èìååì íåðàâåñòâî � � 
� �2 2 0, êîòîðîå âûïîë-

íÿåòñÿ, ò.å. äëÿ ýòîãî (à ñëåäîâàòåëüíî, è (8)) èìååì ñèñòåìó óñëîâèé

� 
 0; � �� � 0. (17)

3.3�. � �� 	 0, òîãäà èç (15) èìååì íåðàâåíñòâî � � 
 � � �� � � � � �2 2 2 2( ) ( ) ,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó óñëîâèé

� 
 0; � �� 	 0. (18)
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Ñëó÷àé 1 ðàññìîòðåí. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñëó÷àþ.
Ñëó÷àé 2. Èìååì H b H b c1 1( ) ( )� � ; H b H b c2 2( ) ( )
 � , ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñèñ-

òåìà óñëîâèé
� � � � � � � � �2 2 2 2� � � � � �sign sign( ) ( ) ( ), (19)

(| | ) (| | ) ( )� � � � � � � � �� 
 � � � �sign sign . (20)

Ñèòóàöèè, êîãäà çíàêè ïðè � è � �� ðàçíûå, íåâîçìîæíû, òàê êàê òîæäåñò-
âî (19) â ýòîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì äðóãèå ñèòóàöèè.
1. Ïóñòü sign � �1 è sign ( )� �� �1.

Èç òîæäåñòâà (19) èìååì � 	 0; � �� 	 0; � � � � � �2 2 2 2� � � � �( ) ( ) èëè

� 	 0; � � � �� 	 	 �0 ( ) ; � � 0; (21)

� � � � � �� �� � ��2 22 2 0 ; � � � �� �� � � � �2 22 ;

� � � �� �1
2 22� � � � � ; � � � �� �2

2 22� � � � � .

Åñëè D � � � �� �� �2 22 0, òî � �� � , � �� � 0, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

â (21) � �� 	 0. Òàêèì îáðàçîì, D 	 0, ò.å. èç (21) âûòåêàåò äâå ñèñòåìû:

1) � �� 1: òîãäà � 	 0; � � � � 	 �� � �� � �2 22 ; � �� �2 22 0� � 	 ; ìíîæåñò-

âî ðåøåíèé ñèñòåìû ïóñòî;

2) � �� 2 : � 	 0; � � � � 	 �� � �� � �2 22 ; � �� � �2 22 0 0� � 	 � 	 ;

� �� �2 22 0� � 	 ; � � � �� �� � � � �2 22 , îòêóäà ñëåäóåò

� �� �	 �2 2 è � � � �� �� � � � �2 22 . (22)

Ðàññìîòðèì (22) ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (20): � �� �	 �2 2 ;

� � � �� �� � � � �2 22 ; � � � � � �� 
 � � � èëè

� �� �	 �2 2 ; � � � �� �� � � � �2 22 ; � �� 	 0. (23)

Èç ðàâåíñòâà è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â (23) èìååì

� �� � � �2 22� � 	 � . (24)

Ïðè � �� ýòî íåðàâåíñòâî íå èìååò ñìûñëà, êàê è ïðè � �
 (D � 0). Ðàññìîòðèì

ñëó÷àé, êîãäà � �	 (� 	 0). Âîçâîäÿ (24) â êâàäðàò, ïîëó÷àåì � �� �2 22� � 	

	 � �� �� �2 22 , � � 	 � �2 2� � � �, � � � 
� � � 0. Ðåøèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

îòíîñèòåëüíî � è îáúåäèíèì åãî ñ (23): � �	 ; � � �	 � ; � �� �	 �2 2 ; � �� 	 0;

� � � �� �� � � � �2 22 , îòêóäà èìååì ñèñòåìó � � � � �� � � �	 � � � �max , ,{ }2 2 ;

� �� 	 0; � � � �� �� � � � �2 22 èëè

� � �	 � ; � �� 	 0; � � � �� �� � � � �2 22 . (25)

Ñèñòåìà (25) — ýòî óñëîâèå âûïîëíåíèÿ ñèòóàöèè 1, ñëó÷àé 2.
2. Ïóñòü òåïåðü sign � � 0; sign ( )� �� �1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî � � 0,

sign� �1, ò.å. � 	 0.
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Ñèñòåìà (19), (20) ïðèíèìàåò âèä 0 2 2� � �� � �( ) ; 0
 � �� � �.

Îáúåäèíÿÿ óñëîâèÿ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ, ïîëó÷èì � � �2 2 0� � �( ) ; � 	 0;

� � 0; � � �� � 	 0.
Îòìåòèì, ÷òî � � 0; � � 0. Òàêèì îáðàçîì, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì

� � �� � � 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâàì ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèé
îíà íå èìååò.

3. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà sign � �1, à sign ( )� �� � 0 , òîãäà èìååì

� �2 2 0� � ; � �� � 0; � 	 0; � �� 
 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì � �� � 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó � 	 0.
Òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèÿ 3 â ñëó÷àå 2 íåâîçìîæíà.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ 4, êîãäà sign � � 0; sign ( )� �� � 0. Íåðàâåíñòâî (20) íå
âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ñèòóàöèÿ òàêæå íåâîçìîæíà.

5. Ïóñòü òåïåðü sign � � �1; sign ( )� �� � �1. Ñ ïîìîùüþ (19), (20) îáðàçóåì
ñèñòåìó óñëîâèé

� 
 0; � �� 
 0; � � � � � �2 2 2 2� � � � �( ) ( ) ; � � � � � �� 
 � � � . (26)

Èç (26) è (11) èìååì � � 0. Òîãäà � � � �� �1 2
2 22, � � � � � ,

D � � � 	� �� �2 22 0, èíà÷å � �� � è íåðàâåíñòâî � �� 
 0 èç (26) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, � � � �� �1
2 22� � � � � ; � � � �� �2

2 22� � � � � . Èç íåðà-

âåíñòâà � �� 
 0 ñèñòåìû (26) è âûðàæåíèé äëÿ � 1, � 2 èìååì íåðàâåíñòâî

� � � �� �� � � � 
2 22 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà, è � � � �� �� � � � 
2 22 0 —

íåðàâåíñòâî, êîòîðîå íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èç (26) èìååì � 
 0; � �� 
 0; � �� �2 22	 � , îòêóäà ñ ó÷åòîì

� 
 0 èìååì � �� �
 � �2 2 .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â (26) ïîëó÷èì � �� 	 0.
Îêîí÷àòåëüíî â ñèòóàöèè 5, ñëó÷àé 2 èìååì

� �� �
 � �2 2 ; � �� 
 0; � �	 ; � � � �� �� � � � �2 22 . (27)

6. Ïóñòü sign � � �1; sign ( )� �� � 0. Óñëîâèÿ (19), (20) ïðåîáðàçóþòñÿ â òà-

êèå: ( )( )� �2 2 1 0� � � ; � 
 0 ; � �� � 0; � �� 
 0.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà èìååì � � 0, à íåðàâåíñòâî � 
 0 åìó ïðîòèâîðå÷èò. Òà-
êèì îáðàçîì, ñèòóàöèÿ 6 íåâîçìîæíà.

7. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíÿþ ñèòóàöèþ: sign � � 0; sign ( )� �� � �1. Ïðè ýòîì

èç (19), (20) èìååì � � 0; � 
 0; ( ) ( )� � � �� � � �2 2 0; � � � �� � � 	 0.

Ïðè óñëîâèÿõ � 
 0 è � � �� � 	 0 èìååì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ñèòóà-
öèÿ 7 íåâîçìîæíà.

Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé.
Ñëó÷àé 3. Ïóñòü H b H b ci i( ) ( )� � , i �1 2, . Óñòàíîâèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ

H b H b c3 3( ) ( )� � è b b c� � . Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñèñòåìó

� � � � � � � � �2 2 2 2� � � � � �sign sign( ) ( ) ( ) , (28)

(| | ) (| | ) ( )� � � � � � � � �� � � � � �sign sign . (29)

Î÷åâèäíî, ÷òî � � �� � 	( ) 0, ïîýòîìó èç (11) è (28) èìååì � � 0, ò.å.

� � � � � �� �� � ��2 22 2 0.
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Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñèòóàöèè çíàêîâ äëÿ � è � �� .
1. Äëÿ ïåðâîé ñèòóàöèè ïðè óñëîâèÿõ (28), (29) ïîëó÷àåì

� 	 0; � �� 	 0; � �� � ��2 22 2 0� � � � ; � � � � � �� � � � � . (30)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî � �� � .
Òàêèì îáðàçîì, èç (30) èìååì

� �� � ��2 22 2 0� � � � . (31)

Ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè îòíîñèòåëüíî �:
 1 ) � � 0, òîãäà èç ñèñòåìû (30) ñëåäóåò � � 0; � � 0; � 	 0;
 2 ) � � 0, òîãäà èç (31) ñëåäóåò � � �� � .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì èëè

� � 0; � � 0; � 	 0, (32)
èëè

� 	 0; � �� � ; � � �� � . (33)

2. Äëÿ âòîðîé ñèòóàöèè çíàêîâ ïðè � è � �� èç ñîîòíîøåíèé (28), (29) èìå-
åì � 
 0; � �� 
 0; � � 0; � � � � � �� � � � � . Ýòî çíà÷èò, ÷òî � 
 0; � �� 
 0;

� �� � ��2 22 2 0� � � � ; � �� .

Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè îòíîñèòåëüíî �:
 1 ) � � 0; � � 0; � 
 0; (34)
 2 ) � � 0; � 
 0; � �� 
 0; � � � �� � � �2 2 0.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èìååì � � �� � � 0, ïðè÷åì âñåãäà � � �� � � 
 0, ïî-
ñêîëüêó � 	 0; � � 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

� � �� � � 0; � �� 
 0; � 
 0; � 	 0. (35)

3. Äëÿ òðåòüåé ñèòóàöèè èç óñëîâèÿ ñèñòåìû (28), (29) ïîëó÷àåì � � 0;
� �� � 0. Â ðåçóëüòàòå èìååì

� � 0; � � 0. (36)

Óñëîâèÿ (32)–(36) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ H b H b c3 3( ) ( )� � .
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ îäíîãî èç óñëîâèé:

1�) b b c� � , ( , ) ( , )� � � � � �� � � , èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî � � 0; � � 0;
2�) b b c� � ; � � �� � ; � � �� � ; H b H b c3 3( ) ( )� � � � �� � � ; � � �	 � �0 0; ;

òàêèì îáðàçîì, � �� � 0; � � �� � ; � � 0; � � �	 � �0 0; ;
3�) b b c� � , � � 0, � �� � 0, H b H b c3 3( ) ( )� � � � �� � �, � � �� � èëè � � 0;

ñëåäîâàòåëüíî, � � 0; � �� � 0. Îäíàêî ïðè � � 0; � � 0; b b c� � , � 	 0; çíà-
÷èò, � �� � 0;

4�) b b c� � ; òàêèì îáðàçîì, � � � �� � � �( ), 0; � � � � � �� � � � � �; ( )0 0 ;
H b H b c3 3( ) ( )� � � � �� � � ; çíà÷èò, � �� ; � � 0; � 	 0; � � �� � � ; � � 0.

Îñòàåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü ñîâìåñòèìîñòü óñëîâèé (32)–(36) è óñëîâèé1�– 4�.
Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ (32). Ñ óñëîâèåì 1� îíî ñîâìåñòèìî è ñíîâà ïîëó÷à-

åì (32). Íå èìååò ñìûñëà (32) ðàññìàòðèâàòü ñ óñëîâèÿìè 2�– 4�, ïîñêîëüêó ðå-
çóëüòàòû áóäóò ïîäìíîæåñòâàìè óñëîâèÿ (32).

Ïðîàíàëèçèðóåì (33) è óñëîâèÿ 1�–4�.
Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ (33) è óñëîâèå 1� íåñîâìåñòèìû.
Èç óñëîâèé (33) è 2� èìååì

� 	 0; � �� � ; � � �� � ; � � 0; � 	 0; � �� � 0. (37)

Óñëîâèÿ � 	 0, � �� � , � � 0 íåñîâìåñòèìû; òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèé ñèñòå-
ìà (37) íå èìååò.

48 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 5



Èç óñëîâèé (33) è 3� ïîëó÷àåì

� 	 0; � �� � ; � � �� � ; � �� � 0. (38)

Óñëîâèÿ � 	 0, � �� � , � � 0 íåñîâìåñòèìû. Ñèñòåìà (38) ðåøåíèé íå èìååò.
Èç óñëîâèé (33) è 4� âûòåêàåò

� 	 0; � �� � ; � � �� � ; � �� ; � � 0; � 	 0; � � �� � � ; � � 0.

Èç ðàâåíñòâà � � �� � � ñëåäóåò, ÷òî � � 0; � � 0, íî � 	 0, ÷òî íåñîâìåñòèìî.
Òàêèì îáðàçîì, çàïèñàííàÿ ñèñòåìà äëÿ óñëîâèé (33) è 4� äàåò ïóñòîå ìíîæåñ-
òâî. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (33) â ñëó÷àå 3 íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðîàíàëèçèðóåì óñëîâèÿ (34) è 1�–4�.
Ñîâìåñòíî óñëîâèÿ (34) è 1� äàþò: � � 0; � � 0; � 
 0, ò.å. ñíîâà ïðèõîäèì

ê óñëîâèþ (34). Òàêèì îáðàçîì, íå èìååò ñìûñëà åãî àíàëèçèðîâàòü âìåñòå ñ
óñëîâèÿìè 2�–4�, ïîñêîëüêó áóäåì èìåòü ïîäìíîæåñòâà (34).

Ïðîàíàëèçèðóåì ñèñòåìû, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ èç (35) è óñëîâèé 1�–4�.
Èç1� èìååì íåñîâìåñòèìóþ ñèñòåìó (òàê êàê � 	 0 è � � 0). Èç óñëîâèÿ 2� èìå-

åì òàêæå íåñîâìåñòèìóþ ñèñòåìó (òàê êàê � 
 0 è � 	 0). Èç óñëîâèÿ 3� èìååì

� � �� � � 0; � �� 
 0; � 
 0; � 	 0; � �� � 0.

Ýòà ñèñòåìà òàêæå íåñîâìåñòèìà, òàê êàê � �� 
 0, à � �� � 0.
Èç óñëîâèé (35) è 4� âûòåêàåò

� � �� � � 0; � �� 
 0; � 
 0; � 	 0; � �� ; � 	 0. (39)

Îñòàåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü óñëîâèå (36) âìåñòå ñ óñëîâèÿìè 1�–4�. Èç óñëî-
âèÿ 1� èìååì � � 0; � � 0; � � 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì (36); ñëåäîâàòåëüíî,
íå èìååò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü óñëîâèÿ 2�–4�.

Ïðîàíàëèçèðîâàíû âñå ñëó÷àè è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ óòâåðæäåíèé
òåîðåìû. Ñðàâíèâàåì èõ ñ ôîðìóëèðîâêàìè 1–9 â óñëîâèè òåîðåìû 4: óñëî-
âèå 1) — ýòî ôîðìóëà (12); 2) — ýòî (14) è (36) ïðè óñëîâèè 1�; 3) — ýòî (16);
4) — ýòî (17) è (18); 5) — ýòî (25); 6) — ýòî (27); 7) — ýòî (32) ïðè óñëîâèè 1�;
8) — ýòî (34) ïðè óñëîâèè 1�; 9) — ýòî (35) ïðè óñëîâèè 4� (ò.å. (39)). Îòñþäà
âûâîä, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4. Åñëè � 	 0; � 	 0, òî òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ (ýòî ñî-

îòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 1 â óñëîâèè òåîðåìû), ò.å. åñëè èíòåðâàëû b � ( , )� � , c � ( , )� �

èìåþò ïîëîæèòåëüíûå öåíòðû �, � ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðè a b� èìååì a b c� � .
Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì 4 è 2, êàê ëåãêî âèäåòü, îáîñíîâûâàåò óòâåðæäåíèå

òåîðåìû 3.
Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5. Èçëîæåííûé ÌÂÃ, ïðèìåíåííûé ê çàäà÷å (1), äàåò åå ðåøåíèå,

êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ F0 — çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè è xrec — òî÷êà, â êîòîðîé
îíî äîñòèãàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî øàãó 11 èñêëþ÷àþò èç ðàññìîòðåíèÿ òîëüêî ïî-
÷êè Di , â êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå � i iD F( ) � 0 .

Åñëè F Fnrec
� 0 , òî íà øàãå 15 F0 îáíîâëÿåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì çíà÷å-

íèþ Fnrec
, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå xrec .

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ñâîéñòâà îöåíêè �( ) ( )D F x� � �x D , öåïî÷êè
F Fnrec1 �� � è ïðàâèëà îòñå÷åíèÿ � i iD F( ) � 0 èìååì F F xnrec

� ( ) � �x D, ÷òî
è ñëåäîâàëî äîêàçàòü.
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Çàìå÷àíèå. Êàê è â òåîðåìå 2, â òåîðåìå 5 ñèìâîë ïîðÿäêà � îáîçíà÷àåò ëþ-
áîé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå öåíòðèðîâàííûõ èíòåðâàëîâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ÌÂÃ äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè â èíòåðâàëüíîé ïîñòà-
íîâêå. Íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ïî ýòîìó ìåòîäó äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ãðàíèö åãî ïðàêòè÷åñêîãî
ïðèìåíåíèÿ.
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