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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû âîïðîñû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèì òåìïåðàòóð-

íûì ñîñòîÿíèåì îäíîðîäíîé è ñëîèñòîé ïëàñòèíû (ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû) ïðè îäíî-

âðåìåííîì íàáëþäåíèè çà òåìïåðàòóðîé è ìîùíîñòüþ òåïëîâîãî ïîòîêà íà îòäåëüíûõ åå

ó÷àñòêàõ. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê ïðè îäíîâðå-

ìåííîé èäåíòèôèêàöèè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ, ãðàäèåíòíûå ìåòîäû, ïàðàáîëè÷åñêèå ñèñòåìû,
ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîäëåíèÿ ðåñóðñîâ ñëîæíûõ ñîâðåìåííûõ ñîîðóæåíèé

(àòîìíûõ ðåàêòîðîâ, òðóáîïðîâîäîâ, îáúåêòîâ õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè

è äð.) âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîâåäåíèè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ïîâåäåíèÿ èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ èëè èõ îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðè ñëîæ-

íûõ ñèëîâûõ è òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèÿõ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêèõ èññëåäî-

âàíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû èññëåäó-

åìûõ òåë. Â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ââèäó ñòàðåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèà-

ëîâ ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿ

ïðîâåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. ×àñòî äèíàìè-

êà èçìåíåíèÿ óïîìÿíóòûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî íà îñíîâå ðåøå-

íèÿ îáðàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ íàáëþäåíèÿõ çà ñìå-

ùåíèÿìè, òåìïåðàòóðàìè â îòäåëüíûõ òî÷êàõ èëè íà îòäåëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

[1–3]. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ëåã÷å ïðîâîäèòü íàáëþäåíèÿ çà èçìåíå-

íèÿìè äàâëåíèé, íàïðÿæåíèé, ìîùíîñòåé òåïëîâûõ ïîòîêîâ, öåëåñîîáðàçíî

ýòè ïîêàçàòåëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ.

Â ðàáîòàõ [2, 3] íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
[4, 5] ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåíòè-
ôèêàöèè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ, à â [6, 7] — ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì ïðè
íàáëþäåíèÿõ çà ñëåäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòîÿíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäîâàíû âîïðîñû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíà-
ìè÷åñêèì òåìïåðàòóðíûì ñîñòîÿíèåì îäíîðîäíîé è ñëîèñòîé ïëàñòèíû (ïàðàáî-
ëè÷åñêîé ñèñòåìû) ïðè îäíîâðåìåííîì íàáëþäåíèè çà åå òåìïåðàòóðîé è ìîù-
íîñòüþ òåïëîâîãî ïîòîêà íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ
ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê ïðè îäíîâðåìåííîé èäåíòèôèêàöèè
íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.
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1. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅÌ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Ïóñòü íà îáëàñòè � �T T� � ( , )0 , � � ( , )0 l , îïðåäåëåíî óðàâíåíèå äèôôóçèè
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Ïðè t � 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

y x y x x( , ) ( ),0 0� �� . (4)

Íà îñíîâàíèè çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ (1)–(4) ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ. Êàæäîìó óïðàâëåíèþ u�� ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè
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Ïóñòü V — íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à �V — ïðîñòðàíñòâî,

äâîéñòâåííîå åìó. Àíàëîãè÷íî [8] îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî L T V2 0( , ; ) ôóíêöèé
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L T V( , ) ( , ; ) : ( , ; )0 0 02 2� � � �{ }. Ñëåäóÿ [8],

êàæäîìó óïðàâëåíèþ u�� ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå — ôóíêöèÿ
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x �� 0 , t T�( , )0 . Òîãäà
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Ïóñòü � � � �� � ��y y u y y u( ), ( ) — ðåøåíèÿ èç W T( , )0 çàäà÷è (6), (7) ïðè ôóíê-
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Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü áèëèíåéíîé ôîðìû �( , )� �
è ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L( )� íà �. Íà îñíîâàíèè [8, ãë. 1, òåîðåìà 1.1] äî-

êàçàíî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè êàæäîì u�� ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðåøåíèå çàäà÷è (6), (7). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u âûïóêëîãî çà-
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Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìîå óñëîâèå (15) îïòèìàëüíîñòè
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( ( , ) )( )� 0 0

0

t au v u dt

T

� 
 �� � � �v � . (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (6), (7), (16), (17) è íåðàâåíñòâà (19)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ u� �� . Åñëè � �� � , òî èç (19) ïîëó÷àåì

u t a� 
�( , ) /0 . (19�)
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2. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÛÌ
ÑÎÑÒÎßÍÈÅÌ ÑÎÑÒÀÂÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ
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y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 , äîïóñêàþùàÿ ðàçðûâ â òî÷êå x � �, êîòîðàÿ

� � � � �v x V v x v W i
i i( ) { ( ): | ( ), , }0 2

1 1 2� � óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

dy

dt
vdx a y v l u v t T

�
� � � �( , ) ( ; ), ( , )0 , (26)

y x y x x( , ) ( ),0 0� ��, (27)

ãäå

W T f L T V
df

dt
L T V( , ) ( , ; ) : ( , ; ' )0 0 02 2� � �{ },

V v x t v W
i i� �{ ( , ): | ( )� �

2
1 , i �1 2, , t T�( , )0 },

a y v k
y

x

v

x
dx r y v y l t v l l u v f( , ) [ ][ ] ( , ) ( ), ( ; )�

�
�

�
�

� � ��
� �

� � � �vdx v l uv� ( ) ( ).0 (28)

Ïóñòü � � � �� � ��y y u y y u( ), ( ) — ðåøåíèÿ èç W T( , )0 çàäà÷è (26), (27) ïðè

ôóíêöèè u u t� ( ), ðàâíîé ñîîòâåòñòâåííî � �� �u u, �. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

âèäà (11), (12). Èìååò ìåñòî òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1. Ñîïðÿæåííîå ñî-

ñòîÿíèå � �v � îïðåäåëèì êàê åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ � �W T( , )0 , êîòîðàÿ

� �z x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì âèäà (16), (17), ãäå áèëèíåéíàÿ ôîðìà à( , )� �
îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì (28). Ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ âèäà

(18), (19), (19�).
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3. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ
ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ

Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé (1)– (4), ãäå
ôóíêöèÿ u u t L T� � �( ) ( , )� 2 0 ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
x l� èçâåñòíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à íà � �0 � èçâåñòíà ìîùíîñòü òåïëîâî-
ãî ïîòîêà:

y l t f t k
y

x
f x t t t( , ) ( ), ( , )| , ( , )�

�
�

� �0 1

0

0
0

�
� .

(29)

Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä

J u y u l t f t dt k
y u

x
f

T

( ) ( ( ; , ) ( ))
( )

� 
 �
�
�


�

�
�

�

�
��

1

2

1

2
0

2

0

1

2

dxdt

T

�00

�� . (30)

Çàäà÷ó (6), (7), (30) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ

u u p n nn n n n� � 
 �1 0 1� , , , , *� , (31)

ãäå íàïðàâëåíèå ñïóñêà pn è êîýôôèöèåíò � n îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè [1]:
+ äëÿ ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ îøèáîê

p J
e

J
n u n

n

u
n

n

� � �,
| | | |

| | ' | |
�

2

2
,

+ äëÿ ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà

p J
J

AJ
n u n

u

u
n

n

n

� � �,
| | ' | |

| | ' | |
�

2

2
,

+ äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

p J p
J

J

J
n u n n n

u

u

nn

n

n

� � � � �
�

�
�

�






� � � �1 0

2

2
0

1

, ,
| | | |

| | | |
,

( u n

n

n
p

Ap

, )

| | | | 2
,

ãäå �Jun
— ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà J u( ) â òî÷êå u u e Au fn n n� � 
, ,

Au y u k
y u

x
n n x l T

n

T

�
�

�

$
%
,

&,

'
(
,

),
� �( )| ,

( )
( ) ( , )0

0�
, f f f� { }0 1, ,

| | | | ( ( ; , ) ( ))
( )

( , )e y u l t f t dt k
y u

x
f x tn n

T
n2

0
2

0

1� 
 �
�

�

�

�
�
�

�

�
���

2

0 0

dxdt

T

�

,

y un( ) — ðåøåíèå çàäà÷è (6), (7) ïðè u un� .
Ïóñòü u v, ��. Ïðè 	 �( , )0 1 èìååì z v u u v u� � 
 � � 
 �	 	 	( ) ( )1 �. Ñ ó÷å-

òîì îáîçíà÷åíèé (9) ïðè a � 0, z fg � èìååì

2 2 0 2J v v v L v f y( ) ( , ) ( ) | | ( )| |� 
 � 
�
�

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
( ( )) ( )

lim
( ( ), ( ))

	 	

	

	

� 	 	

� �

� 
 

�

� 
 � 

0 0

J u v u J u u v u u v u 




�

	

( , )u u

2



� 
 


� 
 
 

�

lim
( ( )) ( )

( , ) ( )
	

	

	
�

0

2 2

2

L u v u L u
u v u L v u

èëè
� � 
 � � 
 
 
 � 
 
J v u u v u L v u y u f y v y uu , ( , ) ( ) ( ( ) , ( ) ( ))� � . (32)
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Ó÷èòûâàÿ (32), (6), (7) è ïîëàãàÿ z y u y un n� 
�( ) ( )1 , íà îñíîâå (16), (17) ïîëó÷àåì

� � � � 
 
�J u y u l t f t y u l t y u l tu n n n nn
, ( ( ; , ) ( ))( ( ; , ) ( ; , )- 0 1 )

0

T

dt� �

�
�

�

�

�
�

�

�
�

� 

�

���� k
y u

x
f k

y u y u

x
dxdtn n n

T
( ) ( ( ) ( ))

1
1

0 0�

� 

�
�


 � 
�� � �
�

�
t

y u y u dxdt a y u y un n

T

n n

�

( ( ) ( )) ( , ( ) ( ))1

0

1

0

T

dt� �

� 
 �� ��( ( ; ) ( ; )) ( , )l u l u dt t u dt

T

n n n

T

0

1

0

0� � � -

èëè
� � � � �J u t u dtu n n

T

n
, ( , )- -� 0

0

, (33)

ãäå �( , )x t — ðåøåíèå çàäà÷è (16), (17) ïðè v un� . Ñëåäîâàòåëüíî,

� �Ju nn

~� , (34)

ãäå
~

( , ), | | | |
~� � �n u n

T

t J dt
n

� � � �0 2 2

0

.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè � � � 

 
R ( , ), òî íà îñíîâàíèè (33) ïîëó÷àåì

~
( , )� �n

T

t dt� � 0

0

è | | | | |
~

|� �Ju nn
� .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð u çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè
íàõîäèòñÿ â âèäå

u ti

i

m

i�
�
.� �

1

( ), (35)

ãäå { }� i i
mt( ) �1

— ñèñòåìà èçâåñòíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, à � �

� ��{ }� i i
m mR

1
ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì âåêòîðîì, òî äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ñ ïî-

ìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà (31) ãðàäèåíò J un
' ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè èìååò âèä

� � � � �� �J t t dt Ju n n n
i

i
m

n
i

i

T

n

~
,

~ ~
,

~
( , ) ( ) , | |� � � � � �{ }

1
0

0 u n
i

i

m

n
| | (

~
)2 2

1

�
�
. � .

4. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ
ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ

Ïóñòü òåìïåðàòóðíîå ñîñòîÿíèå îäíîðîäíîé ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëü-
íî-êðàåâîé çàäà÷åé

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
�� �

y

t x
u x t

y

x
f x t x t T( , ) ( , ), ( , ) � ,



�
�

� 
 � � �u
y

x
y x t T� �, , ( , )0 0 , u

y

x
x l t T

�
�

� � ��1 0, , ( , ),

y x y x x( , ) ( ),0 0� ��, (36)

ãäå � � ( , )0 l .
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè x l� èçâåñòíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à íà � �0 � èç-

âåñòíà ìîùíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà:

y l x f t u
y

x
f x t t T( , ) ( ), ( , )| , ( , )�

�
�

� �0 1

0

0
0

�
� . (37)
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Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à (36), (37) ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè u u x t� �( , )

� � � � � � ��� C T v x t C v t TT([ , ]) ( , ) ( ) : [ , ],0 0 01 0{ }� , ïðè êîòîðîé ðåøåíèå

y u y u x t( ) ( ; , )� íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (36) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (37).
Äëÿ ýòîé çàäà÷è ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä

J u y u l t f t dt u
y u

x
f x t

T

( ) ( ( ; , ) ( ))
( )

( , )� 
 �
�
�


�

�
�

�
�

1

2
0

2

0

1
�
�

�

�

�
��

�

�

�
����

2

0 0

dxdt

T

�

. (38)

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëü-
íî-êðàåâîé çàäà÷è (36) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíê-
öèþ y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

dy

dt
vdx a u y v l v t T

�
� � � �( ; , ) ( ), ( , )0 , (39)

y u x y x x( ; , ) ( ),0 0� ��, (40)

ãäå ìíîæåñòâà W T V( , ),0 0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 1,

a u y v u
y

x

v

x
dx y u t v l v f vdx( ; , ) ( ; , ) ( ), ( )�

�
�

�
�

� � �� �
� �

� �0 0 v v l( ) ( )0 1� � .

Ïóñòü �( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( )) , ( ) ( ( ), ( )u v y u y u y v y u L v f y u y vn n n� 
 
 � 
� 
 y un( ))� ,

ãäå

y u y u l t u
y u

x
n n n

n( ) ( ; , ),
( )

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
��0

, f f t f x t� ( ( ), ( , ) )0 1
0�

,

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )� � � � � �� � � ��� 1 1 2 2

00 0

t t dt x t x t dxdt

TT

�

, � � �� ( ( ), ( , ))1 2t x t ,

� � �� ( ( ), ( , ))1 2t x t .

Òîãäà 2 2 2J v v v L v f y un( ) ( , ) ( ) | | ( )| |� 
 � 
�
�

.

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî
ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (38)–(40) íà îñíîâàíèè íà÷àëüíî-êðàå-
âîé çàäà÷è (36) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , )y y u y u x tn n� �� �1 1 , ÿâëÿþùóþñÿ
ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
�� �

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

~ ~
( , ) , ( ,

y

t x
u

y

x
f x t

x
u

y

x
xn n- t T) �� ,



�
�

� 
 � �
�
�

� �u
y

x
y u

y

x
x t Tn n

~
~ , , ( , )� � - 0 0 ,

u
y

x
u

y

x
x l t Tn n

�
�

� 

�
�

� �
~

, , ( , )�1 0- ,

~ ( , ) ( ),y x y x x0 0� �� , (41)

ãäå y y u y u x tn n� �( ) ( ; , ).

Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (41) áóäåì èñïîëü-

çîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , )y y u y u x tn n� � �� �1 1

�W T( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

d y

dt
vdx a u y v l u u v t Tn n n

~
( ; ~, ) ( , ; ), ( , )

�

-� � � � 0 ,
(42)
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~| ,y y xt� � �0 0 �, (43)

ãäå

l u u v f v
x

u
y u

x
vdx u

y
n n n

n
n( , ; ) ( , )

( ) (
- - -
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� �
�
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�
� �
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x
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�
/

/
/ � �

�
-u

y u

x
v v v ln

n

x l

( )
( ) ( )� �0 1 . (44)

Ïðè u un n� �- � � �	 ( , )0 1 èìååì u un n� �	- �,

y u u y u y u u y u y u y un n n n n n n n( ) ( ) ~ ( ) ( ) (~ ( ) (� 
 0 
 � 
�	 
 	 	- - 1 ),

ãäå

y u y u l t u
y u

x
n n n

n( ) ( ; , ),
( )

�
�

�

$
%
,
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,

),�0
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y u y u l t u
y u

x
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n
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��
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�

$
%
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,

),
1 1

1

0�
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

� � � �
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�

J u
J u u J u

u n
n n n

n
, lim

( ) ( )
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-
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lim
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 � 
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( ( ) , ~ (
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n
- �

n ny u� 
1 ) ( )) �

èëè
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�J u y u f y u y uu n n n nn

, ( ( ) , ~ ( ) ( ))- 1 � . (45)

Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (31) îïðåäåëåíèÿ ( )n�1 -ãî ïðèáëè-
æåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (38)–(40) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîïðÿæåííóþ
çàäà÷ó, ñîñòîÿùóþ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè �( , ) ( , )x t W T� 0 , êîòîðàÿ � �z x V( ) 0
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì



�
�
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�
�

�

�
�� � 
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�
�

t
z a u z y u l t f t z ln n, ( ; , ) ( ( ; , ) ( )) ( )0
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x
dx t Tn

n
n

( )
, ( , )1

0

0

�

,

�| ,t T x� � �0 � . (46)

Âûáèðàÿ â çàäà÷å (46) z y u y un n� 
�
~( ) ( )1 , íà îñíîâàíèè (42), (43), (45) ïîëó÷àåì

� � � 0
�
�

�
�
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�
�

�

�
� ���J u

x
u

y u

x
dxdtu n n

n
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n
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� - -u

y u

x
u

y u

x
dtn

n

x

n
n

x l

T
( ) ( )

� �
00

. (47)

Ïóñòü ðåøåíèå u x t( , ) çàäà÷è (38)–(40) íàõîäèòñÿ â âèäå

u u x t t xm i

i

m

i� � �
�
.( , ) ( ) ( )� �

1

0, (48)

ãäå { }� i i
mx( ) �1

— ñèñòåìà èçâåñòíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé íà �,
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� �i i t� ( ), i m�1, , — íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Òîãäà íà îñíîâàíèè (47) ïîëó÷àåì
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Ñëåäîâàòåëüíî,
� 0Ju nn

~� , (50)
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Çàìå÷àíèå 3. Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (48) � i � const, i m�1, , òî íà îñíîâàíèè

(49) èìååì
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Çàìå÷àíèå 4. Åñëè � � � � ��C T v t C T v([ , ]) ( ) ([ , ]):0 0 0{ }, òî íà îñíîâàíèè

(47) ïîëó÷àåì
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T

n

2 2

0

�

Çàìå÷àíèå 5. Åñëè âîññòàíàâëèâàåìûé ïàðàìåòð u íàõîäèòñÿ â âèäå

u u t u t tm i

i

m

i� � � �
�
.( ) ( ) ( )� �

1

0, (51)

ãäå { }� i i
mt( ) �1

— ñèñòåìà èçâåñòíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, òî íà

îñíîâàíèè (47) èìååì

� � � 0
�

�
�
�

�



�
�

�

J u t
y u

x
dx

y u

x

y
u n i i

n n

x

n
, ( )

( ) ( )
- -

�

� � � �
2

2
0

( )u

x
dtn

x

T

i

m

�

�

�

�
�

�

�

�
�

��
�. �

101

.

Ñëåäîâàòåëüíî, J u nn
'

~0 � , ãäå
~ ~� �n n

i
i
m� �{ }

1
,

~
( )

( ) ( ) ( )
� � � � �n

i
i

n n

x

n

x

t
y u

x
dx

y u

x

y u

x
�

�

�
�
�

�



�
��

� �

2

2
0� l

T

dt
�

�

�
�

�

�

�
��

0

,

| | | | (
~

)� �
�
.Ju n

i

i

m

n

2 2

1

� .
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Çàìå÷àíèå 6. Åñëè � � � �
�R ( , )0 , òî íà îñíîâàíèè (47) èìååì J u nn
'

~0 � , ãäå

~ ( ) ( ) ( )
� � � �n

n
T

n

x

n

x l

y u

x
dxdt

y u

x

y u

x
�

�

�
�

�
�



�

���
� �

2

2
0 0�

�

�
�
�

�

�
�
��

0

T

dt, | | | | |
~

|� 0Ju nn
� .

5. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ
ÏËÀÑÒÈÍÛ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÑËÀÁÎÉ ÇÀÄÀ×È ÅÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè (36), (38), ãäå ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (36) èñïîëüçó-
åòñÿ åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíêöèÿ y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 , êîòî-
ðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (39), (40).

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî
ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (36), (38) íà îñíîâàíèè ñëàáîé çàäà÷è
(39), (40) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , ) ( , )y y u y u x t W Tn n� � �� �1 1 0 , êîòîðàÿ
� �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

� � 

�

�
�
�

�� �
~

( ; ~, ) ( )
( )

, (
y

t
vdx a u y v l v u

y u

x

v

x
dx tn n

n

� �

- 0, )T ,

~ ( , ) ( ),y x y x x0 0� ��. (52)

Òîãäà ïðè u u� �- � � �	 ( , )0 1 èìååì u un n� �	- �. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-
íèå (45), à íà îñíîâàíèè (46) ñ ó÷åòîì (39), (40), (52), ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè
âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷àåì

� � 0 

�

�
�
���J u u

y u

x x
dxdtu n n

n
T

n
' ,

( )
- -

�

�

0

. (53)

Ñëåäîâàòåëüíî, � 0Ju nn

~� , ãäå
~ ( )
�

�
n

ny u

x x
� 


�
�

�
�

, | | | |
~� 0 ��J dxdtu n

T

n

2 2

0

�

�

.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè u u x C v x C v� � � � � ��( ) ( ) ( ) ( ):� � �{ }0 , òî íà îñíîâà-

íèè (53) ïîëó÷àåì � 0Ju nn

~� , ãäå

~ ( )
�

�
n

n
T

y u

x x
dt� 


�
�

�
��

0

, | | ' | | (
~

( ))J x dxu nn

2 20 � �

�

.

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè u u t C T� � � �( ) ([ , ])� 0 , òî � 0Ju nn

~� , ãäå

~ ( )
�

�
n

ny u

x x
dx� 


�
�

�
��

�

, | | ' | |
~

( )J t dtu n

T

n

2 2

0

0 � � .

Çàìå÷àíèå 9. Åñëè u R� � � �
�� ( , )0 , òî J u nn
'

~0 � , ãäå

~ ( )
�

�
n

n
T

y u

x x
dxdt� 


�
�

�
���

�0

, | | | | |
~

|� 0Ju nn
� .

6. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ/ÑÒÎÊÎÂ

Ïóñòü íà îáëàñòè � �T T� � ( , )0 , � � ( , )0 l , îïðåäåëåíî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
��

y

t x
k x

y

x
u( ) .

(54)

Íà êîíöàõ îòðåçêà [ , ]0 l çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ



�
�

� 
 �k
y

x
y� �, x � 0, t T�( , )0 , k

y

x

�
�

� �1, x l� , t T�( , )0 . (55)
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Ïðè t � 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

y x y x x( , ) ( ),0 0� �� . (56)

Çàäàíû óñëîâèÿ (29). Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à (29), (54)–(56) ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíê-
öèè u u x t C T� � �( , ) ( )� � , ïðè êîòîðîé ðåøåíèå y y u x t� ( ; , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è (54)–(56) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (29). Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (30).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëü-
íî-êðàåâîé çàäà÷è (54)–(56) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíê-
öèþ y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

dy

dt
vdx a y v l u v t T

�
� � � �( , ) ( ; ), ( , )0 ,

(57)

y u x y x x( ; , ) ( ),0 0� ��, (58)

ãäå
a y v k

y

x

v

x
dx y t v l u v u v v( , ) ( , ) ( ), ( ; ) ( , ) (�

�
�

�
�

� � ��
�

� �0 0 0) ( )� �1v l .
(58�)

Çàäà÷ó (57), (58), (30) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (31).
Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî âèäà (32). Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
(31) ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä



�
�

�

�
�

�

�
�� � 
 �

�
�

t
z a z y u l t f t z ln, ( , ) ( ( ; , ) ( )) ( )0

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�
�� k

y u

x
f k

z

x
dxn( )

1

0�

� �z V0 , t T�( , )0 , (59)

�| t T� � 0 , x �� .

Âûáèðàÿ z y u y un n� 
�( ) ( )1 , c ó÷åòîì (57), (58) ïîëó÷àåì

� � � � 
 
 ��J u y u f y u y uu n n n nn
, ( ( ) , ( ) ( ))- 1 �

� 

�
�


 � 
 �� ���
�

�
t

y u y u dxdt a y u y un n

T

n n( ( ) ( )) ( , ( ) ( ))1

0

1

�

�

�

-��
0

T

nu dxdt. (60)

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~

( , )� �n x t� , | | | |
~� � ��J dxdtu n

T

n

2 2

0

�

�

.

Çàìå÷àíèå 10. Åñëè ìîùíîñòè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ/ñòîêîâ âîññòàíàâëè-
âàþòñÿ â âèäå

u x t u x t x tm i

i

m

i( , ) ( , ) ( , )� �
�
.� �

1

, (61)

ãäå { }� i i
mx t( , ) �1

— ñèñòåìà èçâåñòíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, òî íà

îñíîâàíèè (60) èìååì

� �Ju nn

~� , ãäå
~ ~� �n n

i
i
m� �{ }

1
,

~� � �n
i

i

T

dxdt� ��
�0

, | | | |� �Jun

2 (
~

)� n
i

i

m
2

1�
. .

Çàìå÷àíèå 11. Åñëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u íàõîäèòñÿ â âèäå

u x t u x t t xm i

i

m

i( , ) ( , ) ( ) ( )� �
�
.� �

1

, (62)

ãäå { }� i i
mx( ) �1

— ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ èçâåñòíûõ ôóíêöèé, òî íà

îñíîâàíèè (60) ïîëó÷àåì � �Ju nn

~� , ãäå
~ ~� �n n

i
i
m� �{ }

1
,

~� � �n
i

i dx� �
�

, | | | |� �Jun

2

� �.
�

(
~

( ))� n
i

T

i

m

t dt2

01

.
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Íà îñíîâå ðàâåíñòâà (60) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåí-
òà ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè äëÿ äðóãèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî êëàññà ôóíê-
öèé, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âîññòàíàâëèâàåìàÿ ôóíêöèÿ.

7. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎÃÎ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Ïóñòü íà îáëàñòè �T îïðåäåëåíî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
��

y

t x
k x

y

x
f x t( ) ( , ) .

(63)

Íà êîíöàõ îòðåçêà [ , ]0 l çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ (55), à ïðè t � 0 èìååì

y x u x l( , ) , ( , )0 0� � �� . (64)

Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (30). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
u C� �� ( )� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (55), (63),
(64) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå — ôóíêöèþ y y u� �( )
� �y u x t W T( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

dy

dt
vdx a y v l v t T

�
� � � �( , ) ( ), ( , )0 ,

y u x u x x( ; , ) ( ),0 � ��, (65)

ãäå áèëèíåéíàÿ ôîðìà a( , )� � îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì (58�),
l v f v v v l( ) ( , ) ( ) ( )� � �� �0 1 . Ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó (30), (65) áóäåì ðåøàòü ïðè-
áëèæåííî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (31). Íà êàæäîì øàãå ýòîãî èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä (59). Âûáèðàÿ
z y u y un n� 
�( ) ( )1 , íà îñíîâàíèè (59) ñ ó÷åòîì (65) ïîëó÷àåì

� � � � 

�
�


 �� ���J u
t

y u y u dxdt a y uu n n n

T

nn
, ( ( ) ( )) ( , (-

�

�
�1

0

1 ) ( ))
 �y un

� � �( , )x u dxn0 -
�

. (65�)

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~

( , )� �n x� 0 , | | | |
~� � �J dxu nn

2 2�

�

.

Çàìå÷àíèå 12. Åñëè âîññòàíàâëèâàåìîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íàõî-
äèòñÿ â âèäå

u u x xm i

i

m

i� �
�
.( ) ( )� �

1

,

ãäå { }� i i
mx( ) �1

— ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ èçâåñòíûõ ôóíêöèé, òî íà

îñíîâàíèè (65�) èìååì � �Ju nn

~� , ãäå
~ ~� �n n

i
i
m� �{ }

1
,

~
( ) ( , )� � �n

i
i x x dx� �

�

0 ,

| | | | (
~

)� �
�
.Ju n

i

i

m

n

2 2

1

� .

Çàìå÷àíèå 13. Åñëè � � � 

 �
R ( , ), òî � � � �J x dxu nn

~
( , )� �

�

0 , | | | | |
~

|� �Ju nn
� .

8. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÎÁÚÅÌÍÎÉ ÒÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÈ

Ïóñòü íà îáëàñòè �T îïðåäåëåíî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

u
y

t x
k

y

x
f x t

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
�� ( , ).

(66)

Íà êîíöàõ îòðåçêà [ , ]0 l êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (55), ïðè t � 0 çàäàíî íà-
÷àëüíîå óñëîâèå

y u x y x x( ; , ) ( ),0 0� ��. (67)
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Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà îïðåäåëåí âûðàæåíèåì (30). Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à (30),

(55), (66), (67) ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè u u x C� � � ��( ) ( )� �
� � �{ }v x C v( ) ( ) :� 0 , ïðè êîòîðîé ðåøåíèå y y u y u x t� �( ) ( ; , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è (55), (66), (67) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (29). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-
íîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (66), (67),
(55) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíêöèþ y y u� �( )
� �y u x t W T( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

u
dy

dt
vdx a y v l v

�
� � �( , ) ( ), t T�( , )0 ,

y u x y x( ; , ) ( )0 0� , x ��, (68)

(áèëèíåéíàÿ ôîðìà a( , )� � , ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l( )� è ïðîñòðàíñòâà
W T V( , ),0 0 îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå).

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî
ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (30), (68) íà îñíîâàíèè íà÷àëüíî-êðàå-
âîé çàäà÷è (66), (67), (55) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , )y y u y u x tn n� �� �1 1 , ÿâëÿþ-
ùóþñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:

u
y

t x
k

y

x
f x t u

y u

t
n n

n�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
�� 


�
�

~ ~
( , )

( )
- , ( , )x t T�� ,



�
�

� 
 � � �k
y

x
y x t T

~
~ , , ( , )� � 0 0 , k

y

x
x l t T

�
�

� � �
~

, , ( , )�1 0 ,

~ ( , ) ( ),y x y x x0 0� �� . (69)

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (69) íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ~( ; , ) ( , )y u x t W Tn� �1 0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâå-
íñòâàì

u
y

t
v a y v l v u

y u

t
v tn n

n�
�

�

�
�

�

�
�� � 


�
�
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, ( ( ) , ~ ( ) ( ))- 1 � .

Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (31) îïðåäåëåíèÿ ( )n�1 -ãî ïðèáëè-
æåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (30), (68) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîïðÿæåííóþ
çàäà÷ó
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Âûáèðàÿ â çàäà÷å (71) z y u y un n� 
�
~( ) ( )1 , íà îñíîâàíèè (68), (70) ïîëó÷àåì
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Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü âîññòàíàâëèâàåìîãî ïàðàìåòðà u ëèøü îò ïåðåìåííîé õ,

íà îñíîâàíèè (72) ìîæåì çàïèñàòü: � 0Ju nn
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~� 0 �J dxu nn
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Çàìå÷àíèå 14. Åñëè u R� � �� , òî íà îñíîâàíèè (72) ïîëó÷àåì � 0Ju nn
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Çàìå÷àíèå 15. Åñëè âîññòàíàâëèâàåìûé ïàðàìåòð íàõîäèòñÿ â âèäå
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9. ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÒÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÈ,
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ È ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß

Ïóñòü íà îáëàñòè �T îïðåäåëåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u
y

t x
u

y

x
f x t1 2

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
�� ( , ). (73)

Íà êîíöàõ îòðåçêà [ , ]0 l ïðè t T�( , )0 çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

u
y

x
y x2 0

�
�

� 
 � �� �, ,

u
y

x
u x l2 3

�
�

� �, .
(74)

Ïðè t � 0 íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä

y x y x x( , ) ( ),0 0� �� . (75)

Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà â ñîîòâåòñòâèè ñ (37) çàäàí âûðàæåíèåì

J u y u l t f t dt u
y u

x
f x t

T

( ) ( ( ; , ) ( ))
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2 1
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dxdt

T

�

. (75�)

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à (73)–(75), (75�) ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè âåêòîð-ôóíêöèè

u u u u C C C TT� � � � ��( , , ) ( ) ( ) ( , ),
1 2 3

1 0 0� � � , ïðè êîòîðîé ðåøåíèå y y u� �( )

� y u x t( ; , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (73)–(75) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (37). Ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è (73)–(75) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíêöèþ
y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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u
dy

dt
vdx a u y v l u v t T1 0

�
� � � �( ; , ) ( ; ), ( , ) ,

y u x y x x( ; , ) ( ),0 0� ��, (76)
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� � ��v u v l( ) ( )0 3 .

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî
ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (76), (75�) íà îñíîâàíèè íà÷àëüíî-êðàå-
âîé çàäà÷è (73)–(75) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , )y y u y u x tn n� �� �1 1 , ÿâëÿþùóþ-
ñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:
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Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (77)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ~( ; , ) ( , )y u x t W Tn� �1 0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâàì

u
y

t
v a u y v l u u v t Tn n n n1 0

�
�

�

�
�

�

�
�� � �

~
, ( ; ~, )

~
( , ; ), ( , )- ,

~ ( ; , ) ( ),y u x y x xn� � �1 00 �, (78)

ãäå
~

( , ; ) ( ; )
( ) ( )

l u u v l u v u
y u

t
vdx

x
u

y u
n n n n

n
n

n- - -� 

�

�
�

�
�

�
1 2 �

�

�
�

�

�
� ��� x
vdx

��

�
�

�
� 


�
�

�

�
�

�

�
�

� �

- - -u
y u

x
v u u

y u

x
v ln

n

x

n n
n

x l

2

0

3 20
( )

( )
( )

( ).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

� � � 0 
 
�J u y u f y u y uu n n n nn
, ( ( ) , ~ ( ) ( ))- 1 � . (79)

Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (31) îïðåäåëåíèÿ ( )n�1 -ãî ïðèáëè-
æåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (76), (75�) ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó îïðåäåëèì òàê:
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Âûáèðàÿ â çàäà÷å (80) z y u y un n� 
�
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Çàìå÷àíèå 16. Åñëè � � � �� �R R C T([ , ])0 , òî íà îñíîâàíèè (81) ïîëó÷àåì
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Çàìå÷àíèå 17. Åñëè ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà u íàõîäÿòñÿ â âèäå
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Çàìå÷àíèå 18. Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (81) ïðè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îò-
íîñèòåëüíî âèäà âîññòàíàâëèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ âåêòîð-ôóíêöèè u ìîæåì ïîëó-
÷èòü èíûå ïðèáëèæåíèÿ ãðàäèåíòà �Jun

.

10. ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÒÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÈ,
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ È ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÑËÀÁÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (73)–(75), (37), ãäå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñëàáîé
çàäà÷åé (76), à ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (75�). Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè, íà îñíîâàíèè ñëàáîé çàäà÷è (76) ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî
ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u C C L T� � � �� �� ( ) ( ) (( , ))� � 2 0 îïðåäåëèì
ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , ) ( , )y y u y u x t W Tn n� � �� �1 1 0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ � �v x V( ) 0 ðà-
âåíñòâàì
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Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ âèäà
(79) íà îñíîâàíèè (76), (84) ïîëó÷àåì
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Çàìå÷àíèå 19. Åñëè � � � �� �R R C T([ , ])0 , òî
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Çàìå÷àíèå 20. Åñëè âîññòàíàâëèâàåìûå ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ â âèäå (83), òî
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���
�

,

~ ( )
� �

�
n

i
i

n
T

y u

x x
dxdt2 2

0

� 

�

�
�
���

�

,
~

( , )� � �n
i i

T

l t dt3
3

0

� � , | | | | (
~

)� 0
��
..Ju n

li

i

m

l
n

l
2 2

11

3

� .

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïðè äðóãèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî âèäà âîññòàíàâëè-
âàåìûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (85) ìîæåì ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ÿâíûå âûðàæåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ãðàäèåíòà �Jun

ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè (75�).

11. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ
ÑÎÑÒÀÂÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ

Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé (20)–(25), ãäå
ôóíêöèÿ u u t L T� � �( ) ( , )� 2 0 ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
x l� èçâåñòíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à íà � � � �0 1 2� � 1 (�1 0� ( , )� ,
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� 2 � ( , )� l , 0� � � 
� l ) èçâåñòíà ìîùíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà, çàäàííûå ðàâåí-
ñòâàìè (29). Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (30). Çàäà÷ó (20)–(25), (30) áóäåì
ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (31). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (20)–(25) áóäåì
èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíêöèþ y y u W T� �( ) ( , )0 , êîòîðàÿ
� �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì âèäà (26), (27) (ïðîñòðàíñòâà W T( , )0 , V0
îïðåäåëåíû â ðàçä. 2). Èìååò ìåñòî âûðàæåíèå âèäà (32).

Íà êàæäîì øàãå îïðåäåëåíèÿ ( )n�1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un� �1 � çàäà÷è (26),
(27), (30) îïðåäåëèì ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó, ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè
�( , ) ( , )x t W T� 0 , êîòîðàÿ � �z x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì



�
�

�

�
�

�

�
�� � 
 �

�
�

t
z a z y u l t f z ln, ( , ) ( ( ; , ) ) ( )0

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�
�

�� k
y u

x
f k

z

x
dx t Tn( )

, ( , )1

0

0

�

, (86)

�| ,t T x� � �0 �.

Ïîëàãàÿ z y u y un n� 
�( ) ( )1 , ñ ó÷åòîì (26), (27), (32) íà îñíîâàíèè (86) ïîëó÷àåì

� � � � 
 
 � 

�
�


� �J u y u f y u y u
t

y uu n n n n nn
, ( ( ) , ( ) ( )) ( ( )- 1 1�

�

�
�� �y u dxdtn

T

( ))

0

� 
 � 
 �� �� �a y u y u dt l u l u dtn n

T

n n

T

( , ( ) ( )) ( ( ; ) ( ; ))� � �1

0

1

0

�( , )0

0

t u dtn

T

-� ,

ãäå �( , )x t — ðåøåíèå çàäà÷è (86).
Ñëåäîâàòåëüíî,

� �Ju nn

~� , (87)

ãäå
~

( , ), | | | |
~� � �n u n

T

t J dt
n

� � � �0 2 2

0

.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè îñòàþòñÿ â ñèëå çàìå÷àíèÿ 1, 2.

12. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÈ ÑËÀÁÎÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÉ
ÑÎÑÒÀÂËßÞÙÅÉ ÑÎÑÒÀÂÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ

Ïóñòü íà îáëàñòè � �T
i

iT�
�
�

1

2

îïðåäåëåíî óðàâíåíèå äèôôóçèè

�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�
��

y

t x
k x

y

x
f x t( ) ( , )

(88)

(îáëàñòè � iT , i �1 2, , îïðåäåëåíû â ðàçä. 2).
Íà êîíöàõ îòðåçêà [ , ]0 l ïðè t T�( , )0 çàäàíû ñìåøàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ



�
�

�k
y

x
�1, x � 0 ; k

y

x
y

�
�

� 
 �� �, x l� .
(89)

Â òî÷êå õ � � ïðè t T�( , )0 óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà èìåþò âèä

k
y

x

�
�

�

� 
!

"#
� 0, k

y

x
u y

�
�

$
%
&

'
(
)

�
*

[ ] . (90)

Ïðè t � 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

y x y x x( , ) ( ),0 0� �� . (91)

Èçâåñòíûå íàáëþäåíèÿ çàäàíû ðàâåíñòâàìè (29). Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò
âèä (30). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà-
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÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (88)–(91) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå,
ò.å. ôóíêöèþ y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâàì

dy

dt
vdx a u y v l v t T

�
� � � �( ; , ) ( ), ( , )0 , y x y x x( , ) ( ),0 0� �� (92)

(ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà W T( , )0 , V0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 2),

a u y v k
y

x

v

x
dx y l t v l u y v( ; , ) ( , ) ( ) [ ][ ]�

�
�

�
�

� ��
�

� , l v fvdx v v l( ) ( ) ( )� � ��
�

� �1 0 .

Ñëåäóÿ [5] , ïðè êàæäîì u v x C T v� � � �� { }( ) ([ , ]) :0 0 ðåøåíèå
y y u W T� �( ) ( , )0 çàäà÷è (92) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå. Çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè
(30), (92) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (31).

Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî
ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (30), (92) íà îñíîâàíèè íà÷àëüíî-êðàå-
âîé çàäà÷è (88)–(91) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , )y y u y u x tn n� �� �1 1 , ÿâëÿþùóþ-
ñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

�
�

�
�
�

�
�
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�
�
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�
�� �

~ ~
( , ), ( , )

y

t x
k

y

x
f x t x t T� ,

k
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x
x t T
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�

� � �
~

, , ( , )�1 0 0 ,

k
y

x
y x l t T
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 � � �
~

~ , , ( , )� � 0 ,

k
y

x
x t T

�
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�

� 
!

"#
� � �

~
, , ( , )0 0� ,

k
y

x
u y u y u x t Tn n n

�
�

$
%
&

'
(
)

� � � �
*~

[~] [ ( )], , ( , )- � 0 ,

y x y x x( , ) ( ),0 0 1 2� � 1� � . (93)

Îïðåäåëåíèå 3. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (93) íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ~( , ) ( , )y x t W T� 0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

�

�
�

�

�
�� � �

~
, ( ; ~, )

~
( , ; ), ( , )

y

t
v a u y v l u u v t Tn n n- 0 ,

~ ( , ) ( ),y x y x x0 0 1 2� � 1� � , (94)

ãäå
~

( , ; ) ( ) [ ( )][ ]l u u v l v u y u vn n n n- -� 
 .

Ïðè u un n� �- � � �	 ( , )01 èìååì u un n� �	- �, y u u y un n n( ) ( )� 
 0	-
0 � 
 � 
�

~( ) ( ) (~ ( ) ( ))y u u y u y u y un n n n n	 	- 1 , ãäå

y u y u l t k
y u

x
n n

n( ) ( ; , ),
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),�0

, ~ ( ) ~ ( ; , ),
~ ( )

y u y u l t k
y u

x
n n

n
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��
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$
%
,

&,

'
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,

),
1 1

1

0�
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

� � � 0 
 
�J u y u f y u y uu n n n nn
, ( ( ) , ~ ( ) ( ))- 1 � . (95)

Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (31) îïðåäåëåíèÿ ( )n�1 -ãî ïðèáëè-
æåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (92), (30) ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè ôóíêöèè �( , ) ( , )x t W T� 0 , êîòîðàÿ � �z x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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�
�

�

�
�

�

�
� � � 
� �

�
�

t
z dt a u z dt y u f z

T

n

T

n, ( ; , ) ( ( ) , )

0 0

� , (96)

�| ,t T x� � �0 �.

Âûáèðàÿ â çàäà÷å (96) z y u y un n� 
�
~( ) ( )1 , íà îñíîâàíèè (92), (94), (95) ïîëó÷àåì

� � � 0 
�J u u y u dtu n n n

T

n
, [ ( )][ ]- - �

0

. (97)

Ñëåäîâàòåëüíî, � 0Ju nn

~� , ãäå
~

[ ( )][ ]|� � �n n xy u� 
 � , | | | |
~� � �J dtu n

T

n

2 2

0

� .

Çàìå÷àíèå 21. Åñëè âîññòàíàâëèâàåìûé ïàðàìåòð íàõîäèòñÿ â âèäå

u t ti

i

m

i( ) ( )� �
�
.� �

1

0, (98)

ãäå { }� i i
mt( ) �1

— ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îò-

ðåçêå [ , ]0 Ò , òî íà îñíîâàíèè (97) ïîëó÷àåì � 0Ju nn

~� , ãäå
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y u dt� 
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Çàìå÷àíèå 22. Åñëè � � �R , òî � 0Ju nn

~� ,
~

[ ( )][ ]� �n n

T

y u dt� 
�
0

, | | | | |
~

|� 0Ju nn

2 � .

13. ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ,
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÑËÀÁÎÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÃÎ ÏÐÎÑËÎß È ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ
ÏÎÒÎÊÀ

Ïóñòü òåìïåðàòóðíîå ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
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t x
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t x
k x
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x
f x t( ) ( , )2 , ( , )x t T�� 2 . (99)

Íà êîíöàõ îòðåçêà [ , ]0 l çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ
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x
u t x t T1 2 0 0( ), , ( , ) ,
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x
y x l t T

�
�

� 
 � � �� �, , ( , ).0 (100)

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ â òî÷êå õ � � � �t T( , )0 èìåþò âèä
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(
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1 3 [ ] . (101)

Ïðè t � 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

y x y x x( , ) ( ),0 0 1 2� � 1� � . (102)

Èçâåñòíûå íàáëþäåíèÿ çàäàíû ðàâåíñòâàìè

y l t f t( , ) ( )� 0 , u
y

x
f x t2 1

0
0

�
�

�
�

�
( , ) , t T�( , )0 .
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Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (75�). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

u u u u C C T C T� � � � �� �( , , ) ( ) ([ , ]) ([ , ])1 2 3
1 0 0� � âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøå-

íèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (99)–(102) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðå-
øåíèå, ò .å . ôóíêöèþ y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

dy

dt
v a u y v l u v, ( ; , ) ( ; )

�

�
�

�

�
�� � , t T�( , )0 ,

y y xt| ,� � � 10 0 1 2� � , (103)
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Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî
ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (75�), (103) íà îñíîâàíèè íà÷àëüíî-êðà-
åâîé çàäà÷è (99)–(102) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , )y y u y u x tn n� �� �1 1 , ÿâëÿþùó-
þñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
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[~]1 1 3 3- - n y x t T[ ], , ( , )� �� 0 ,

~ ( , ) ( ),y x y x x0 0 1 2� � 1� � , (104)

ãäå y y u y u x tn n� �( ) ( ; , ).

Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (104) áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ôóíêöèþ ~ ~( ) ~( ; , )y y u y u x tn n� � �� �1 1
�W T( , )0 , êîòîðàÿ � �v x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

d y

dt
vdx a u y v l u u v t Tn n n
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( ; ~, ) ( , ; ), ( , )
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~| ,y y xt� � � 10 0 1 2� � , (105)
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